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Prefacio

La estitica es una disciplina que, aungue 2 menudo pasa desapercibida, es la columna vertebral de
la ingenieria, Desde las estructuras mds grandes y complejas hasta los objetos cotidianos que atili-
zamos a diario, la estdtica es la fuerza silenciosa gue parantiza que todo permanceca en su lugar.
Este libro, .Estdlica: Fundamentos vy Aplicaciones Pricticas”, nace de la necesidad de proporcio-
nar 4 estudiantes y profesionales una comprensidn solida y prictica de esta disciplina fundamental,

= Un Viaje de Descubrimiento:

En ¢l corazdn de este libro se encuentra un enfoque en ¢l aprendizaje experiencial,
Cada capitulo ha sido disefiado cuidadosamente para guiar a los lectores en un viaje
de descubrimiento, comenzando desde los conceptos més bisicos y avanzando hacia
aplicaciones mds complejas. Creemos firmemente que la mejor manera de aprender
la estitica es a través de la prictica, por lo que hemos incluido més de 400 ejemplos
tlustrativos gue cubren una amplia gama de situaciones,

= Soluciones Practicas con PTC Mathead:

No nos detenemos en la teoria. A lo largo del libro, presentamos soluciones completas de
cjemplos utilizando PTC Mathcad. Esto no solo demuesira los conceptos en accidn, sing
gue también permite a los lectores comprender como aplicar la estitica on situacioncs
del mundo real. En esta cra de la tecnologia, creemos gue la aplicacion prictica de los
conocimientos cs esencial.

» Ejercicios y Desalios:

Al final de cada capitulo, los lectores encontrarin una serie de gjercicios y desafios. Estos
problemas estan disefiados para ayudar a los estudiantes a afianzar los procedimicntos y
reforzar la comprension de los conceplos. La prictica cs la clave para dominar la estitica, ¥
estos ejercicios son ¢l camino hacia ese dominio.

= La Aplicacidn en el Mundo Real:

La estitica no se limita a las piginas de un libro. A través de cjemplos, soluciones en
PTC Mathead y ejercicios, preparamos a los estudiantes y profesionales para enfrentar los
desafios reales que encontrarin en su carrera, Reconociendo que la estitica es una base
csencial para otras disciplinas, alentamos a los lectores a llevar a cabo la implementacion
de codigos de programacion en Phyton o Matlab, Esto permitird una transferencia efectiva
de conocimientos a dreas como la resistencia de materiales y Ia mecinica de materiales.

= El Comicnzo de un Viaje:

Este libro es un punto de partida en tu viaje hacia ¢l dominio de la cstdtica, Ya sea que
estés estudiando ingenierda civil, mecdnica o cualguier campo relacionado, los principios
aqui presentados son csenciales. Esperamos que esta obra le proporcione una comprension
sOlida y aplicable de la estdtica y te prepare para enfrentar los desafios de la ingenicria.

Estamos cncantados de acompafiarte en este viaje de descubrimicnto y aprendizaje. (Bienvenidos
al mundo de la cstitica!
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Presentacion

Timlo del Libro: “Estitica: Fundamentos y Aplicaciones Pricticas”

La estitica cs ¢l fundamento sobre el cual se construyen las maravillas de la ingenicria. Desde los rascaciclos que sc
alzan imponentes en ¢l horizonte hasta los puentes que cruzan caudalosos rios, la cstitica es la disciplina gque garantiza
que nucstras crocaciones scan scguras y estables. El libro “Estidtica: Fundamentos v Aplicaciones Pricticas™ ¢s una
pucrta de entrada a este emocionante mundo, discRado tanto para estudiantes como para profesionales de la ingenicria
gue descan comprender y aplicar los principios fundamentales de la estitica en su trabajo diario.

Nuestra Mision:

En este libro, nuestra misidn es clara: hrindar una sdélida base de conocimientos en estdtica y, al mismo tiempeo, mostrar
eimo estos principios se traducen en soluciones pricticas en la ingenierfa civil y mecdnica. Hemos disenado cuidado-
samente cada capitulo para guiar o los leetores desde los conceptos mds bisicos hasta los desafios mids complejos. Al
hacerlo, hemos optado por un enfoque simple y direeto, presentando conceptos puntuales que se poeden aplicar de
inmediato.

Caracteristicas Destacadas:

= 400+ Ejemplos Huostrativos: La mejor manera de aprender es a través de la prictica. Por eso, hemos incluido
mas de 400 ejemplos que abarcan una variedad de situaciones v complejidades. Estos ejemplos son esenciales
para asimilar los conceptos y reforzar el entendimiento.

= Soluciones en PTC Mathcad: Para llevar la aplicacion prictica un paso mas allid, presentamos soluciones
completas de ejemplos utilizando PTC Mathcad. Esto no solo demuestra la teoria, sino también como aplicarla
en situaciones del mundo real,

= Ejercicios y Desafios: Al final de cada capitulo, encontrards una serie de cjercicios y desafios que te desafiardn
a aplicar lo que has aprendido. Estos cjercicios son esenciales para afianzar los procedimicntos y reforzar la
COMprension.

= Aplicacién en Python y Matlab: Reconociendo la importancia de la aplicacién prictica en otras disciplinas,
alentamos a los estudiantes a Hevar a cabo la implementacidn de cédigos de programacicn en Phyton o Matlab,
Eslo permite una transferencia efectiva de conocimientos & dreas como la resistencia de materiales v la mecdnica
de materiales.

A Quién Va Dirigido:

Este libro es ideal para estudiantes de ingenieria civil y mecinica que buscan una introduccion sdlida v préictica a la
estatica, Tamhién es una valiosa herramienta para profesionales que descan actualizar sus conocimientos o refrescar
sus habilidades en esta discipling fundamental,

Tu Viaje Empieza Aqui:

Lat estitica cs el punto de partida para cualguicr ingenicro gue desce crear estructuras seguras y solidas, “Eslitica:
Fundamentos v Aplicaciones Pricticas™ te Hevard en on viaje desde los conceptos bisicos hasta la aplicacidn prictica de

la estidtica en ¢l mundo de la ingenierfa, A través de ejemplos, soluciones en PTC Mathcad v desafios, te prepararcmos
para enfrentar los desafios reales que encontracis €n to carrera.

iBienvenidos a an mundo donde la estdtica cobra vida y se convierte en la base de tus logros en la ingenierfa!



Introduccion

l.a estitica cs una rama fundamental de la mecdnica que desempedia un papel crucial en la ingenieria y la cicncia, Se
centra en el estudio de los objetos en reposo v las fuerzas que achian sobre ellos, Este libro, “Estitica: Fundamentos
y Aplicaciones Practicas”, ha sido creado con el propdsito de brindar a los estudiantes una comprension salida y
accesible de los principios de la estitica, con un enfogue en la aplicacion practica de estos conceplos en la ingenicria
civil y mecinica.

La estructura de este libro estd disenada para llevar a los estudiantes on un viaje desde los conceptos bisicos hasta los
desalios mids avanzados en ¢l andlisis de estructuras v fuerizas, Cada capilulo aborda de mancra simple y sencilla los
temas, comenzando desde 1o mas simple y avanzando hacia lo mds complejo. A medida gue avanzamos, presenlamos
gjemplos ilustralivos que permilen a los leclores aplicar los conceplos tedricos de mancra prictica. En total, encontrards
mids de 400 cjemplos que e ayudardn a asimilar y aplicar los conocimicntos de la estatica

Estructura del Libro:

. Fuerzas v Reduccion de Sistemas de Fuerzas: Comenzaremos por explorar como analizar v reducie sistemas
de fuerzas en estructuras, desarrollando las habilidades necesarias para lidiar con cargas complejas,

2. Equilibrio de una Particula y Cuerpo Rigido: Profundizaremos en los conceptos de equilibrio, explorando
tanto particulas individuales como cuerpos rigidos y aplicando principios que garantizan que no haya movimiento,

3. Anilisis de Armaduras; Abordiremos la resolucidn de armaduras, una parte fundamental en la ingenierda civil,
y aprenderemos a analizar sistemas complejos de manera cficicnte,

4. Centros de Gravedad: Exploraremos la obicacion de los centros de gravedad y centroides en objetos y ostructu-
ras, proporcionando herramicntas para el cdlculo de eguilibrio y diseno.

5. Momentos de Inercia: Estudiaromos momentos de increia v rudios de giro, fundamentales en el andlisis de la
resistencia de materiales, especialmente en el dischio de cstructuras,

6. Fuerzas Internas (Vigas y Estructuras): Analizaremos las fucrzas inlemnas en estructuras ¥ cucrpos rigidos,
comprendiendo cdmao se distribuyen y afectan a la estabilidad de las mismas,

7. Cables: Exploraremos las propiedades y ¢l comportamiento de los cables en estructuras y sistemas de suspension,
un tema esencial en la ingenierfa civil,

Aplicabilidad Prictica:

Uina caracteristica destacada de este libro es la presentacion de soluciones de ejemplos utilizando PTC Mathead, Estas
solucioncs proporcionarin una comprension méis profunda y prictica de Tos conceptos discutidos, Ademis, al final
de cada capitulo, los estudiantes se enfrentarin a cjercicios que deben resolver para afianzar los procedimicntos y
¢l entendimiento. También los alentamos a Hevar a cabo la implementacidn de codigos de programacion en Phyton
o Matlab para aplicar lo aprendido en otras dreas crociales como la resistencia de materiales y la mecdnica de materiales.

Este libro es una herramienta csencial para coalguier estudiante o profesional que desee adguoirir una comprension
sdlida de la estdtica y aplicar estos conocimientos en la prictica. Esperamos que esta obra sea de gran utilidad en tu
formacidn como ingenicro civil ¥ en lu carrera profesional. (Bicovenidos al mundo de la estitica!
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FUERZAS Y REDUCCION DE SISTEMAS
DE FUERZAS

1.1. INTRODUCCION A LA MECANICA

La mecinica, sicndo una discipling de la ciencia fisica, se dedica al estudio
de fendmenos gue ocurren en el mundo fisico. Sin embargo, o8 comiinmenle
relacionada tanto con las matemdticas como con la ingenierfa, lo que conlleva
a diversas perspectivas en su enfoque y aplicacion. En ingenicria civil, se
aplica para analizar v disefiar una amplia gama de estructuras ¢ infracstruc-
tura, incluyendo edificios, puentes, sistemas de abastecimicnto de agoa y
drenaje. En consecuencia, la mecinica bidsica se desglosa en varias drcas
elave:;

— Estatica
v=06v=cte
= Mecdnica de cuerpo rigido 4 {a)
— Dindmica-aceleracion

— Mécanica de los materiales &

Megdnica €+ Mecinica de cuerpo deformable ¢ B g e
— Resistencia de materiales

— Fluidos compresibles
L Gas

= Mecinica de Nuidos ¢

Fluidos imeompresibles

L Hidriulica b

h .

Figura 1L.1: Cucrpo sometido g fucrzas externas



14 1.1 INTRODUCCION A LA MECANICA

La mecinica de materiales o resistencia de materiales es una disciplina de
la ingenieria que fusiona principios fundamentales de la fisica con la inge-
nicriz. Su proposito radica en analizar minuciosamente como los materiales
reaccionan frente a fuerzas externas, cvaluando su capacidad de deformacion
y resistencia ante diferentes condiciones de carga v temperaturas, Esta rama
cs esencial para predecic y entender ¢l comportamicnto de una variada gama
de materiales, desde metales hasta compuestos, y se aplica en innumera-
bles campos de o ingemieria, desde la construccion de estructuras hasta la
manufaciura de componentes industriales,

1.1.1. PRINCIPIOS DE LA MECANICA

Con el paso del tiempo, la ingenieria - Mecdnica ha experimentado una
constante evolucion, remontindose 2 sos origencs en:

=)
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Muodiflicado por (1995)
(384 —322a.c.)  Arquimides  (1642—1727)  Dllcmber Lorin de I i
f i e f " f " f "™ f P i
) Aristoteles (23? 21 lar_} Newlon Hamilton Eistein Siglo XX

Formulaciin

satisfactoria

de principios
fundamentales

A. CONCEPTOS

En la actualidad se han reconocido la mecinica Newtoniana como la base de
las actuales ciencius de la ingenierfa, donde se fundamenta en fos conceptos
bdsicos como:

* Espacio  —  Ubicacidon de un objeto (Sistema coordenado + longitud), Describe la posicidn
y trayectoria de un objeto cn el tempo,

= Tiempo ¥ Wariable que permite registrar cudndo ocurren los eventos, Mide la duracidn
v la secuencia de los sucesos.
Conceplos
g d.c 1 - Masa —+  Propicdad inlrinseca de la materia (kg). La masa de un objeto determina
la mecinica

su inercia, os decir, su resistencia al cambio de movimicnto).

* Fuerea  —+  Magnitud gue causd una aceleracidn en un objelo y sc mide en newtons (N).
Describe las inleracciones entre objetos v puede ser una causa de cambio en
¢l movimiento (accion de un cuerpo sobre otro),

Por otro lado, en la mecinica se requiere de conocimicentos de conceptos como la idealizacion; que es un enfogque
que simplifica la representacidn de objetos o sistemas para facilitar su andlisis. Implica omitir detalles intrincados
o complejidades no esenciales con el objetivo de abordar un problema de manera miis manejable y comprensible.
La idealizacion es comGnmente utilizada en ta mecdnica para simplificar la representacidn de objetos en situaciones
cspecificas, lo gue facilita el vso de principios v leyes mecdnicas para resolver problemas. Para lo cual, se debe de
conocer conceplos de: particula, cuerpo rigido, sistema de particulas y fuerza concenirada.
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* Particula ¥ es una idealizacion que representa un objeto como un punto material
sin dimensiones ni extension. Se uliliza cuando las dimensiones del
ohjeto son despreciables en comparacion con otras magnitudes relevantes.

* Cuerpo rigido —¥  cs una idealizacion gue representa un objeto solido que conscrva su
forma ¥ dimensiones constantes, incluso bajo la influencia de fuereas
v momentos, Esto simplifica ¢l andlisis de objetos gue no deforman
significativamenie.

= Fuerza concenirada —+  son ideales para representar fuerzas que actdan en un solo punto cn un
objeto. Se utilizan para analizar la accion de fuerzas externas o internas
en un objeto, lo que simplifica el cdlculo de las interacciones.

= Sistema de Particulas  —*  es un conjurto de particulas que interactian entre si debido a fuerzas
internas o externas. Se utiliza para describir sistemas complejos como
colecciones de particulas,

Cabe aclarar que en la ingenieria civil, sc estodian varios tipos de mecdnica que son fundamentales para el disefio,
amilisis ¥ construccion de estructuras v sistemas de infraestructura, Algunas de las principales ramas de la mecinica
que se aplican en la ingenieria civil incluyen:

= Mecinica de Materiales: Esta rama se enfoca en el estudio de cdmo los materales, como el concreta, el
acero ¥ la madera, responden a cargas v fuerzas exiernas, Ayuda a determinar la capacidad de los materia-
les para soportar cargas, su deformacion y resistencia, lo que es crucial en el disefio de estructuras ¥ componentes,

= Mecinica Estructural: La mecinica estructural se centra en el andlisis y disefio de estruciuras, como edificios,
puentes v presas. [ncluye el esiudio de la estdtica y la dindmica de las estructuras para parantizar su estabilidad y
sepuridad.

= Mecanica del Suelo: La mecinica del suelo se ocupa del comportamiento de los suelos y su interaccion con
las estructuras. Hsto es csencial en la cimentacion de edificios v la estabilidad de taludes en proyectos de
construccion.

s Mecinica de Fluidos: La mecinica de fluidos se aplica en la ingenieria civil para estodiar el comportamiento de
liguidos v pases en sistemas de tuberiss, sistemas de drenaje y sistemas de abastecimiento de agoa, También se
utiliza en la hidrivlica v la hidrologia para el disefio de canales y sistemas de gestion del agua.

» Mecinica de Estructuras Metilicas: Esta rama se enfoca en ¢l anilisis y diseio de estructuras metilicas, como
puenics de acero v estructuras de acero en edificios industriales.

» Mecinica de Vibraciones y Sismologia: La mecinica de vibraciones se aplica para entender ¢l comporlamicnto
de estructuras bajo vibraciones y cargas sismicas. La sismologia se encarga del estudio de los lerremotos y su
impa-:m en esiructuras.

Estas ramas de la mecianica son esenciales en la ingenieria civil y se utilizan para garantizar la seguridad, la estabilidad
y la eficiencia en i construccion de infracstroctura v edificaciones, En este texto nos dedicaremos al entendimicnto de
la mecdnica de coerpo rigido - Estitica,
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Figura 1.2: Pricipio de transitibilidad

Figura 1.3: Gravitacidn Universal

1.1 INTRODUCCION A LA MECANICA

B. PRINCIPIOS Los principios fundamentales de la mecinica se basan en
las leyes de Newton y conceptos gue describen el comportamiento de los
ohjctos cn reposo o on movimicnto. Los tres principios clave de la mecdnica
y otras leyes aplicables a la estiatica son son:

1. Primera Ley de Newton (Ley de la Inercia):
a) Principio: Un objeio en reposo tiende g permanecer en reposo, ¥
un objeio en movimiento tiende a permanecer en movimiento a
una velocidad constante en linea recia a menos que una fuerza
exterma actie sobre ¢,
by Férmula: F = (), donde F es la suma de todas las fuerzas que
actian sobre el objeto.

2. Segunda Ley de Newton (Ley de Fuerza y Aceleracion ):
a) Principio: La fuerza aplicads a un objeto es igual a la masa del
objeto multiplicada por su acelemacion,
by Formula: F = m-a, donde F es la fuerza en newtons (N ), m
es la masu en kilogramos (kg) y @ es la aceleracidn en metros

por segundo al cuadrado (m/ 52).

3. Tercera Ley de Newton (Ley de Accidn y Reaccidn):

a) Principio: Por cada accidon hay una reaccion gual ¥ opuesta,

) Esta ley no tiene una formula especifica, pero establece que las
fuerzas siempre ocurren en pares, con una fuerza de gccidn y una
fuerza de reaccidn que son iguales en magnitud ¥ opuestas en
direccion,

4, Ley de Gravitacion Universal:

a) Principio: Cualquicr objeto en el universo ejerce una fuerza
gravitatoria sobre cualquier otro objeto, v esta fucrza es direc-
tamente proporcional al producto de sus masas ¢ inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre ellos,

by Formula: F = Q—"%m, donde F s la fuerza gravitatoria, (7 cs
la constante de gmr\-'ila::iﬁn universal, 71y y 772 son las masas de
los objelos y res la distancia entre ellos,

5, Ley de Conservacidn de la Energia:
a) Principio; La cnergla no puede crearse ni destruirse, solo se
transforma de una forma a otra,
by Fearmula: Firmula (Encrgia Cinética): K - £ = % -m-vE, donde
K - E cs la energia cinética, 71 cs lu masa y v es la velocidad.

fi. Ley de Conservaciin del Momento Lineal:
a) Principio: La cantidad total de momento lineal en un sistema
aislado permaneee constante.
by Farmula: p = m-v, donde pes el momento lineal, /1 es s masa
v ¥ oes lo velocidad..

Estos son algunos de los principios fundamentales de la mecdnica, junto
con las formulas asociadas gque s utilizan para describir ¥ analizar el
movimicnto y [as fucrzas en sistemas fisicos.
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1.1.2. SISTEMA DE UNIDADES

» Sistema Imlernacional de Unidades (51):

Dehnicion: El Sistema Internacional de Umidades (S1) es el sistema
métrico moderno v ¢l estindar internacional para medir magnitudes
fisicas. Utiliza unidades fundamentales, como el metro (m) para la
longitud, el kilogramo (kg) para la masa y el segundo ($) para cl
ticmpo, Bl 81 se basa en miltiplos decimales de cstas unidades y
proporciona una base coherente y uniforme para mediciones precisas
en todo el mundo.

» Sistema de Unidades Inglesas:
Definicidn: El Sistema de Unidades Inglesas es un sistema de unidades
de medida que se otiliza en los Estados Unidos y en algunos otros
lugares. Emplea unidades como la pulzada I::'n‘j para la longitud, la
libra (If) para la masa y el segundo (§) para el tiempo. Aunque se
utiliza en aplicaciones cotidianas, ¢l sistema de unidades inglesas es

menos utilizado en la ciencia y la ingenieria en comparacion con ¢l S

Metric S/ AL
U.5. Customary

Ketric 51
Mztric MKS
T

AC1 31814 ol i)

Figura 1.4: Establecer la unidad de trabajo
es muy imporfante, como por ejemplo cn
el programa C51 ETABS.

Fuoerza Masa Longitud Presitn
1 kgt=9807 N I gm=.001 kg | em=0.01 m | GPa=145.0 38ksi
1 1:[}.I'ru::=1-][:|"'E M 1 kg=22051b | m=3.281 ft 1 kPa=0.145 pxi
1 N=0.102 kgf 1 ton=2204.623 Ib |l fi=12in I psi={.144 ksf
| kgf=0.002 kip I Ib=16 oz |l in=25.4 mm I ksf=0.007 ksi
| kip=4.448 kN 1 02=0.028 ke I mm= 1-10% gm | ksi=1.44-10° psf
| kN=224.800 bl | psf=47.88 Pa
I Ibf=4.536-10"1 | torr=(.019 psi
1.2. METODOS PARA RESOLVER VECTORES
Existen varios mélodos para resolver veclores on fisica y malemdticas. Agui
presentamos alpunos de los mélodos mids comunes:
= Método de Descomposicidn en Componentes:
Este método descompone un veclor en sus componentes en ejes
ortogonales, pencralmente los cjes X ¢ ¥en el plano y en X, vy Zen
3D. v

Para un vector A con magnitud |A| y un dngule B con el cje x, se
descompone en sus componentes rectangulares:

cos (0
q;{:'l{«ﬂ]l}

« Componente enel cjex: A, = |A
« Componente en el cje v: Ay =

» Método de Suma de Vectores:
Se utiliza para encontrar la resultante de dos o mis vectores.
Para dos vectores A y B:

* Resultanie R de dos VECIOres: R =
VAT B2+ A-B-cos(0)

* Donde: A y B son las magnitudes de los vectores v 0 es el dngulo
entre cllos.

A sm(E)

A-cos(H) x

Figura 1.5: Representzcién de un vector
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» Método del Producto Escalar (Producto Punto):
Permite calcular el trabajo realizado por una fuerza en un
desplazamicnto.

» Formula: W = F -d - cos(8)

= Donde: W es el trabajo, F' es la magnitud de la fucrza, d
es el desplazamiento y @ es el dngulo entre la fuerza y el
desplazamicnto,

s Método del Producte Vectorial (Producto Cruz):
Se utiliza para calcular ¢l momento angular T'y la fuerza
resultante en un objeto en movimiento curvilineo.

) B » Formula: ' =r % F
Figura 1.6: Representacion de un vector = Donde: T es el momento angular, Fes ¢l vector de posicidn
y F ¢s la fuerea aplicada.

= Método de Componentes Rectangulares (Suma de Compo-
nentes):
Sc utiliza para cncontrar la suma de componentes de varios
veclores en cjes orlogonales.

» Farmula Para varios vectores en el ejex: B, =Y Vi
» Anidlogamente para el eje y v Z.

1.3. VECTORES FUERZA

Un vector de fuerza es una represcntacion matemadtica de una fuerza
fisica gue actita sobre un objeto. En la mecdnica y en la fisica en gene-
ral, las fuerzas se deseriben utilizando vectores para lencr en cucnta su
magnitud, direccidn y sentido, Un vector de fuerza se caracteriza por
dos clementos principales:

Linea de accion

s Magnitud: Us la medida cuantitativa de la fucrza, usualmente
expresada en newtons (N ) en el Sistema Internacional de Uni-
dades (S1) o en otras unidades de fuerza, como dynes en ¢l
Sistema OGS, La magnitud de la fuerza indica cudn intensa es la

Figura 1.7: Representacion de un vector accidn de la fuerza sobre el objeto,

s Direccidn y sentido: La direccion indica la linea a lo largo de Ja
cual actia la fuerza, mientras que el sentido muestra si la fuerza
actia hacia adelante, hacia atris, hacia arriba o hacia abajo a lo
largo de esa direceidn. La dircecidn y el sentido se representan
mediante un vector con una flecha que indica la orientacién.

! 1.
Ongen Ej= de referenciz
(Cala) coordenado
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A. MULTIPLICACION Y DIVISION DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

La multplicacion de un vector por un escalar s una operacidn que implica
escalar el vector original cambiando sa magnitud, pero manteniendo so diree-
cidn. Bsto significa que el resultado R es un nuevo vector que apunta en la
misma direccion que ol vector original pero tiene una magnitod diferente. El
escalar cs simplemente un ndmero, y la multiplicacion se realiza componente
por componente. Para multiplicar un vector A por un escalar k, se realiza la
operacion de la siguicntc manera:

R=k-A

Donde: & es el escalar v A es el vector, Bl resultado serd un nuevo vector
cuya magnitud es igual a k- |A| y que apunta en fa misma direccion que A
si k es positivo, o en la direccidn opuesta si k es negativo.

Vector*A"
Escalar*a”Unidad(intensidad) (+) 6 (—)
1

B. SUMA DE VECTORES

La suma de dos vectores ¢s una operacion que combina dos vectores pari
obtener un nuevo vector Hamado "vector suma”6 "vector resultante”, La
suma de vectores se realiza componente por componente, es decir, se su-
man las componentes correspondientes de los dos vectores para obtener las
componentes del vector resultante, El vector suma se caleula de la siguiente
(ELTE

R=A+B

Donde: A y B son los dos vectores gue se suman, Las componentes del
vector resultante K son la suma de las componentes correspondientes de A y

B

19

Lew del Peralelogramo

2A fa5a f
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Componentss

Figura 1.16: Resultante de dos vectores

1.2 VECTORES FUERZA

C. RESTA DE VECTORES R=A—B=A+(—B)

Figura 1.8: Resta de Vectores

Figura 1.9: Rosta de Vectores

D. DIVISION DE VECTORES

La division de un vector por un escalar es la operacidn inversa de la multipli-
cacidn por un escalar, Para dividir un vector A por un escalar &, se realiza la
operacion de la siguienle manera:

_ A
R=3

Esta operacion reduce la magnitud del vector original a r:__-[ de su magnitud

original si k es positivo, y cambia la direccidn del vector si & es negativo. La
direccidn del resultado sigue siendo la misma que la del vector original.

1.3.1. RESOLUCION DE UN VECTOR

La resolucidn de problemas de veclores requicre una comprension salida de
dos enfogues fundamentales: el enfogue grifics y el enfogue trigonométrico,
Al abordar estos problemas, se deben seguir cierlas pautas clave: GRAFICA

En el enfoque grafico, es esencial comenzar dibujando los veetores involucra-
dos, asegurdndose de utilizar una escala adecuada para mediciones precisas.
La descomposicidn en componentes en ejes ortogonales puede simplificar
cileulos posteriores. Al buscar la resultante de dos vectores, ¢l método del pa-
ralelogramo es invaluable, La medicidn cuidadosa de magnitudes y dngulos
ey esencial.
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

El enlogue trigonométrico se basa en la aplicacion de funciones trigo-
nométricas como ¢l seno, coseno ¥ angenie para relacionar magnitudes,
ingulos ¥ componentes de vectores. ldentificar el dngulo correcto y resolver
couaciones trigonomdétricas son habilidades esenciales en este enfoque, Los
vectores unitarios (i, f, k) pueden simplificar la expresion de componentes.

Ley do cosenos:

Fy= \[F2 + F} ~2-Fi Fa-cosex

Ley de senos: Figura 1.11: Ley de senos y cosenos

-

B B B
sen(8) sen(f) sen(a)
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1.3.2. EJERCICIOS RESUELTOS
EJEMPLO RESUELTO 1321

Determine la fuerza resultante y su direccion con respecto al eje =, en
zentido. de Iz manecillaz del reloj, del siztema de fuerzas mostrado en la
figura 1.12 {a).

i

SOLUCION
Fy=150 kN Datos Iniciales: F, =150 kN Fy=165 kN

757

Paso (1): Ley del paralelogramo, para poder determinar la fuerza
regultante debemmos vsar la ley del parslelogramo, diche paralelogramo ze
g debe formar dibujando una linea dezde la cabeza de F|que se paralela a

F. . v la otra linea dezde 1a cabeza de I que sea paralelaa ). La fuerza
resultante §';. se traza desde el origen hacia el lugar donde estas lineas se
infersecan, como s& muestra en la fisura 1.12 (b).

2

Fo=165 kN
Paso @: Solucién trigonomeétrica, aplicamos la ley de cosenos en el
triangulo de la figura 1.12 (). formade a partir del paralelogramo
(a) construddo, para poder determinar la fuerza resultante
¥ F, =150 kN F,=165 kN as=112"
F-150 k%

Fp=\F* +F," -2 cos(a)-F,-F,

Fp=261.282 kN

Paso @: Caleolo de la direccion de la fuerza resultante aplicando la ley
de zenos, segin la figura 112 (c).

F, _ Fr - F sin (0) = sin () - Fy
sin(0)  sin(a)  sin(p) = (#= Fi
sin (0) — — 11+ kN -sin(112-°) —0.586

V(220 kN . cos(112+°)) + 221 . kN®

6:=asin (0.586) =35.874 *

La direccidn de la Fp, sera J=0—15"=20.874 "

Fn . [Eﬁ].,gﬁ' kN

Respuesta =
[ A 20.874."

(e}

Figuras 1.12
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2

[EJTEMPLO RESUELTO 1.32.2

Para el sistena de foerzas mostrado en la  figura  determine
trigonométricamente: La magnitod de la foerza “F"y el dagulo @ | coando
la fuerza resultante es horizontal y tiens una miagnitud de Fip =380 EN.

SOLUCION
Dratos Indciales:
F, =250 kN Fy=380 kN
Paso (1): Se construye el paralelogramo como se musstra en Ia figura 1.13

(b}, para hallar el valor de .

Paso (2): Solucién trigonométrica: aplicamos 1a ley de senos en el
triangule de la fipura 1.13 (c). Con los datos iniciales y el anpulo que
formas las dos fuerzas.

F,:'J.EﬁhN FH:'JH’HW =40 °

Fy _ Fp e
sin(a)  sin(140—8)  sin(0)

=140 -0

i P
SN LH] = EE{:‘_} 4 ST
I

38 - sin (40.7)
26

sin(g) — =0.977

O=140"-8 =  0:=140"-asin(0.977) =62.312 *

Paso @: Calculo del valor de F', podemos usar la ley de zenos o la ley de
cosenos en la figura 1.15 (c).

F'-:\"IIF1“ +Fﬂ= —E'F‘-l'Fﬂ'r-DﬁEﬂ]
F— (—190000.0- kN? « cos (62.312- ") + 206000.0- kN*)"*

F'=344.406 kN

Respuesta = [F ] el [:Md.zlm,kw]

o G.512.°

F=250 kN

Hy

Fr=350kN

F=230 kN

(k)

E=250 kN

W Fr—350KN

(c)

Figura 1.13

x
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EJEMPLO RESUELTO 1.3.2.3 Determine la marnitud de los dos componentes de F'. de la estroctura

mostrada en la figura, componente AB v B

SOLUCION

Datos Iniciales:
V:=5Tn a=4h" J=60" #=Th"

Paso @: En la figura 1.14 (b), 3¢ muestra §a ley del tridgngulo (Caso
especial de la ley del paralelogramao).

Paso (2): Solucién trigonométrica; aplicamos la ley de senos en el
triangulo de l1a fizura 1.14 (b). con los datos iniciales:

4V
sin(B)  sin(6)  sin(a)

1

I
Fip= « 5 =4.4583 Tn
Al sin (ﬂ} = {ﬂ] A

F
Fpyn= = 5i =3.66 Tn
(o) B sin(0) sin )
Figura 1.14
| Fan|_[4.483
Respuesta= [F.{N:l = [:L[;[j ] I'n

EJEMPLO RESUELTO 132 4

Determine Iz magnitud v direccion de la resultante de laz tres fuerzas del
sistema mostrado en la fignrs

Datos Iniciales: J7:=25Tn F,:=15Tn F,=35Tn Fr35Tn Y

Paso (1): En la figura 1.15 (b), se determinara la primera fuerza resuitants
Py, delas F\v F,_para ello se aplicara la ley de cosencs:

F,=25Tn Fy=15Tn pi=115"

Fry=\Fy? 4By 2 Fy« Fyecos(v)

Fp, — 5-1.;"5 -‘\,l'l:{_lﬁ-_.tmmmza--t:ns?l Iﬁrdug-}} -:]?I'rm;

(a)




CONTINUACION

Fﬂl =3-‘1.l[; T‘ﬂ-

Paso (2): Caleulo de la direccidn de la fuerza resultante Fiy, aplicando la
ley de senos, segiin la figura 113 ().

Ft _ Fju 3.:'”[,“},: H.ln_{":lf'] IFI

wala] - =) S

F=asin(0.66326) - 27°=14.5"

Paso (3): En la fizura 1.13 (c) se hace uso de la ley de paralelogramo para
el calculo de la filerza resultante Fyy de las Fy, v Fy, para ello se aplicara

1z ley de cosenos, a partir de la figura 1.13 (d).

Fpi=d416Th F;=35Tn hi=56.5"
F=\[F® 4 Fy? =2+ Fy- Fy- cos (¢)
Fpp— (—2301.2- tonne” - cos (56.5 - deg) + 2301.9056 - tonne” )™

Fp=32.74Tn

Pazo @: Caleulo de la direccion de la fuerza resultante Iy aplicando 1a ley
de zenocs, zegin la figura 1.15 (d).

Fy,  Fp  Fp
sin(6) ~ sin(¢)  sin(w)

sin (0) = ‘ﬂ';f?__ —0.80136

H

pi=asin (0.80136) — F=48.5 *

o | Fpl [32.74Tn
Rr_.qptmz.m._[ > ]_[ ARE *

7

F=35Tn

(b}
b
ik x
[14.5° . x
Fp=34.16Tn
(el
v
. F.~35To
g ;
x
k5= 56.5
(d)

Figura 1.15
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RIS TSRO R DB NN O BN WA Determine la magnitud v direccion de la  fuerza  resultante
trigonometricamente, respecto al eje x, para el sistema de fuerzas aplicado
en el extremo de la viga envoladizo.

F= EOLN
SOLUCION

e En la figura 1.16 (c). Aplicamos ley de cosenos para hallar la resultante
Fﬂ-:

- P, = 80 kN =120 kN = 63"
d

F.= 120kM
Fpe=\F\* 4 F,* =2 cos(a)+ F\+ F,

Fi— 40 -\ (12 kN? - cos(63 - deg)) + 13+ kN
Fy=100.92 kN

F.— 30LN
Caleulo de la direccidon de la fizerza resultante aplicando l1a ley de zenos,

1157 . segia la figura 1.16 (c).

Fy Fp F,

sin(8)  sin(a) sin(57)

F=120kN

. P
sin [ﬂ] = H:l_ﬂ.E:iEr] e
Fy

=0.97271

& B=asin (0.97268) — 15"=61.58

I'JEIIFH- 1.16 FR i “m'nz‘hﬁ I:C:I-
a 61.58 - deg

. : MEJEMPLO RESUELTO 1.3.2.6
Los cables que soportan la caja forman un sistema de fuerzas. Determine:
Lz magnitud de las fuerzas F' v w; wes Ia resultante del sistema de cables

de soporte v 2e ubica sobre &l eje y positivo.
SOLUCION

En iz figura 1.17 (). Aplicamos ley de zencs para hallar 1a resultante Fy v
F:

Fi=1Tn @:=60" =75 =45
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CONTINUACION

F| = Fﬂ! = F
sin(0) ~ sin(8) ~ sin ()

F,-sin (f)
sin (@)

Frp=1.115 Tn

F":':

F. - sim ()
5in [E]

F=0.816 Tn
(b (c)

F lll.o
Soepusslass [ "] [u,&:m

Figura 1.17

EJEMPLO RESUELTO 1.3.2.7
Determinar las componentes gue actizn en las lineas de referencia x'x' e
vy de la fuerza 25 T, siel angulo F=30".

F-25Tn
¥ SOLUCION
Diatos Iniciales:
45 =25 Tn

Solucién trigonométrica: aplicamos la ley de zenos en el tangulo de la

Y figura 1.18 (b).
@ Fyy | Fee _ BIn
sin(@) sin(105°)  sin(45%)
o Fesin(B) o ers
" sin(45%)
e 2] i
F= m] =34.151 Tn
sin (45°)
e _ FW 17.678 | 7,

Figura 1.18




5o
BEMERD REaUELICH S o ¥ Del zisterma de foerzas mostrado en la figura la fuerza 7). debe ser

minima ¥ la resultante tiene vna magaitud 1 Tn, gue se encuentra sobre el
eje "x" positivo. Determine la magnitud de las fuerzas F|y Fyv el angulo
a.

SOLUCION

Datos Iniciales:
Fpy=1Tn

Solucion trigonométrica: aplicamos la ley de sencs en el triangule de la
figura 1.19 (b). Para que la fuerza I} sea minima, la fuerza F,y F, deben
formar un angulo gue forman debe ser M)°, por lo tanto el dngulo & :=6()"
Fr == Fy = F,
sin(00°) ~ sin(60°)  sin (30°)

F = Hi E F » 51 m
e F2m0) e e F, i ) SO
sin {90°) sim (90°)
F,=1Tn "
105
(k) Rmm'_[ﬁ‘.z]_[ﬂ.ﬁﬁﬁ Tn

Figura 1.19

JEMPLO RESUELTO 1329

Determine la resultante del sistema de fuerzaz v su direccidn. medida en

sentido contrario al de las manecillas del reloj. F.mi5Tn :
Datos Iniciales:

30% F=60Tn
F =60 kN Fo=45 kN F,:=T5 kN f_/
Solucion trigonométrica: aplicamos la ley de cozenos en el triangulo de 1a I 557 =
figura 120 (b). Con los datos iniciales v el angulo que formas las dos o
fuerzas: (a}
F, =60 kN Fy=45 kN a=T5" L
Fry=\ Fy 4 Fy? —2 cos(a) - Fy - Fy =65.018 kN #

Calculo de la direccién de 1z fierza resultante aplicando la ley de senos,
segon la figura 1.20 {b).
F-_! F". Hin {75“} 'ﬁ.-‘l_-

o - o) —0.660
snla) sm(15) el

== asin (0.669) = 41.99 * drgulo == o+ 35" = 76.99 "
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4 T ; -
En la figura 1.20 (d). se determinara la primera fierza resultante Fip de las CONTINUACION

fuerzas Fpy, v Fy. parz ello se aplicara la ley de cosenos:

:f-l
j"fuj =65.02 kN F‘“ =75 kN d""—" G1.949° Fp:=63.018Tn
Fp= ‘\"}Fﬂlﬂ + 5. — 2: Fpy=Fy-cos(dh) = 72.61 kN
T6.957
Caleulo dela direceion de 1a fuerza resultante Fy aplicando ta ley de zenoz, -
segln la figura 1.20 (d). |
7
(e)
‘F‘*. = ER. . F~73Tn
sin(0) sin(p)
Figura 1.20

sin {*ﬂ -Fy
I
dngulo:=asin (0.912) + 76.99° = 142.8 *

sin(0)= =0.012

F.=75Tn

EJEMPLO RESUELTO 13210

Determine las fuerzas en los elementoz ©B y BA .

SOLUCION
Datos Iniciales:
{aj 42°
F,=10Tn
Solucién trigonométrica: aplicamos la ley de senos en el triangulo de la
F~10Tn ficura 1.21 (b). Con los datoz iniciales y el angulo que formas las dos
fuerzas.
o Py Faa _ Fes
sin(68%)  sin(80")  sin(42°)
i
) F«sin (80°) .
A - ——=11.613 Tn
sin (58°)
(&)
F,-5in(42°)
Fops= -~ =7.80Thn
i {58"]
F~10Tn Fual [11.613
’ Hﬂsmt = =

Faa  Fipora 1.21
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g
SEMERD EaUELIEL 2 o Determinar el angulo #, usando la ley de semos para que el sisterna se

encuentre en equilibrio.

;E' SOLUCION

% Datos Iniciales:

? . VA .. w =24 Tn =18 Tn Tyr=w,=18Tn a=37"
% Solucion trigonométrica: aplicamosz ia ley de zenos en el triangulo de la

figura 1.22 (b). Con los datos iniciales v el angulo que formas las dos

fuerzas.
(a)
Ty= 1" +w,* — 2Ty w« cos{90°—a)
T, =19.494 Tn
T, T, iy
sin (00°—0) ~ sin(53°)  sin (37 +0)
o ..3“ 'lIr
. zﬁ:u[W—H]:L_]"’
1 'II
- in Ei::.l"' o &
®) | B 0= 00° — uin[" (53 ] 42,488 deg
Figura 1.22 i

EJEMPLO RESUELTO 1.3.2.12

Determine 1a foerza I v la fuerza normal, usando la ley de senos.

SOLUCION

Datos Iniciales:
wy =24 kN

Solucion trigonométrica: aplicamosz la ley de zenos en el triangulo de la
figura 1.23 (b).

Ty i F = N
sin(8°)  sin(37°)  sin{135°)

Fe=S0GT) L asst kY
sin {3"]

3 sin (135°)

w, = 121.939 kN
sin (8%)



n 1.1 Determine la magnitud de la fuerza resultante y su
direceion medida en sentido de las manecillas del relo;,

jercicios

E
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1.3.3. EJERCICIOS PROPUESTOS

&6

137In

1.2 Determine la fuerza £ y 0 del sistema de fuerzas
nte figura

mostrado en la siguie

Ry

Figura 1.24

o

L5 Determine la magnitud de la fuerza resultante y su
direceion medida en sentido de las manecillas del relo;,

Figura 1.26

L 0
F=1 L
F=TLN
507
m:
— r4
207
el
Fo=E kN
Fz=300 kgt
Figura 1.28

1.2 Determine la magnitud de la fuerza resultante y su
direceion medida en sentido de las manecillas del relog,

57 kaf ¥
23 kgf
—21:
| 307
x
20=
41 kgf
Figura 1.25

1.4 Determine la fuerza Fj v £3, si la magnitud de la
fuerza resultante es de 206N, si esta esta a lo largo del

eje Y positvo

Figura 1.27

1.6 Determine Ly magnitud de la fuersa resultante y su
direceion medida en sentido de las manecillas del relog.

F-—17 fap

¥

F-11 kip

i Eem12 Ibf

F=22lap

o

x

Fo=23 Ibf

Figura 1.29
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1.7 Determine la magnitud de ka fuerza resultante y su - 1.8 Determine el valor de F3 y 0, si la fuerza resultante
dircecion medida en sentido de las manecillas del reloj.  se ubica sobre el eje ¥, con magnitud de 70kN

F~15Tn

|
m_ =

Figura 1.30 Figura 1.31

1.9 Determine la magnitud de la fuerza resultante y su - 110 Determine la magnitud de 1a fuerza resultante y su
direecion medida en sentido de las manceillas del reloj.  direceién medida en sentido de las manecillas del reloj.

&

¥
F=33 Tn F=24Tn 4
F=1Tn

H"

€
C200Kg

Figora 1.32 Figura 1.33

I.11 Determine la magnitud de la fuerza resultante y su 1,12 Determine el valor de F; y B, si la fuerza resul-
direccidn medida en sentido de las manecillas del reloj.  tante se ubica sobre el eje ¥, con magnitud de 30kN

F~18 kegf

Figura 1.34
Figura 1.35
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1.13 Determine 1a magnitud de la fuerza resultante y su
direccidn medida en sentido de Jas manecillas del reloj.

Jl:f

Figura 1.36

1.15 Determine el valorde ¢ y B, si la foerza resultante
sc ubica sobre el cje }1+, con magnitud de TTn

w .

A
T5,~2Tn Tge=3Tn
A
%’
Figura 1.38

1.17 Determine ¢l valor de FFy v @, si la fucrza resul-

tante s¢ ubica sobre el cje _'F"'.uun magnitud de T4kN

3 &0~

F=0 k%

Figura 1.40

1.14 Determine la magnitud de las componentes sobre
los eje u y v, de la fuerza TkN

F=TkN

Figura 1.37

116 Determine la magnitud de las componentes sobre
los cjeu y v, de la fuerzg 23kN

o8

F=23 kN

Figura 1.39

1.18 Determine ¢l valor de las fuerzas Fy y I3, sila
resultante se ubica como se muestra on la Agura,

5
E
B=20 k3
50= | 30° F~T kN
Fi
Figura 1.41
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1.2 VECTORES FUERZA
1.1% Determine ¢l valor de F) ¥ F5, sila fuerza resul-

tante se ubica sobre el cje .t+. con magnitud de TN

120 Determinar la fuerea resultante v su direceitn en
¢l sentido de las manecillas del relog

Figura 1.42

Figura 1.43
1.21 Determine la magnitud de las componentes sobre
los eje u v v, de la fuerza resultante,

1.22 Determinar la magnitud de las componentes de la
fucrza 200kN, sobre los cjes ¥'y" y xx

F=200kMN
¥
37 60"
x x
v
Figura 1.44 Figura 1.45
1.23 Determine las fuerzas F| v Fa. si la fuerza resul-
tante tiene una magitud de SOKN, sobre ol cje v

1.24 Determinar la Tuerza F . si la resultante esta sobre
cleje y posilivo

Fy

F~10Tn

53¢
Fi=435 kN

i

fe—r

Hy

Figara 1.46

Figura L47
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1.25 Determinar los dangulos A ¥ IP si la fuerza resul- 1,26 Determinar el dngulo 6 si la fuerza resultante se
tante ticne una magnitud y direccion de: cncuentry sobre el gje y"‘

F-11 kN

et

R=20 kN

F=10 k¥

"y

F~30 kN

Figura 1.48 Figura 1.49

1.27 Determine la fuerza F3 y la magitud de la resul- 128 Determine la fuerza necesaria F, para sotenener el
tante si tene una direccidn como se muestra en la Agura  sislema,

oy

F;
F-I0T 3 .
Sl Figura 1.51
Figura 1.50
1.29 Determine la lension sobre el cable T3, de ] 1.30 Determine la fuerza F necesuria para sotener el
mauneri gue la resulianie se encuentre sobre el poste, peso de B0Tn
e e e e e e
F &0"
-
W=E0Tn

Figura 1.52 Figura 1.53
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1.4. COMPONENTES RECTANGULARES DE UNA FUERZA

¥ Fp
_______ -
F\ !.-";} I
/ |
/
/ |
/
/ |
|
|
b '
- o=
Fx
(a)

(b}

1.4.1. EN EL PLANO COORDENADO 2D

Los componentes rectangulares de una fuerza son las dos magnitudes que
describen la fuerza en un sistema de coordenadas cartesianas (X, V). Estas
componentes son necesarias para entender la influencia de la fuerza en
cada direccion. Es recomendable su aplicacion a un conjunto de fuerzas,
se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares de la forma
siguiente:

Fp=F4 F}.
Donde:

F; = es la componente de la fucrza en la direccién horizontal [,::}
Fy, = es la componente de la fuerza en la direccion vertical (y).
Fgr = es la magnitud de la fuerza,

0 = es el dngulo entre la fuerza y el gje x.

VECTORES UNITARIOS

Un vector unitario es un veclor que Gene una magnitud de 1 y se utiliza
para indicar una direccidn especifica en un sistema de coordenadas. En un
sistema de coordenadas cartesianas cn plano 2D (X, ), se representa por
dos vectores unitarios principales:

= VYector unitario en la direccién del eje X @ Denotado como i, su
magnitud es | en la direccidn X positiva vy () en las otras direcciones.
Su forma matemdtica es § = (1,0,

= Vector unitario en la direccién del eje ¥ @ Denotado como ™ f7, su
magnitud ¢s 1 en la dircccion v positiva y () en las otras direcciones.
Su forma matemdtica es j = (0, 1).

Estos vectlones umtarios permilen expresar cualquier vector en el plano como
una combinacién de sus componentes en las direcciones £, V. Entonees,
los veclores unitarios son [undamentales en cidleulos vectoriales, ya que
facilitun la deseripcion de direcciones v la descomposicidn de veclores en
sus componentes individuales a lo largo de los ejes,

Las fuerzas escalares multiplicada por su vy !

Fre=Fi Fy=F3

, 3 1.1
Fg=Fi+Fyj '
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Componentes rectangulares de una fuerza en un plano bidimensional (x, y)

Fy= Fy-cos(0)

1.2
Fy = Fj; -5en(0) e

Direccidn de la resultante:

P
mﬂﬁ:ﬁ

X

i Fz

Magnitud de la resultante (teorema de Pitigoras):

Fr=\[F2+F}

Figora 1.54: Figura.

Para un conjunto de fuerzas en el plano:

ZFJ:=

— Fy-cos(83) — Fy-sin(04) + F) -cos( 8y ) + F2-cos(8,)

LiFy=

Fy-sin(83) + Fy -sin(@) + F> -sin(8) — Fy - cos(6y)

Figura 1.55: Figura,
Direceion de la resultante:

K
tan(0) = E.;
X

Magnitud de la resultante por el teorema de Pitdgoras:

Fr = /LZF2 + EF}
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1.4.2. EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO RESUELTO 14.2.1

Determine la magnitud de 1a fuerza resultante v su direceion, de forma
escalar ¥ vectorial

v 4

Motacion Escalar

Paso (1): Descomposicién de las fuerzas en sus componentes x e y, segin
la figura 1 36 {(b).

538 =40 Th ¥, =40 Tresin [5:5“] =31.945 Tn
.f".l, = 4{) Th-c:mi{Eﬂ'} =24.073 Th

Fy=40} Tn

15°— Fo=20Tn  Fy =20 Tn-sin(37°) = 12.036 Tn
Fyyi=—20 Tn-cos(37°) =—15.973 Tn

F-=20Tn

(a)

Paso @: Tabla de resumen de las foerzas v sus componentes enx ey

b

Fpsin(337) . Fua:r.;ﬂ Fx F;.,r
_______ x Tn Tn Tn

-

Fi=d40 T 41 31.95 24.07
20 12.04 —15.07
5% > Fi 43.98 8.10

Ficos{331%)

Paso (3): Determinacién de 1a magaitud de 1a foerza resultants v su
37 direccion, como se muestra en la figura 1.56 (2).

Fy=20Tn S Fp= S Fr; Fp,=43.982 Tn (—)

Frcos(37%)

Fasin(37) Y Fuy= Y Fy ; Fp,=8.1Tn (H

FHH

(b) FHI: \’JII {Fﬂ:}i + (FHF} = 44.721 Tn = atan [
Tte

] = 10,435 °

¥ Notacion Vectorial

5.10 Tn

Fr F =40 '_."ﬂ-m.tt{ﬂ'f“} R U] 'P-n.-sin{ﬂ'f"]j

i

F_=
r

. Fy=20 Tn-sin(37°) i—20 Tn-cos(37°) j
F. =43.98 Tn

F=F+F,=(31.945 Tn+12.036 Tn) i +. ...
(© -.(24.073 Tn—15.973 Tn) j

Figura 1.56 F=(43.98 Tn) i+ (8.10 Tn) j
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Determine el valor de la fuerza F, v el dngulo ¢, de tal forma que la IEJEMPLO RESUELTO 3.4.2-2

resultante del sistema de foerzas se encuentre como se muestra en la figura.
Notacion Escalar

Paso @: Descomposicion de las fuerzas en sus componentes x ey, segiin

F=10 k¥
1a figura 1.57 (b).
Fi=10kN  F, =10 kN -sin [63°) =8.91 kN 657
Fy, =10 kN -cos(63°) =4.54 kN
8 53 =
Fz Fk==—F2*DDG[I9}
Foy = —Fy-sin(8) . Fr=60K17
a
Fp=60 kN  Fp, =60 kN - cos (537) = 36.100 kN @
Fpy, = —60 kN +sin (53°) = —47.018 kN
Paso @: Tabla de resumen de las fuerzas ¥ sus componentes enx ey vi
Fuerza Fax Ey i Fsin(63°)
kN kN kN e ——
=1 gae FE10KN
10 8.91 A.54 Freos(8) I 5 A
- — rooosEl>
F5 —F; - cos(6) —F, - sin(f) T Ry — .
557 o
Fr= &0 36.11 ~47.92 Al § |}
211 || &
Paso (3); Determinacion del valor de F, v 0. a partir de la tabla. o | ] =
Finalmente consolidamos en la figura 1.37 (c). E;
Fy=60kH
Y Fp= 3 Fz; Fy-cos(0)=-27.199 kN
(b}
Y Fp,=3Fy; Fy-sin(8)=52.458 kN
¥
Fy-sm(8) 52458 kN F=59.1 kN
Fy-cos(8)  —27.199 kN F=101
tan ()= —1.929
63"
f=62.6°
B = atan (—1.929) = —62.508 *
—27.199 kN
Fo=—  —  =_50008 kN
¥ cos{0) (c)

Figura 1.57
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EIEMPLO RESUELTO 1423

Determine la magnitud de 13 fuerza resultante v su direccion

MNotacion Escalar
Paso @: Descomposicion de las fuerzas eh sus componentes X ey, segia
la figura 1.38 (b}
F:=20Tn F\.=~—20 Tn.din (45") = -14.142 Tn
Fiy==20 Tn-oos(45°) =—14.142 Th

Fy=10Tn For=10 Tr-cos(20°)=9.307 Tn
Fay=10Tn «5in (20°) =3.42 Tn

Fy:=50Th F,,:%suﬁ::m'm

F_m':—-l-t- S0 Tn=—40Tn
i)

Paso @: Tabla de rezumen de las fiuerzas ¥ sus compotientes enx'e v

Fuerza Fx Fy
‘% Tn Tn Tn
) 2 —14.14 —14.14
it 0 §.40 3.42
5 S0.00 —4(.00)
& D ri 25,25 —50.72
ol Paso (3): Determinacion de la magnitud de la fuerza resultante v su
direccion, como se muestra en la figura 1.58 (2]

YFp=3 Fr; Py, =25.250Tn (=)
®) Sl Fp=Fy;  Fg=-50.122 Tn ()
— - P“
1 Fr=\ (Fro)* + (Fpy)* =56.661 Tna @=atan [‘fﬂ ]:m.s:ﬂ .
iz
F,=2525Ta
A < R Notaciin Vectorial
= 1| Py =20 T'n. sin(45°) i - 20 Trn.sin (45") j
o | Fy=10 Tr-cos(20°) i + 10 Th-sin (20°) 7
L | Fy=" 50Tni-" 50Tnj
gy “‘_ I vl wk
@ F=F,+Fy+ Fy=(—14.142 T +9.397 T+ 30 Tn) i + ...
co(—14.142 T4 3.42 T — 40 Tn) j
Figura 1.58

F=(25255Tr)1—[50.722 Tn) 4
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[EJEMPLO RESUELTO 1424

Dietermine el valor de la fuerza Fy v el angulo ¢, de tal forma que la
resultante del sistema de foerzas se encuentre como se muestra en la figura.

W
Notacion Escalar F=10Tn

Paso @: Descomposicion de las foerzas en sus componentes x e ¥, segha
la figura 1.39 (b).

— 20 F;
F,:=10Th Fi2=10 Tn -sin (20°) = 3.42 Th
F\y=10 Tn.cos(20°)=0.397 Tn =

Fy Fa = Fyvoos(0) Fzy‘_-Fz'-ﬂﬂw} 3
) Fi=80Tn
F,,:‘E” 80 T = 48 Tn
Fy:=80Tn (a)
F,ﬂ=_.:_ 80 Tn=—64 Tn

Fpp=30 Tn FH,:='W'I‘ntl‘.mI:115']=21,2]3fI"n

Fﬁy = —30 T - sin [45‘} =-21.213Th
Fr.=30-coa{43%}

Paso (2): Tabla de resumen de las foerzas v sus componentes enx & y 43

Fuerza Fx Fy
Tn Tn Tn

i o .

F, =30 sin(45")

10 3.42 .40 —
E F, - cos(8) F, - sin(8) ST
bl AR —64.00
30 21.21 2121

Paso (2): Determinacin del valor de F, v 8. a partir de la tabla.
Finalmente consolidamos en la figura 1.39 (o).

(c) @
+—} EF!E!': E Fﬁ'; i —
Fg'fJTSKH:I:—Hﬂ.E{]Tm““] ©| Fyrsin(20%)

F=10Tn d Fi=10 Tn
(1 Fpy= 3 Fy;
Fyesn(0)=3339Tn ... (2)

Fyeos(207)

T Fy o8
Fyesin(f) _ 3339 Tn B I T":
Fyecos(0)  —30.207 Tn Froos(d)

f:=atan (—1.105) = —4T.856 * 40

Fyod)

Fy=43.03Tn

4339 Tn :
= 45033 T
sy F.=80 Tn

Figurn 1.5%
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HEMPLO RESUELTO 1.5.2.3 Determine la magnitud de la foerza resultante v su direccidn

MNotacion Escalar

F=10kip : F=20kip Faso (1): Descomposicion de las fuerzas en sus componentes X e ¥, segin
la figura 1.60 (b).
&3
1457 Fy =20 kip F =20 kp - cos(40°) = 15.321 kip
( i F,=20 kip -sin (10%) = 12.856 kip

“’/—J,/' Fy:= 10 kip Fay=—10 kip +sin (55°) = —8.192 kip

Fi=15 kg
TR 5 Fy, =10 kip - cos (557) =5.736 kip
P8k Fy:=15 kip Fy=—15 kip - cos (15°) = - 14.480 kip
@ Fyy =15 kip - sin (15°) = —3.882 kip
a9 !
Fy=18 kip Fy == T 15 kip = 10.5 kip
w4 0
— Fay=— "2 18 kip=—-14.4 kip
~ Fpsin(55) _ F=20 kip 15
_____ 42 A
Fl05) ‘“E’ | g Paso (2): Tabla de resumen de las fuerzas v sus componentes enx e y
_«} iy | | g
Fs 13 5 !
E! l“" 'Tmﬂl_? ' B | FL: Fuerza Fx Fy
2 : 1F_1-|:us|:40‘j 3 kip kip kip
B mel 1 ]
R 20 15.32 12.86
gl WFelBkip 10 —8.19 5.74
=
15 —14.149 —3.88
Fod)
18 10,80 —14.40
(b) X 3.44 0.31
¥ Paso @: Determinacion de la mapnitud de la fuerza resultante v:su
o direccion, como se muestra en la figura 1.60 ().
=
o Fy 24t lap 5 3 = Yk Py, =3.44 kip
BT
»l =
Lg=3 147 =341 kip w1 2F=3Fy; Fp,=0300 kip
L ——— Iﬁl
Fp=\|(Fro)® + (Fp,)® =3450kip  @=atan||—2||=5.136*
{c) | Frtx

Figura 1.60)
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Determine el valor de la fuerza Fy v el angulo 3, de tal forma que [a ISJEMPLO RESUELTO 1.4.2.6

resultante del sistema de fuerzas se encuentre como se muestra en la figura. F=21 k9 ’

F=11kN
MNaotacion Escalar

Paso @: Descomposicion de las fuerzas en sus componentes x e ¥, segha
la figura 1.61 (b).

1L
oy
n

37
I L
Fy=11 kN o= 11 kN <008 (37°) = 8,785 kN B *
F, =11 kN -sin (37"} = 6.62 kN F, 4 ﬂi
a
Fy=21 kIN Fa,:=—21 kN «cos(36%) =—16.989 kN (a) Fi=14 kN
F,, =21 kN .sin (36") = 12,343 kN
v 4
Fy Fy=—Fycos(f)  Fy,=-F;-sn(8) _
9 :]?
Fy=14 kN Fu=" 14 kN=8.4 kN By
2 F..=% kip
Fa=— " 14 kN=—11.2 kN ’ 5
5
()
Fp=58 kip Fra=8 kip=15.586 kN  Fp, =0 kip
3
R Fel18
Paso @' Tabla de rezumen de las fuerzas v susz componentes enx ey -
Fuerza Fx Fy § | cos(367) HE
kN kN 5 1k
e e : 8 7 | B
11 H.7H G.62 ﬁl o
f1a S X
< e B Freos(37%)
21 —16.99 12.34 ; o e
o Ereh® ||
Fa —F;-cos(ff)  —Fs-sin(f) T B3 3
[
14 8.40 —11.20 e
e
35.50 35.50 0.00 © ;
Fold)
Paso (2): Determinacién del valor de Iy v (3, a partir de 1a tabla.
Finalmente consolidamos en la fizura 1.61 (o). ¥ i
F=211kN ’ Fm11 R
5 Y Fu= NP Fyecos(0)= 353001 kN (1)
F=36. 230N _34°
X F =2 Fy;  Fy-san(d)=7.763 kN .. (2)
37°
d
37— =
Fy-sin(8)  7.763 kN )
Fy-cos(B) ~ —35.3001 KN *
(d)
A=  TACSEN ) agpar gy ODSUOLEN e kn S
—35.3001 kN cos ()

Figura 1.61
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EJE 3 4.2
MPLORESUELTO1.4.2.7 Determine el valor de la fuerza Fy v Fy, de tal forma que la resultante del

Y zistema de fuerzas se encoentre sobre el eje x negativo.

=B 1 =30 kN &
;=B lap e Notacion Escalar

Paso @r’ Descomposicion de las foerzas en suz componentes X e ¥, segin
Ia figura 1.62 (b).

F, =50 kN F =50 kN - cos (45°) = 35.355 kN
F\y=50 kN - sin (45°) = 35.355 kN

Fy:=8 kip Fy =8 kip-cos(37")=—28.42 kN
Fy,=8 kip-sin(37") =21.416 kN

Fy=10 kip Fyo =10 kip - sin (38") =27.346 EN
Fy=—10 kip - cos (38°) = —35.052 kN
A5 F=350 10

P i Sy Fu=0kN  Fy=F,
£ 200s(377) o
”E*. | | E{ Fy Foo=—F;-5in(75°) Fig=—F- cos(75")
o | o L
Pt 37 43
& ] ~ Paso (2): Tabla de resumen de las fuerzas y suz componentes enx ey
S Va5 ] Freos(437) : — .
e Fuerza Ex Fy

4 & | | 38 kN

Lk
1_54-551(.'5=j : kN kN
6 | —— F=l0kp 50 35,306 35,36
Fozn(38
5 : i F, 0.00 Fy
35549 —28.42 21.42
E —Fj + 5in{75%) —F, - cos{73%)
Fi=30 kX 44.48 27.39 —35.05
Fg —40.00 .00

Paso (2): Determinacitn del valor de ) v F,, a partir de 1a tabla.
Finalmente consolidamos en la figura 1.62 (c).

% S Fp= S —F~5in(75") = —74.321 kN
73"
F.=7694Txn
T4.321
g "N = 76043 kN
sin (75")
Fi=13818N Fs=10kip
© +1 XiFu=3Fy; Fy—Fy-c08(T5°) =—21.719 kN

Fp=—21.719 kN + F;- cos (75")
Figura 1.62 Fa=—1.805 kN
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[EJEMPLO RESUELTO 1428

Dietermine la magnitud de la fuerza resultante F'y, v el dngulo 0. sila

fuerza resultante esta sobre el eje v positivo x Fraia Lt
Paso @: Descomposicion de las fiuerzas en zus componentes x ey,
segin fizura 1.63 (c). Fa=1000 Ibf F=300 Tef
= 500 Ibf F,_ =500 Ibf . cos(d)
Fy, = 500 Ibf - sin (6} a0°
8 i
Fy=400 Ihf Fop =400 l!lf.m:m{ﬁl’l‘—ﬂ] ()
Fay =400 Ibf « sin (50° — 8)
v
Fy:=1000 thf Fyo=—1000 Ibf - cos(8)
Fy, = 1000 Ibf - sin (8 )
Fy Fie=0 Fy o
Paso (2): Determitiamos el valor de 8, o=l .
F|=+ }‘1?-'“-'- Fﬁ-:u ='Fn_'=“

(B)
500 Whf - cos (@) + 400 Bf - cos (50°—8) — 1000 Ibf - cos(0) =0 y # Froos(30°-8)
iy P——
o Fal— A Fo=400 Iof
= 38.402" 5 2
Ih:n- E =
F.=B00 Ibf - F=200Mt
Paso @: Encontramos la magnitud de 1a Toerza resultante 0" =)
| |8
=0 = 8 B =
i1 EFy=YFy; — L=,
Fycoz() Freos(d)
Figy =500 Ibf - sin (0) + 400 Iby - sin (50° — @) + 1000 Ibf - sin (0)
(c)
Fﬂg: 101218 lbf ﬁg‘lll‘ﬂ‘.ﬁl

EJEMPLO RESUELTO 1429

Determine 1a magnitud de la fuerza F, 51 1a fuerza resuliante esta sobre el
eje X' positivo, ademads, determine la magnitud de esta fuerza.

w=F,=65 [bf

Paso (1): Descomposicion de las fuerzas en sus componentes x' e v, seglin
la figora 1.64 (c).
FJ ‘P‘la:'= —Fj L Fﬂl-ﬂ [25“]
F,,.=F, -cos(25)

Fo=10 Ibf

! Fy=85 Ibf Fy, := —85 Ibf - sin (30")
et i Fy, 1= 85 Ibf - cos (30°)
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Fy=10 Ibf Fyp=10 Ihf cos (30°)
Fy,=—10 Ibf «sin (30")

¥ Fp. Fgp..=0
Fy=10 Ibf i e Ry

Paso (2): Determinamos el valor de la fuerza F,

Fyy o+ F-"‘H' +F"H'= Py =0
Fy=85 Inf F, - cos (25"} — 85 Ibf - cos [ 30°) — 10 by - sin (30°) =0

Fy = 86.739 Ibf
Paso (2): Encontramos la magnitud de la fuerza resultante
v +1 LF=2Fs;
Fi=10 Ibf

Py =<1, «sin (25") — 85 Ibf - sin (30") ++ 10 Ibf - cos (30")

Foo=—=T0.497 Ibf
e Figurn 1.64

Determine ol valor-de lafueczs K,y dngilo 8: detil firmzque'la EJEMPLO RESUELTO 1.4.2.10

resultante del sisterna de foerzas se encuentre sobre el gje ' “t F
(a)
Paso @: Descomposicion de las fuerzas en sus componentes X e v, segin ;
la figura 1.65 (b). x
F; F\,=F,.sin(0) Fi =F,-cos(8) i
F:=50Tn ¥ 0
Fy:=50 Tn Fp=—50Tn Fy =0 = . .
Fy=20Tn Fy. =20 T -sin (457) Fy == —20 T - cos (457) 4357
F » . - F=20Tn
=65 Tn Fiop =65 T - cos{40°) F'yyy =65 Trn.sin (40°)
o (b)
Paso @: Determinacion del valor de la fuerza F v el éngulo 0 % FR:E.S Tn
'ul .
% TF=XFr; i &
F,-sin(8) — 50 Tn+ 20 Tn -sin (457) = Fp- cos (40°) ... (1) E
F=230Tn S
Fo= SFy : - 3
+ 1 LFy= 2Fy ) . A o Fr-cos(40°)
F\-eos(0) —20 Th-cos(457) = Fjy- sin (40°) ..-{2) 2 o
F,=102.201 Tn  6="56.850 deg = F:=20Tn

I ———
Figura 1,65 Fysin(437)
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H

JErCICI0S

E

1.4.3. EJERCICIOS PROPUESTOS

1A Determine la magnitud de Ja fuerza resoltante v su
direeeion.

F,=10Tn

F=30Tn

F=23 T

Figura 1.66

1.33 Determine la magnitud de la fuerza resultante y su
direccion.

:f' E

bl

F=43 Tn

I

! =
sl [ | Fg=120Tn

|

|

AT

Figura 1.68

1.35 Determine la magnitud de la fuerza resultanie y su
direceion.

F= 500 kN
Taee=200 kN

Figura 1.70

47

1.32 Determine la magnitud de la fuerza resultante v su
direceidn.

Figura 1.67

1.34 Determine la magnitud de la foerza resuliante y su
dircccion, si sobre la barra AB actia una fuerza de 5Tn

% .

L3Tn

2Tn

Figura 1.6%9
136 Determine la magnitud de la fucrza resultante v su
direccidn,

F=1Tn

F=1.5Tn
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1.37 Determine la magnitod de la Fuerza resultante y su
direccion,
Vi

F=171b

5

F=35lb
Figura 1.72

1.3% Determine la magnitud de la fuerza resultante y su
direccion,

vt
| &
(=]

| 1,
|

Fa=t5000 1bf | / I

E‘: 8 Fo—is0W @ *

-

?;r

II-:-‘

Figura 1.74

141 Determine la magnitud de la fuerza resultante v su
direceion.

Fi=24 kN

Ly
(2]

1.30%e=ad

F=3 Ibf

Figura 1.76

1358 Determine la magnitud de la fuerza resultante ¥ su
direccion,

F=33 kN F=21 kN

=

1535 —

Fe=33 kN
Figura 1.73

L4 Determine la magnitod de la fuerza resultante y su
dircecion.

&
5 | &
g N
(] | &=
M
A P X
F, =100 i'bf'l Fi=60 Taf I
a L
5l B
n,
iy
TF =13k
Figura 1.75

142 Determine la magnitud de la fuerza resultante y su
direecidn,

F=311hf

Fy=30 kip

1.047rad

20—

F,=13 1

Figura 1L.77



Capitulo 1. FUERZAS Y REDUCCION DE SISTEMAS DE FUERZAS

1.43 Determine 1o magnitud de la fuerza resultante y su
direccidn,

F=15Tn

Figara 1.78
145 Determine la magnitud de la fuerza resultante y su

direccion.

F=17kip R
=

F=17 kM

Figura 1.5

1.47 Determinar ¢l valor de la fuerza F5 v 0, si la
fucrza resultante se ubica sobre el cje x T

v

F=11Tn

F;

Figura 1.82

49

144 Determineg la magnitud de la fuerza resuliante y su
direccidn,

Fo=31kip

Fi=41 kip

F3=37kp ¥ =51 kip

Figura 1.79

a6 Determine la magnitud de la fuerza resultante v su
direecion.

Fp =11k
F=Tkip Fh
T LT T
Fefip % F, =10k
Figura 1.81

1.48 Determinar el valor de la foerza I y ¥, si la fuerza
resultante se ubica sobre el eje ¥,

¥

Fz=23kN F

Fo=21 kN

=19 kI

Figura 1.8}
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1.4% Determinar ly magnitud de la fuerza resolante y
su direccién,

Fi=2 kN

Figura 1.84

1.51 Determinar las componentes sobre los gjes x" ey’
de la fuerza 400kgl

Figura 1.86

53 Determinar ln magnitud de la fuerza resuliante y
su direccidn,

Figura 1.88

1.4 COMPONENTES RECTANGULARES DE UNA FUERZA

1.50 Determinar la magnitod de la fuerza resultante y
su direceion,

¥y

30k

Figura 1.85

1.52 Determinar las componentes sobre los gjes x ey,
de la fuerea Fy y F5.

F-18To

Figura LE7

1.54 Deteminar la magnitud de la fuerza resultanic y su
direccion, de las dos fuerzas Thp yTe

4m

=]
LN
E

Figura 1.89
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1.55 Determinar la magnitud de la foerza resuliante y
su direccidn,

F-13To

F~15Tn

Figura 1.M)
1.57 Determinar la magnitud de la fuerza resultante y
su direccion.

F=TkN Fo=11 kM

Figura 1.92

1.59 Determinar el valor de F) y Fp, si esta dltima se
ubica sobre el cje inclinado positivo,

w=1Tn

1.56 Determinar el valor de Fy v @, si magnitud de la
fucrza resultante es 24kN y se encucentra sobre cl ¢je }r+

Fr=13 kN

F

" Fg-ﬁ‘l:N

Figura 1.91

1.58 Determine el valor de £y y @, si la fucrza resul-
tante tiene un valor de 34kN(sobre el cjem ™)

¥4

Fo=23 0

A ™

Figura 1.93

1.60 Determinar los valores de 6 y [, del siguicnte
sistema de fuerzas

wi

Fp=d3 kv Fr23 kN

Figura 1.95
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161 Determine la fuerza resultante y su direccion con
respecto al eje X7, si la tension en el cable es 24T'n

Figura 1.96

163 Determine la tension eén ¢l cable AB, si la Tueraa
resultante se encuentro sobre el gje X7

F=11Ta

Figura 1.98

L.65 Determine las componentes sobre los cjes my n
de la fuerza ¥ = 45T'n

Figura 1100

1.4 COMPONENTES RECTANGULARES DE UNA FUERZA

1.62 Determine las componentes sobre los cjes my n

F=26Tn

Figura 1.97

1.64 Determine la tension del cable BC, s1 la Tuerea
resultante esta a lo largo del poste BD

A D

Figura 1.99

La6 Determine la fucrza resultante y su direccion con
respecto al eje x

F=5%Tn

Figara 1.101
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1.4.4. EN EL ESPACIO 3D

Un vector unitario ¢s un vector que tiene una magnitud de 1 y se utiliza para
indicar una direccitn especifica en un sistema de coordenadas. Los vectores
unitarios son Gtiles en matemiiticas y fisica para describir la direccion de
otros veclores de una manera estandarizada y conveniente,

En un sistema de coordenadas cartesianas tridimensional (X, y,2). se suelen
utilizar tres vectores unitarios principales:

192585

= Vector unitario en la direceidn del eje Xt Denotado como 17, su
magnitud es 1 en la direecién X positiva y () en las otras direcciones.
Su forma matemitica s § = I[IT[I,ﬂ}.

= Vector unitario en la direccion del eje y: Denotado como ™ j7, su
magnitud es | en la direccidn ¥ positiva y 0 en las otras dirceciones.
Su forma matemitica es j = (0, 1,0).

» Vector unitario en la dircecién del cje 2 Denotado como "k, su
magnitud es | en la dircecidn z positiva y 0 en las otras dirceciones.
Su forma matemdtica es k = (0,0,1).

Estos vectores unilarios permiten expresar cualguier vector en el espacio
tridimensional como una combinacion de sus componentes en las direccio-
nes x4y, 22", Por ciemplo, si tienes un vector I con componentes
(Fy, Fy, F. ), puedes expresarlo como:
F=Fi+Fj+Fk —3 Veetor Cartesiano
+ Se¢ descompone en sus componentes rectangulares x, v,z
Fi =F-cos(8:); F2=7F-sen(th)
F, = Fa-cos(0;) = F - sen(02) - cos(6)
Fy=F -sen(6)) = F -sen(6;) - sen(6;)
F.=F -cos(6)

» Para ebtener Ia fuerza resultante, aplicamos el teorema,

F=\/EF2 + LF} + EF2
* Las direcciones que forma con cada componente rectangular 0, 0y, a,

F,=F-cos(8,)
Fy = F-cos(6,) 3 Cosenos Directores
I, = F-cos(0,)

Los vectores unitarios son fundameniales en calculos vectoriales, va que facilitan la deseripeidn de direcciones v la
descomposicién de vectores en sus componentes individuales a lo largo de los ejes.
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>

wf
; F, F
cosh;, = % costy, = Fy cosl. = F‘

» Obtencidn de los cosenos directores
A K F, E.
H=—=—i+—=j+—k — it = cosBid +cosB, j + cosB.k
F F I J r ' v z
» Ademis debe cumplic con: cogs ﬁ';l I cos ﬁ'._,i I cos ﬂ';l =1

A. FUERZAS DEFINIDAS EN TERMINOS DE 5U MAGNITUD Y SU
LINEA DE ACCION

-

d_u—fit‘i-+l'f_vj'l'dzk

gz Lo oo
A=—=—(dii+dyj+d. k
= F ) ]
F=FA=—|di+d,j+d. k)
dy2
F-d F-d F-d
FI — I: F.{ e }r: Fx N <
dya dyz diz
La distancia “d” entre los punios |y 2
d=\/d?+d}+d?
Angulos de los componentes de la magnitud
d d iz
cosl, = —'I: cosy = _,1"; cosl, = ik

d d d
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1.4.5. EJERCICIOS RESUELTOS

[EJEMPLO RESUELTO 14.5.1

Exprese 1a foerza 200 T'n, en un vector cartesiano

Paso O: Usamos la ley del paralelogramo v trigonometria, para
determinar las componentes de la foerza F en &, ¥, 2; como se muestta
en la fipura 1.102 (b).

F:=200Thn

F,:=—200 T sin (37°) =—120.363 Tn
= 200 Tr+ cos(37°) =159.727 Tn

F,:=200 Tn -cos (37°) - cos{45")
F,=112.944 Tn

Fyi=200 T - cos {37°) - sin (45°)

Fﬁr= 112.944 Thn

F=Fit+Fi+F.k
F=(112.044 Tn) i +{112.944 Tn) j— (120363 Tn) k

Comprobacion de resultante

F=\[F,? +F,? +F.* =200 Tn ok!

Paso (2): Determinacion del vector unitario que actia en la direccidn
de la fuerza.

F Fx . FH “ z
== i+ i+ K
LT B ) B L
F 112944 T | | 112944 Ty . [ —120:.363 Thn
us__—=|——— f{it|———— |[§4+|————
|F] [ 200 Tn ] [ 200 T'n ] ( 200 T'n ]

w=0.565 i+ 0.565 j—0.602 k

Pazo @: Determinacion de log angulos directores coordenados @, 3 v 7,
figura 1.102 (c)-

rx i wens [0.565) = 55.508 °
= acos (0.565) = 55.508 *
¥ i=acos(—0.602) = 127.013 °

F=200Tno

Comprobacion:

2 3 2
cos(a) +cos(8) +cos(y) =1 okl Figura 1.102
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E IE A 7
EEC S Sab i Ete Determine la magnitud de la fuerza resultante v sus dngulos directores

coordenados.

Paso (1): Expresamos cada fuerza en su forma de vector cartesianc,
figura 1.103 (b).
= Fuerza F'):

F, =30 kN For=20 kN

o= 135° 3:=n5"

F=30 kN

El angulo 7. lo obtenemos de la siguiente forma:

¥ mﬁ{u]! +I:DE{|H}2 +cm[ﬂ? =1

5 @ iz ncos(\[1 — cos(135%)” — cos(s5)” ) =65.573

Determinamos el vector uaitario que actia en la direceién de |y su vector
cartesiano, asi como para la fuerza Fy:

uy=cos(a) i+cos() i +cos(y) k

ny o= |cos(a) cos(B) cos(y)]=][-0.707 0.574 0.414]
F-30 N

F|:F1l'"._.‘
=-0.707 0,574 j+0.414 k
S HJQ@” Fy=F,-|cos(a) cos() cos(y)]=]-21.213 17.207 12.406] kN

= Fuerza F.:
Fy=Fyeu, Fy=F;-|1 0 0]=|20 0 0| kN

F=20 kN % 5
d.ﬁ-"-“"f Paso (2): Determinamos la fuerza resultante de la signiente manera:
]
(b} Fn: EF1 FR:_-F| ‘|‘Fg

[Fe F, F.]=Fp=|-1.213 17.207 12.406] kN

Fe= \/F;‘ +F +F" =21.248 kN
FrmIl.248 kN

Determinamos el vector unitario en que actia en la direccion de la fuerza

rezultante.
Pp F. . F1ill ol
fip=— = T g —
R -F FF

& 7= i F, F, F.
qq"-ﬂ “ﬂ:=[ I: ;‘,1. .It'.

]=|—l>.uﬁ? 0.81 (1584

Determinamos los dngnlos directores coordenados de la fuetza
resultante. figura 1.103 (c).
5 (e) a:=acos (u,) = 93.273 *
ﬁ:m{uﬂ:ﬂﬁ.!ﬂ . ) 5 "
Figura 1.103 7i=acos () =54.277 * cos{a) +cos(F) +cos(y) =1
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o7

Determine la magnitud de la fuerza resultante v sus dangulos directores
coordenados.

Paso (1): Expresamos cada fuerza en su forma de vector cartesiano,
figura 1.104 (b).

Fy=35Ta  a=1200  B=60’ -
cos(a) +eos(B) +eos(y) =1 okt
- Fuerza 1: Determinamos el vector unitarto v su vector carteziano:

w =cos(a) i+eos(3) §+eos{y) k
w,=|cos(a) cos(d) cos(y)|=|-05 0.5 0.707]

F,=F, -n,
Fy=F,-|cos(a) cos{B) cos{y)]=|-17.5 17.5 24.749]| Tn

- Fuerza F.: Determinamos el vector uaitario y su vector cartesiano:
Fy:=14Th
Py, = —Fy 8in (20°) = —6.498 T F¥:= F;-c08(20°) = 17.854 Tn

Fy =1 cos (65%) = 19 T - cos (20°) - cos (65°)
Fp=7.545 Tn

Fy,:=F'+sin (65') = 19 Tn - cos (207) - sin (65°)
Fy,=16.181 Tn

I:'113=P1hi +I’1“v]‘- Ea E'12‘h
Fyi=[Fay Fyy Fy]=[7.545 16181 —6.498] Tn

Paso (Z): Determinamos la fuerza resultante de la sicuiente manera-
Fr=F,+F;=|-9.0955 33.681 18.25] Tn
FH = .I‘IIF]&R +F‘-q3 +Fﬂ3? =H'H..5H Ih

Fy Fpe . Fgy . Fy

= = i4 i+ ki

S I T R o™ R

u ___FH-, _ (9055 Tn) . (33681 Tn ; 18.25 Tn
"TIF T\ 3058 T 39.58 Tn 39.58 Tn

= —{),2h2 i + {1.851 j = (.41 k

Cosenos directores, figura 1.104 (c).
a=cos ' (—0.252) = acos(—0.252) = 104.506 *
f=eos" (0.851)=acos(0.851) =31.679 *
v=cos ' (0.461) =acos(0.461) = 62,548 *

[EJTEMPLO RESUELTO 1453

F~=35Tn

'

F=[-17.51-17.5j+24.749K] Tn

E.=[7.545 + 16.181f - 5.498k1Tn

(b)

z

Fp=35.38 Tn

= 62.55%

31.687

(<)

Figura 1.104
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el S R L Determine la magnitud de la fuerza resultante v sus dngulos directores

F=42 [bf

F=37 Ibf

coordenados.

Paso (1): Expresamos cada fuerza en su forma de vector cartesiano.

= Fuerza 1:

F,:=42 bbf

= Foerza 1:
Fy=37 Ibf

Fy, = F, sin (57%) = 31.031 Ibf

F.=F, sin(37")=25.276 Ibf
i =—F) -c0s(37") =—33.543 Ibf
Fi,=0

¥ Fy, = F'- cos(45") = 14.249 [bf
Fy=Pas b g+ Fk Fy, = —F+sin (45°) = 14,249 lbf
Fy=[F,. Py F,
F,=|-33.543 0 25.276] Ibf

F'=F,-cos(57")=20.152 Ibf

F? — .j"-ul-: -+ F 12”?-' 4 .F‘hh
Fi‘}= [.Flh_. F:h' Fﬂz_x]
Fy=[14.249 —14.249 31.031| b

- Fuerrs 3:
Fy=135 Ibf
¥y == 60"

By =45" Fqi=120°

Fp—40.242 Ibf uwy=cos(a) i+ecos{d) j+eos(y) k
g i=[cos (og) cos(8y) cos (-'}'3}] =05 0.707 —0.5]

Fy=Fy-uy=|17.5 24.749 —17.5] Ibf

Paso (2): Determinamos la filerza resultante v sus cosenos directores

-15.42° fi 1.105 -
92585 ‘8 25
il . Fp=F, +F;+F;=]-1.793 10.499 38.807] Ibf
Lyg87= " I F;h Fﬂr F_ﬂz] — FR: I —1.793 10.499 3&.1‘“]'?] ,lb'f
iy FR::‘."IF]ER +Ff{g3+FﬂB? =4l].242 .Hilf
{®) Fp Fp  Fy . Fy
'[I"_= = 14 ] A4
Pl |Fal  |Fal " |Fal
Figura 1105
. Fi  (—1.793 Ibf ;o [10.409 un,f 38.807 Ibf )
L = = -
% [l | 40.242 Ibf 40.242 Ibf )" | 40,242 ﬂirf

=005 3 0261 54 0.0964 k&

= acos (—0.045) =92.579 *
f=acos (0.261) =T4.871 °

T=acos(0.964) =15.421 " cos {lcr:'_l2 4 cog I:,L'll]2 +co8 |:-;--:|i =1 okl




Capitulo 1. FUERZAS Y REDUCCION DE SISTEMAS DE FUERZAS 59

[EJTEMPLO RESUELTO 1.4.5.5

Determine la magnitud de 1a fuerza I, v expréselo en su vector cartesiano,
=i la resoltante actia sobre el gje y+ con vna magnitud de 100 KN

Paso (1): Expresamos cada fuerza en su forma de vector cartesisno.

- Fuerza 1:
F, =50 kN F-S0 kN
Fy,=F, sin (30°) = 40 kN
F'=F, «cos (30°) = 69.282 kN

Fy :=—F,-cos(30°) -5in (15°) = —17.932 kN

Fly:zFl -(‘DB[W}-I’.‘DS{[EU]:EE.HE'] k.N I_]_jr -

- Fuerza 2! x

Fz:[F% ng F'h]

Paso (2Z): Determinamos el vector cartesiano de Fy, primero expresamos
Ia fuerza resultante en su forma de vector cartesiano, figura 1.106 (). (a)

Fp=F, +F, Fp=|0 100 0] kN
FR=[F|= F, FJ=I+IF11; Fy, F‘.h]
Faly,=0  —F -cos(30-deg)-sin{15-deg) + Fo,=0 L 4=

Fly'*'F'.;’g.r=n Fl.c[milﬁ-:hy]-cwf:ﬁl-dﬂy]+F2r=](H]kN [‘2}

e

gt Fay =0 Fy=sin(30-deg) 4 Fy=0 -[(3)

Fu=1kN  Fyp=1kN  Fy=1kN R tovky

I —F, - cos(30 - deg) - sin {15 deg) + Fy =0
F+cos(15«deg) . cos (30« deg )+ Fy, = 100 kN .
Fyesin (30-deg)+ Fp =0 ()

i v
Py
Fy.

=find (P, Fyy Fy) =

Solver Redslmmenis=prueba

17.932
3,079 | KN Figura 1106

Determinamos la magnitid de la fuerza resultante:

Fy=[Fy F3, Fa.]=[17.932 33.079 —40] KN

Fy= [Py 4 Fy ) 4y =54.916 kN
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BEMERD BEaUELICL 00 Determine los dangulos e v 3. de tal manera que 1a fuerza resultante tenga

un vector cartesiano de F=|—4 45 —36] kN.

- Paso (1): Expresamos cada fuerza en su forma de vector cartesiano.

- E=33 k¥ et
F=22 kN o Fy=233 kN
|
I Fy,+=F, sin {a) — 33« kN «sin (o)
I Fip=—F evos (o) — —(33 kN cos(a))
F.l:ZIJ
8 L y Fy=[Fy F,, F,,]:[—F.»cm[a] 0 F, sin(a)]
. - Fuerza 2:
a Fy:=22 kN
F; I"h :='F.2 sin {ﬂ} —a 22 kN 5in {,3}
Fy,:=Fy-cos(3) — 22 kN . cos(3)
F:W!=ﬂ
& Fa=[Fy Fy Fo.|=[Fp-cos(8) 0 Fysin(8)]
- Fuerza 3:
Fy.=—F; cos(30°) — —(FS-CDH [ﬂﬂ-dfﬂ]:]
Fy.=0

By = Fy-5in (30") — F;.sin (30- deg)
Fy=[Fy, Fy, Fy]=[0 Fy-sin(30°) —F; cos(30°) ]

Pazo @: Determinacion de los dngulos a y 3:
F“ = FI + F& + F!b F“:= I —4 45 —:ifll kN

Fltz[Fl;z Fly F1z]+{F‘h F]ﬁ Fl:]"‘[Fh Fa,! FII:]

" FrootFou+F=0  —F,-cos(a)+Fy-cos(3) +0=—4 kN ..-(1)
Fp=[445 36 kN
Fip 4 Fyy+ Fy=0  Fyosin(30°) =45 kN Fy=090 EN
(&)
Fiyt Fy=0 F, sin(a)+ Fy sin(8)— Fy cos(307) = =36 kN ...{2)
Figura 1107

g[ x:=1 deg 3:=1 deg
=4

—F, «cos (a) + Fy»cos () =—4 kN
F\«sin(a) + Fy-s5mm(8) — Fy-co5(30°) =—36 kKN

ol Resétume nies
——— 1.1 1

o -[3] o
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1.4.6. EJERCICIOS PROPUESTOS

icios

jercic

E

1.67 Determinar las componentes recgtangulares de la
fucrza de tension.

Figura 1.108

1.69 Determitnar la magnitud de la fuerza resultante y
sus angulos directores coordenados,

Z

F=19Tn
F=Z1 Tn

Figura 1.110

1.71 Determinar la magnitud de la fuerea resultante y
sus angulos directores coordenados,

Figura 1.112

1.68 Exprese Ia fuerza F' = 222kN, como un vector
cartesiano

F=222 [N

Figura 1.109
170 Determine la magnitad de la fuerza F) si las com-
ponentes de su vector cartesiano son:

b=

Fi= 120 kN
Fom= 90 kX

Figura 1.111

1.72 Determinar la magnitod de la fuerza F7, si la mag-
nitud d¢ la fucrza resultante se ubica sobre ¢l eje 21

Fz-130k] Tn

Figura 1.113
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1.73 Determing la magnitud, angulos directores coor- 1,74 Determine i Fuerza necesaria para mantener en
denados de la fuerza 5. 80 la resultante actua en el eje equilibrio la figura 7.20

kA
.I
Fs
F=150kN
¥
Fa-[280k] KN
Figura 1115
Fipura 1.114
1.75 Determine la fucrza necesaria para mantener en 1,76 Determine la magnitud de la foerza 5 v sus dngo-
eguilibrio la figora 7.21 los dircetores coordenados,
. I
F~15 kX
F=10 ki F; F.=%0 Tn
F~45Tn
- ="
Lag
¥
Fo=[-23i-45j+23k]Tn
Figurn 1116 Figura 1.117
1.77 Determine la fuerza necesaria para mantener en L.78 Determine la fucrza necesaria para mantencr en
equilibrio la figora 7.23 equilibrio la figura 7.24
-] L 4
Fo={3341kH
F; Em10kN

-

Lase

¥

Fp=[25i~45j+33k1EN

Figura 1.118 Figura 1.119
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1.79 Determine la magnitud de la fuerza F] oy sus dngu- 180 Del octacdro regular determine la magnitud de la
los directores coordenados, fucrza resultante y sus dngulos directores coordenados,

Figura 1.120 Figura 1121
1.81 Determine la magnitud de la fucrza F5 y sus dngu- 182 Exprese la fuerza de |3kN en su vector cartesiano
los directores coordenados. ¥ dngulos dircctores eoordenados.
) S Fo~1E0Tn :
e i3k
I
|
s |
120° 607 P
F~100 T I
* |
¥ . - -
3 RGN T
. T
Figura 1.122 Figura 1.123
1.83 Exprese cada tensidn en sus componenies rectan- 184 Exprese la fuerza en forma de su vector cartesiano
gulares y dngulos directores coordenados. y sus angulos directores coordenados.
: bkl 31 e I

H=3m
F=153Tn

Figura 1.124 Figura 1.125
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1.85 Determine la magnitud de la fuerza resultante y - 186 Exprese cada fuerza de tension en su vector carte-
sus dngulos directores coordenados, stano y dngulos directores coordenados.

b

F-ETn z

Figura 1.126 Figura 1127
147 Determinar la magnitud de la fuerza resultante y - 188 Determinar los angulos € y B, a demds, la magni-
sus dngulos directores coordenados, tud de Fy
z E,
F~=12Tn

F~% Tm

[
1 -

a F=23Tn “u
Figura 1.128 Figura 1.12%
189 Determine la fucrza nccesaria para mantencr en 190 Determinar la magnitud v sus dngulos directores
equilibrio la figura 5.94 coordenados de la fuerza resultante.

b= F—4 kN

|
1'-:,-5 KN

Figura 1.130 Figura 1.131
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1.91 Exprese la fuerza F=20 Tn, en funcidn de sus
componentes rectangulares y sus cosenos directores

F=I0Tn

i
1
- A |

-1 Pt

Figura 1,132

1.93 Determine la magnitud y los dngulos directores de
la fuerza resulianie.

F=700 kM F~400 kN

Fignra 1.134

1.95 Determine la resultante y los cosenos directores |
también, el punto de interseccion B y C

x

F~12Tn

Figura 1.136

65

1.92 Exprese la fuerza F=20 Tn, en funcion de sus
componentes rectangulares v sus cosenos directores

Figura 1.133

1.94 Determine la magnitud del cable BA, si la fuerza y
direccion de la fuerza resultante es 235 97kN, 0,=92.5°,
ﬂ_-,-=ﬁ4,3°, B,=154°

."a:‘ o
| o
il

[ £
Figura 1.135

1.9 Determine las componentes rectanguliares y sus
cosenos directores de eada fuerza, del siguiente sistema
de fuerzas

Figura 1.137



w=fixt

w=lixt

(a)
(b}

Figura 1.138: Figura,

|¢36 1.4 ANALISIS DE CUERPO RIGIDO

1.5. ANALISIS DE CUERPO RIGIDO

Un cuerpo rigido describe un objeto o sistema [sico cuyas dimensiones y
formas no cambian con ¢l tiempo, ¢s decir, mantienen su estructura espacisal
constante, En otras palabras, un cuerpo rigido no se deforma ni se estir
cuando se somete o fuerzas (intemas o externas). Este conceplo es til
para simplificar ¢l andlisis de sistemas Fsicos en situaciones en las que las
deformaciones no son relevantes,

A, Foerzas Externas — Las fucrzas cxternas son aguellas que actidan
sobre un cucrpo rigide debido a su interaccion con su entorno, Estas
fuerzas pucden ser aplicadas desde el exterior del cuerpo y pueden
incluir, por ejemplo, fuerzas ejercidas por otros objetos gue ecstin cn
contacto con el cuerpo rigido, o fuerzas gencradas por agenics externos
como motores o fuerzas aplicadas manualmente. Las fuerzas externas pue-
den causar que un coerpo rigido se mueva o cambie su estado de movimiento,

B. Fuerzas Internas — Las fuerzas inlernas son fuerzas que se desarrollan
dentro de un cuerpo rigido como resultado de las interaceiones entre las partes
internas del cuerpo. Estas fuerzas son responsables de mantener la estructura
del cuerpo rigido v ascguran que sus diversas parles permanczcan unidas
¥ no se separen. Las fuersas intenas no afectan el movimiento del cuerpo
rigido en su conjunto, ya que se cancelan entre si, pero son fundamentales
para mantener L integridad del cuerpo rigido,

Ademis se debe entender ¢l principio de transmisibilidad, que establece las
condiciones de equilibrio o movimiento de un cuerpo dgido, que permanceen
inatlteradas si una fucrza F que actia en on punto dado de ese cuerpo se
reemplaza por una foerza que tiene la misma magnitud v direceidn,

Lines de socion

Linea de accién

Misma linea de accidn, Fy, Fa. Fy son cquivalentes y trasmiten 1o misma fuerza en su linea de aceidn,

V=P-Q-=in(B)

1.6. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES

El producto vectorial de dos fucrzas se llama “momentos de torsién™ o “mo-
mento de fuerza™. Este producto veelorial s¢ usa para determinar ¢l efecto
de dos fuerzas gue acltan sobre un objelo en términos de su capacidad para
rolar o gencrar un movimicnto de giro, aplicando la herramicnta matemdtica
producto vectorial o producto crue.

V=PxQ —V=P-Q-sen(0)-1
® Lincade accidn de v es perpendicular al plano de los vectores P, ()
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® La magnitud u es el producto de las magnitudes de Py O por el seno
del (£8) < 180

& La direccidn de “U™ se obtiene a partir de la repla de la mane derecha.

Donde:

P -0 - senf = Bscalar, define la magnitud de “V".
A = Vector unitario, define la direccion de *V”,

Leyes de operacion:

e Conmutativa + P QAL Q =P
& Multiplicado por un escalar > a{P x Q) =aP x 0 = P x aQ
® Ley distributiva — P X (Q+R) =PxQ+PxR
El resultado del momento de torsidn es un vector que indica la direccion
del giro y su magnitud estid relacionada con la magnitud de las fuerzas y la

distancia entre los puntos de aplicacion de las fuerras alrededor del punto de
referencia.

1.6.1. PRODUCTO VECTORIAL EN COMPONENTES RECTANGULARES

El producto véctorial en componentes rectangulares, también conocido como “producto cruz”™ o “producto vectorial”

de dos vectores, sc utiliza para calcular un tercer vector que es perpendicular al plano definido por los dos vectores

n\[rigi\nulu.q. Se determina el producto vectorial de Ta forma siguiente(apoyindonos en Ta regla de la mano derccha).
+

jauk=i
} j

L. kxt=3

ixi=0 ;,:x:_:;k kxj—=—i
ixj =k in: kxk=0

Xk =—3 JRE=2

i resultado s un nuevo vector cayas componentes son la diferencia eruzada de los producios de las componentes de
los veetores originales, Este nuevo veetor es perpendicular al plano definido por Py Oy su direccion estd determinada
por la “regla de la mano derecha” en la cual los dedos de la mano derecha se curvan desde P hacia (2, y el pulgar
apunta en la direccion del producto crug.
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Descomponemos dos vectores PPy O
/k\ VaPxQ=(Pitt+PhI+PEk)x(Q:i+0,7+0.k)
. V=P Oy (i) +P-Qy(ixj)+P-0. (i xk)+
K/' Py Qu (3 x2) +F-0y (3 x5) +F-Q: (3 x k)+
' Po-Qu (k%) + B0y (kX F)+ PO (K x k)
Donde
V=P 0 (0)+ POy (k) + Pe- Q. (—3) +Py- O (—k)+
Py-Qy(0) + Py Qp () + P Qu (5) + £~ Qy (—i)H
P.- Q. (0)

VL:(-F}'Q: F‘.:'Q_y}'i'
Vy=—(F-0;,—P.-Q:)
VEZ{PI'Qy Ev'Qx}k

El resultado se pucde expresar en forma de determinante, de la forma si-

puiente:
i ik
v=| Py P;
Q. 0Oy O

1.6.2. MOMENTO DE UNA FUERZA

El “momento de una fucrza™ se reficre a la medida de la tendencia de
uma fuerza para girar o producir una rotacion alrededor de un punto o un
eje. El momento de una fuerza puede ser tanto un escalar como un vecior,
dependiendo de como se defina y cdmo se aplique fa fuerza en una sitoacion
particular,

1. Formulacién Escalar

El momento cscalar de una fuerza se reficre o su capacidad para producir
ums rotacion en un punto o cje, pere no tiene en cuenta la direccidn del
airo. Se ealeula como ¢l producto del valor de la foerza {F} v la distancia
perpendicular .[:rj desde el punto de aplicacién de la fuerzs a un punto de
referencia o al eje de giro. La férmulz para el momento escalar {M:] &5

M,=F-d
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M,=F.d

Donde:

= My = cs el momento escalar,

» I = es el valor de la fuerza,

s d = es la distancia perpendicular desde ¢l punto de aplicacion de la
fuerza al punto de referencia o al cje de giro.

El momento escalar se mide en unidades como el newton-metro (Nm) en
el sistema internacional de unidades (ST) o el pic-libra ( ft — [b) en el
gistema imperial.

2. Formulacion Vectorial

El momento de una fuerza puede ser tratado como un vector cuando se
necesita considerar su dircecién y sentido. El momento vectorial se caleula
usando ¢l producto vectorial, como s¢ describid en la respuesta anlerior,
El momento de una fuerza veelorial es un vector que ticne una magnitud,
dircecidn y sentido especificos y se uliliza para representar la influencia de
la Fuerza en un gistema rotativo,

M, =r-F-sen(8)

=F-(r-senB)
d
—For(d)
r
M,—F-d
M, =rxF

Diomde:
s My = cs el momento de la fuerza (un vector).
» 1 = es el veclor de posicidn desde el punto de referencia al punto de
aplicacidn de la fuerea,
» d = es el vector de fuerza,

rg
L

Convencion de signos
para los momentos
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3. Componentes rectangulares del momento de una fuerza

Tenemaos:

r=wiabra bk
F=FRitFjtFk

El producto vectorial:
My=rxF
También podemos escribir como:
My=Mit Myj Mk
De la cepacion 3

Mr —= rv'ﬂ_rz'ﬁ.l

My=r-F—re- F;

M. =r-F,—ry F;
Donde las componentes escalares My, My, y M, del momento mide la ten-
dencia de la fuerza F a impartir a un cuerpo rigido un movimicnto de rotacion:

1 i k
MU —_ I"I ﬁ. rz
I F K

Para ¢l caso de problemas en dos dimensiones se puede suponer que la
fuerza F esta contenida en el plano Ty (invertimos los ejes coordenados
propuecstos. )

Mr.: qany {r.t'Ey_r}"Ft}"k
My =M; =ry-Fy—ry-Fy

El momento de una fuereza, yva sea escalar o vectorial, es esencial en la mecinica v o dindmica para analizar y
comprender ¢omo las fuerzas actdan sobre objetos v cdmo pueden causar rotacidn o giro cn (omo a un punto o gje
especifico. El momento vectorial es especialmente importanie cuando se reguicre un andlisis detallado de Ta direccion
y el sentido del giro inducido por la fwerza.
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1.6.3. EJERCICIOS RESUELTOS

71

Determine el momento con respecto 2l punto A, de forma escalar }’ JEMPLO RESUELTO3.6.31

vectorial

4 i
A I = IB
E e
#5° —y*l‘m o
ETn
(a)

Pase (1): Determinamos el momento respecto al punto de forma escalar v
Vectorial.

a. Formulacidn Escalar:
- Primera Forma, figura 1.139 ().

+0)  My=F.d
M, =8 Tn-3.9 m-sin (45")

M, =22.062 Tn.m
- Segunda Forma, figura 1.135 {c).
+) Y M,=3F.d
My=8 ﬂi-nm{dﬁ'}-{u.l m)—8 Tn-sin [45“}-{4 m}
M, =—22.062 Tn-m

b. Formulacién Vectorial:

r=(4m}i+(-0.1m)j
F=8Tn-cos(45%) i —8 Tn-sn(45") j

i ) k
4 ~{L1 1 0

My=rxl'=
8 Tn-cos(45") —8 T'n-sin(45°) 0

L]
MA: 0 Tn-m
—3 062

ETo

(b)

Al

Resin{43™)

8 Tn
(e)

Figura 1.139
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i)
RGO hEa L EL IO LGS Determine 2] momento que produce la fuerza de 10kN con respecto al

punto A, de forma escalar y vectorial.

10 kN
_ ()
Paso (1): Determinamos el momento respecto al punto de forma escalar v
Vectorial
a. Formulacion Escalar:

- Primera Forma, 1.140 (&)
+3) My=F.d

My=—10 kN - (8 m+ 0.5 m+ tan (33"}) - cos [33")
M, =—69.817 kN +m

= Segunda Forma, 1.140 (c).
+O XM= X F-d
(b}
d.i=8 m-cos(20°) - 0.5 m.sin (20°) = 7.347T m
dy:=8 m - 5in (20°) 4 0.5 m« cos (20°) = 3.206 m
0.3-51m207)
[ Feaslal) M g = =10 kN « cos (37°) « (d,) — 10 kN «sin (37°) « (d,)

B-5in{207) M,=—60817 kN -m w

b. Formulacién Vectorial:

T =(7.347T m) 1+ (-3.206 m) §

0.5 cos(207)

105 377)

10 kN ¥
F= <10 kN -cos(37") 1= 10 kN - sin (37°) 4
(c)
i ) k
4m —(L1 ™ 1]
8 kN -cos(45°) —8 kN +sin (45°) O

Mi=rxF=

i 140
Figura 1.1 o

0 EN-m
—GLR1T

MA:
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[ETEMPLO RESUELTO 1.63.3

Determine el momento que ocasionz la fuerza 12Tn con respecto al punto
A de forma escalar y vectorial.

1Z2Tn

Pase (1): Determinamos el momento respecto al punto de forma escalar v
Vectorial.

a. Forrmilacibn Escalar:
- Primera Forma, 1.141 (b).

My=F.d d:=[9.775 m—4 m cot (50")) cos (40°) =4.917 m

4-001(507)

M,=—12Tn.d I-— 5. T75-4-£ot{50%) s

M,=-59.003 Tn-m [
{b} 12 To
= Segunda Forma, 1.141 (c).
+ S My= S Fd

d =075 m=0.7T5m
d,:= 4m=4m

M,y=12 ﬁ.nm[ﬁﬂ"].{d'}— 12 T -sin {5!]“‘}. [:d:}

M,=-59.003 Tn-m [

b. Formulacién Vectorial:

rap=(2.775m) i+ (-4 m) j

F=12Ta-eos{50°) 1 — 12 Tn-zam(50°) 3 {c)
i ] k
My=rxl'= 9.775 m —d ] Figura 1.141
12 Tn-cos(50°) —12 T'n-sn(50°) 0O

0
MA = 0 I'n-m
—H
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BEMERED BEaUELICELO Determine ¢l momento con respecto al punto A, que producen el sistema de

fuerzas de forma escalar y vectorial

(al

Paso (1): Determinamos el momento respecto al punto de forma escalar y
Vectorial:

10 kN
a. Formulacién Escalar, 1.142 (b).
+ T
|A 12 1M SEM"' L F-d
' e | M,y =—10 kN +4 m+ 36 kN + 12 m+ 12 kN « (0 m)
36 L
(k) M, =392 kN -m

b. Formulacién Vectorial, 1.142 (c).
Tan= [-4 m} i

1‘4;;=|:'.|2 m:l i
F};r—lﬂ ’.‘.N'I'

rap=(12 m) i— (20 mm) j
Fp=36 kN j

() Celculo de momento, de forma vectorial:

MA STanXx f'"”+rﬁ,,—,»xf",-_-+ Tan KP1”

Figura 1.142 ; F & i r
4m ] Of4] 12m ll {} + lﬁm Eilmm 1]
0 —10&EN O —1Z2EN D D0 wEN D
1]
M,=| 0|kNm

402
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[ETJTEMPLO RESUELTO 1.63.5

Dietermine el momento con respecto al punto A, que producen las 3 fuerzas
de forma vectorial

Pase (1): Determinamos los vectores cartesianos de las foerzas y vectores F~[-6i~2j—4k] Tn 5
de posicién., figura 1.143 (b). . P a2k Ta
Fy=[-6 2 4] Tn #=|8 0 9]m zf’*‘“ :
Fy=[10 2 3] Th r=[4 5 3]m : Fo-[102+3k] Tn |
Fy=[|4 3 2|Th ry=|-3 3 5|m | / i I
.=: A B AP
;i = e o Py
Paso @:Detetmiﬂamns el momento respecto al punto A_ de forma vectorial : ______ ! ":'::“
My=r xF +ryuF 4yl o
i 7k i 7k £ 5k (a)
B 090414 5 3f4]—d 35
—6 2 4 10 2 3 4 3 2
—1R Fi=[-t1+2)+4k] T )
M.=|—12| Tn.m A Fa=[41+31+2k] T
A== ! =

—47 P r_?',s"l\
. // |

Pazo @: Determinamos los componentes sobre los ejes, del momento : - |
producido por las foerzas, fipura 1.143 (c). | L o
i f o o
1 0 0 | 7 Y :
i=|0 Fi=11 k=0 } - SR
i 0 1 F-~[10i+21+3k] Tn
—18] [1] (&)
Mre=M,-i=|—-42|.|0 M,=-18Tn-m
=47 ]
—18] [o] -2
My=M_,.i=|—-421.11 M,=—42Tn.-m M~ 184214-47] Tom
=47] |0 -
L M, Ko
~-18] [0] .
Mz=M,-i=|-42|.l0 M,=—47 Tn-m A7
* '\
—A47] | 1] ’ \
#
]
f/ P o
s 1 -
o M,
k< M
i)

Figura 1.143
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BEMERD BEaUELTEEL0- 0 Determine el momento con respecto zl punto A, que producen las 5 fuerzas

ISk

de forma vectorial

Paso {1): Determinamos los vectores cartesianos de las fuerzas y vectores

de posicion, figura 1.144 (B

Fi==[0 0 —15] kN
Fy=[0 —25 0] kN
Fy=|0 0 —10] kN
Fi=|-5 0 0] kN
Fy=|0 30 0] kN

rp=|6 0 10| m
rp=|6 4 10]m
ry=|0 4 10]m
ry=|6 4 0]m
rs=|6 0 B]m

oy
Wk | / B O
x;4 m s L Paso @: Determinamos el momento respecto al punto A, de forma vectorial

My=v el gergx Py prgx Py dryw Fyprgx Iy

® e N _
iF k £ 3 ik i 3§ k i 5kl |4 3 k
; G0 10 |46 4 10|04 1046 400416 00
= 10 kN 06 -15) |0 -25 0 00— |5 00| |03 0
15 kM FER—
/ 25k 210]
My=| 90| kN.m
o I,
'Y‘ o / 50 |
N
\.\
o

N '_f v
T30 O s N Rt
x e

(&)

Figura 1.144
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=

jercicios

E

1.6.4. EJERCICIOS PROPUESTOS

1.97 Determine ¢l momento que produce la fuerza de
84kN respecto al punto Al

B4 kN
a0
iy
im
el 45m i
IH
| im i
Figura 1.145

1.99 Determine el momento que produce la fuerza de
2Tn respecto al punto A.

f—1m —I
oL 025m
35—
4'm F=ITn
I ¥
Figura 1.147

Lot Determine el momento gue producen 1as fuerzas
con respecto al punts D,

r
B

& T 1‘
i ‘ im
L

Figura 1.149

194 Determine ¢l momento gue prodocen ¢l sistema
de Fuerzas con respecto al punto A,

Figura 1.146

1100 Determine ol momento que producen las fuerzas
con respecto al punto C.

21 To
B
12 Tn -
im
I3 Tn
— 3 DL
4] ia | ¢
Figura 1.148

1102 Determine el momento gue producen el sistema
de fuerzas con respecto al punte B,

14 37 11 kN
A C

=]

Figura 1.150
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1.103 Determine ¢l momento que producen las fuerzas L1004 Determine el momento que producen las fucrzas

con respecto al punto A, escalar y vectorialmente, con respecto al punto A, escalar y vectorialmente,
Fr=2To
) Y
h’
4 Tnm
4m
Figura 1.151 Figara 1.152

L1105 Determine ¢l momento gue prodoce 1 fuerza de 1106 Determine el momento que produce 1a fuerza con
33T con respecto al punto A, vectorialmente, respecto al punto B, vectorialmente,

F=[-11i+13j-12k] k¥

L

Figura 1.153 Figura 1.154

L1107 Determine ¢l momento que produce la fuerza de 1,108 Determine el momento que producen las fuerzas
15kN con respecto al punto A, vectoralmente. con respecto al punto O, vectorialmente.

'™

Fomi-Ei=2j-6k] kN

Fo—[61-3]-5k] k¥

Figara 1.156
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1,109 Determine el momento que producen las fuerzas
con respecto al punte A, vectorialmente,

I

F,=[-3i+31+7k] Tn

Fr-[4i+1j-3k] To

Figura 1,157

L1 Determine el momento gue producen 1as fuerzas
con respecto al punto O, vectorialmente.

Figura 1.159

1113 Determine el momento que produce la fuerza con
respecto al punto O, vectorialmente.

Figura 1.161

79

1110 Determine el momento gue producen las fuerzas
con respecto al punto A, vectorialmente,

Fa=[-5i+8j+12k] Tn
F=[31-5]+12k] Tn

g 137K Ta

Figura 1.158

1112 Determine el momento que producen las fuerzas
con respecto al punto O, escalar y vectorialmente,

=4 Iz? In
24 Tn f e
32 Tn
2m
¢ p
i ..-"" }.F
15 To H,fm
= T
% iy % Tn
Figura 1.160

1.114 Determine cf momento que producen las fucrzas
con respecto al punto A, vectorialmente.

F,~[-5i+7j-4k] Tn

F=[31-6j-7k] Tn

Figura 1.162
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1.7. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS A UNA FUERZA Y UNA PAR

Cualguier sistema de fuerzas, st importar que tan compleja sea, puede ser
reducida a un sistema equivalente fuerza par que actda en un punto dado.
Sistema fuerza par:

R=LF MR=EM,=Z(RxF)

MOMENTO Y FUERZA RESULTANTE: Mover ¢l momento v fuerza a olro
punto o punto:

componentes de la resultante Fg oy Mf

Fpr="Fget + Fy 3+ Fr: k
M§=MTi+ M j+ Mk

SISTEMA EQUIVALENTE DE FUERZAS
Dos sistemas de fuerzas son equivalentes si pueden ser reducidos al mismo
sisterna fuerza par en un punto dado;

LF=XF ¥ EMg=EMgy
SISTEMA EQUIVALENTE DE VECTORES

» 5i dos sistcmas de fuerzas que actdan sobre un coerpo rigido son equiva-
lente, entonces ambos también son equivalentes.

= Cuando dos sistemas de vectores son iguales comple se dice gue son

equivilentes:
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ADEMAS
Ohtras formas de reduceion de un sistema de fuerzas son: fuerzas coplanares
y fuerzas paralelas.

A. Fuerzas Coplanares

E;

B. Fuerzas paralelas

R=YF ME = Y MM~ Y M,

rx =My =(xityj)xF k=M i+M]j
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icds e llavs
Fl e mndkn

1.7 REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS A UNA FUERZA Y UNA PAR

REDUCCION A UNA LLAVE DE TORSION

El sistema fucrza-par, en particular se le conoce como lave de torsidn debido
a que la combinacion resultante de empuje y torsion es la misma que la
produciera una Have de torsidn real.

M, .
P=— puso de la Have de torsion
Fr
My =P-Fg
Fy-M%
M = =
1 Fr
My FeME
- Fp .F,%

Mi+rx FR=M§
p-FrtrxFr=M"
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1.7.1. EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO RESUELTO 1.7.1.1

Determine el momento con respecto al punto A, B, C v D, que producen las
las dos fuerzas par, de forma escalar y vectoriall

128

A s E
[
l im ! 2m T Im !
1280
(2)
Paso (1): Determinacion de momentos en cada punto. n—— R
- Formulacitn Escalar, figura 1.163(k) - Formulacifn Vectorial (1 |
I-—-3m—----1m—--—-3m—-
+OEM‘= 3 F.d rc=[51]m rap=|8i] m
Fe=[127] kN Fp=|-12 ] kN (b)
My=12kN-5m-12kN-5m o
M,1=—:fl'.i EN-m ] My=ri-x F,r."l'f“n#FHZ 0| kN -m
—i
36 EN-m o
A
- Formulacién Escalar , figura 1.163(c) - Formulacién Vectorial . = |
1
moslzilm  mpstsim | Lo [
+ O Y My= S F-d Fo=|125]| N Fo=|-124] kN
0 (e)
M”-:Z 1ZEN-2m—12kN.5m .ﬂ-‘l,{'.:'l"”_l!liF”+'l‘“ﬂHF”= 0| N -m
My=—36 kN -m &} =0
- Formulacidm Escalar . figura 1.163(d) - Formulaciém Vectorial 4 36 kN-m D
- o
+ O M= L F-d Tee=[04] m rep=[3ilm | o J
Fo=[12 4] kN Fa=|-12 3] kN ‘ | |
M= —12 kN -2 m o ' 2 R A J
Mp=—36 kN.m U My=repx Fptropx Fp= l}l kN -m
—36
(d)
- Formulacifm Escalar, figura 1.163(g) - Formulacitn Vectorial
Tpe=|-31| m rap=[0i]m 35H;'m
+ M= F.d Fo=[123] kN Fo=|-12i] kN | ar
: e |3
My=-12 kN 3 m My=vrpesFptrppxFp=| 0/ N-m | im —2m—j im i
Mp=-36 kN-m U =0
(e)
Podetnos observar que el momento Figura 1163

qua producen las dos erzas par 2 M= 12 EN -3 m=—36 kN .m
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EJEMPLO RESUELTO 1.7.1.2

Reemplace la fuerza de 20 Tn que actia en el punto B, por una fuerza

Bin equivalente v un momento dz paren A,
J l
I B Paso (1) Cambiamos la fuerza desde el punto B hacia el punto A, como se
! Em ! muestra en la figura 1.164 (b), esto ocasiona un momento de par
- Formulacitn Escalar
(a)
lmn jﬂ +O5 M, = 3 F .
a | My=—20Tn-8m My=—160Tn.-m U
= E‘ m- . - -
T - Formulacibn Vectorial
il {b_:l Tan= [H 'ITI] 1 -F.H =—20Tn _']:
20Tn MA =1, %Fy
1\160 Tom B i ik 0
1 ] =|8m 0 1] M,= 0| Tn.m
T 4 | 0 —207n 0 —160
| Em 1
(c)
Figura 1. 164
EJEMPLO RESUELTO 17.13
Beemplace la fuerza de 10 Tn gus actia en el punio D). por una fuerza C
equivalente ¥ un momento de par en C. N —
Pazo @: Carmbiamos la fuerza desde el punto D hacia el punto €,
como se muestra en la figura 1. 163 (b), esto ocasions un momento )
de par. (2) e
- Formulacibn Escalar
i0Tn
— L
Myo=10Tn-5m M.=50Tn.-m T D
50 Torm
-F laciéa Vi ial I0Tn C..-,‘ I0To 10 Tn C..f“‘l)__

Tep=(-5m)j Fp=101Tn 3

My=ropxly

i i k]
=l 0 —5md Mes=50Tn-m 16Tn
Wwin o 0 —— i
D D

Figura 1.165



Beemplace 1a fuerza de 30 kN que actia en el punto B, por una fiuerza FEav O Bes B TUN)L 1
zguivalents y un momento de paren A

S —m—

4574
(a) 30 kb
| Em
Paso @: Cambiamos la fuerza desde el punto B hacia el puoto & €
esto ocasiona un momento de par. A
3im
- Formulacién Escalar, figura 1166 (b}, S ot i
+ O‘ Z M.-'I = E Fad *ﬁ =
7]
M 4 :=—30 kN «cos{45%) « 3 m— 30 kN «sin (457) .8 m (b} kN é
M,=—233.345 kN .m (& =

- Formulaciim Vectorial, figura 1.166 (2}

Em
Tan=(8m)i—(3m)i e
Fy=—30 kN - cos(45%) 1 — 30 kN - sin (45°) 5
233 35kN-m
$ ¥ & 306N i
M4=r4|r;“Fﬂ= E'HII {} “ l
0 —20kN O |
E
0 (c)
M= 0 kN -m Figura 1.166
—233.345

EJEMPLO RESUELTO 1.7.1.5

Dietermine la resultante del siguiente sistema de fuerzas, v luego reemplace
la fuerza por una fusrza equivalente v un momento de parenF.

45Tn 11Tn 15T

f’“*T cl—h4_ Er—zH‘ 6

: ) (a)

[ =1 =] =

12Ta 30T 13Ta
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CONTINUACION

Paso (1) Determinamos la resultante de las foerzas, de la siguiente forma:

12 Tn :
R=>F
J T
) R=diTn+11Tn+26 Tn-12Tn-30Tn-13Tn-7Tn
1-—5_155:,1—-' R=19Tn
b Paso (2): Determinamos el momento que producen el sistema de fuerzas
(%) con respecto al punto A
+ OV M= F-d
1 To My=45Tn-(2m)+11 Tn-(6 m)+25 Tn- (10 m)...
oo =30 Tn-(4 m)—13 Tn-(8 m)—7 Tn-(12 m)
A 92 To'm F
( =g ? M,=t8Tn.m
=1
! 10m { F
Paso (3} Determinamos la distancia d, en la cual se ubica la fuerza
(c) resultante desde el punto A, fizura 1.167 (k)
S My=R-d
M 08 .
d=—A I s m
19 Tn Fn s H
| 4 Paso @: Determinamos la fuerza equivalente v momento par, en el punto
A w E. fizura 1.167 (c).
€ - . ) R=%F R=45Tn4+11Tn+25Tn—-12Tn—30Tn-13Tn -7 Th
|—5.153m——|—4.a42m— R=19Tn
v
19T
. © ADRM=SFa
) M= —45 Tne(8m) =11 Tn«(4 m)—7 Tn(2 m)...
L 12Tn(10m)+ 30 Th- (6 m)+13 Tn-(2 m)
Mp=—5ﬂﬂ"ﬂ-m
19 Tn

Alternativamente podemos determinar la fierza equivalents v momento par

en el punto F. Trasladando la fuerza resultante calculado en el paso 1 v
4 F 2 Tnm Uszndo la distancia d que determinamos en el paso 3. Como s= muestra en
s 1 5 lafigura 1.167 (d) v ().
|"_4'E41m \.[ +DEM.1= P Fed,
{e} dl.:'jl] m—d=4.842 m

Mp:: Ifim'd|:!ﬂ Tn-m
Figura 1.167
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EJEMPLO RESUELTO 1.7.1.6

Determine las fuerzas F1 v F2 de la siguiente figura mostrada, sila
resultante se ubica 2 5m de A y con un valor de 18K

I kN B 11 KN

& 5] {a)
B|—1mi I—]miE

5 4EN
Paso (1): Determinacion de la fuerza F2, primero determinamos el
momento que producen laz fuerzas paralelas en el puato C.

+O Y M.= Y F.d

Fe=18 kM
Me=—14 kN-(2 m) 4+ Fy+(2 m) -4 kN-(Am)+ 11 kN-(6 m) ...(1) R“
También determinamos el momento que produce la fuerza resultante con P S
respecto al punto C, figura 1.163 (b). P )
M(;=Frgilm Mr.ﬂ:.lﬂwil m=lﬁw*m ---{2]
: ; (b)
El momento de las fuerzas paralelas es igual momento que ocasiona
la fuerza resultante con respecto a C, igualando 1 v 2 tenemos:
IBEN-m=—14 kN-(2m)+F,-(2m) -4 kN-(4 m)+ 11 kN - (6 m)
Fa=15 1N
_IBEN-m4 4 EN-(2m)+4kN-(4m)- 11 kN-(6 m) 11 kN

F, 2 kN S F,
Z2m
Al olim TD |r1mi
{ 5
-m E

Paso @.‘ Determinacidn de la fuerza F1, para la determinacion de 1a fuerza i Blm 7
seguimos los mismos pasos realizados en el paso 1. )

+GZM:1= > F.d E o
} 4N
Mp=—14 kN + (4 m) + F,« (2 m) —4 kN« (2 m)+ 11 kN-(4m) -..(3) (<)
El momento de las fuerzas paralelas es igual momento que ocasiona i
lz fuerza resultante con respecto a D, figura 1.162 (c). FyrlBiN
My=—Fy-1m  Mp=—18kN-1m=—18 kN -m -.-{4) e LLE
z I8 — 2z
Igualando 3 v 4 tenemos '{[I_ MAI el D I {F
El~1m —Im—{ £
~18 kN em=—14 KN-(4 m)+ F,«(2m) =4 kN« (2 m) +11 kN (4 m) ¥
F_—takN.m+l4kN.[4m]+-!m.{zm}—llI-N.{-!m] 1y 2k 4y
=
2m
(d)

Fi=1kN Figura 1.168
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SRS B ELIO 1l Determine 1a resultante del signients sistema de fuerzas.

4 ENm
-itu y ¥ v v v v v ¥y v y ¥F
I
4m
E Tm ]|
33N
(2)
131 Paso (1): Determinamos la resultante de las foerzas paralelas, fizura 1.169
().
35m— el
Jl l B Ii= Lj":r
= 5 3
| P | Ri=—28 kN + 33 kN R=5 kN
I Tm {
334 Paso @: Determinamos el momento que producen el sistema de fuerzas
con respecto al punto A, figura 1.169 (c).
(b
+O Y M, =5 F-d
M,:=—28 kN« (3.5 m)+33 kN« (4 m) M,=31m.kN
4 EN-m
y < M,
e B Y M=R.d d=—"=68m
{_,.-rl — n
[ G6.Em T
TR Alternativamente para determinar la resultante podemos hacerlo desde el
() punto B
Re 3 F
R=-28 kN + 33 kN R=5kN
Determinamos el momento que producen el siztema de fuerzas con respecto
al punto B, fizura 1.169 {d)
1kN-m O
.d. J""l by = Er r‘_
g 1=E Y My=3F-d
N
| e M= 28 kN - (3.5 m) — 33 kN - (3 m) My=—1kN.m
S
My
. Mo=R.d &= =—1{.2m
(d 2My [ 1= p
Figara 1.169 De los resultados podemos conchur: podemos tomar los momentos desde

cualquier punto pero la resultante se ubicard en un lgar fijo.
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3

EJEMPLO RESUELTO 1.7.1 8

Dietermine el par resultante que achia sobre la siguiente figura.

Fy=15Tn Fy=ETn
Paso @: Determinacion del momento resultante; figura 1.170 (b). 15 Ta
+OEM MR==—F1*HM+F1*4M : 4 . .51—!1\\...-‘._
MH:_HH 'n.m -Ill. /\4 I-I" x
Cual es el valor de r. para un momento resultante de —22 T'n-m '-\ k ;
N . F 2 my
My=-22Tn.m L 8Tn | y
S
My=-F-dr4Fy-27 15 Tn
~22 Tnem=—Fder Fya2r (a)
solve . T
Zr=—FdrxeFy-22+22Th-m —— 5 L B
15T
; , e e ——
Cual es el valor de F',. 51 el momento resultante 0 Tr.m : :
y | 8Tny, )
My=0 =1 r=2m 4' | | B J:
|III Y 4T7A .'! T
My=—F A7+ F.27 e 4
OTnem=—F dery Fy.2v :.H_L
F.oap 15Ta
Fy=-"""=4Tn
ar

Figura II:.:;J;EI

EJEMPLO RESUELTO 1.7.1.9

Determine [a resultante del siguiente sistema de cargas puntuales que actia
sobre la viga.

IR 1IN 23N 19N 100kt Fy=33 kN dy=1m
Fy=22 kN dy=2.5m
F:::E:!m i'i:.—_*l'm:
Fy=19 kN dy=5m
Fg=100 kgf d,=8%m

Paso (1) Determinamos la resultante de las fuerzas paralelas.
k=3 F,

FH-E:—F‘—F-:—FH—F,l—.Fl_rr=—ﬁT.1ml l'.N
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CONTINUACION

Paso (Z): Determinamos el momento que producen el sistema de cargas
puatuales con respecto al punto A Figura 1171 {b).

+ OV M, =3 F.d

4m I ]g| W My==Fyd) —Fyedy—Fyrdy—Fyody—Fgedy
T E e B M= —F, o dy — Fysdy— Fysdy— Fyedy—Fyody
i ff,h l l M = —282.845 kN -m
:4' lm B
i ful
7
7

My=d-Fg

Fignr(: ::..m L S

i

EJEMPLO RESUELTO 1.7.1.9

Dietermine 1a resultante del siguiente sisterna de fuerzas.

=30 Th Fy:=12Th Fy=30Tn Fy=10Tn
Paso (1) Determinamos la resultante del sistema de fuerzas
Fp=% Fr Fp=F,-sin(60") 4+ F; — Fy. cos(30") — F - cos {30°)
=534 Tn

Fpg= 2Py Fup=F,-cos(60%) - Fy - sin (30°) + F - sin (30°)

Fry
f=atan | —— | =56.254 deg
Fa

Paso (2): Determinamos el momento que producen el sistema de fuerzas
con respecto al puato O Figura 1.172 (k).

2:1m

b b i S 2
V3
+OEM.-1= Y F.d
My=—F,-2m—Fy:L—F+1 m=-83.856 Tn-m ]

Figara 1.172

Mﬂ
My=d-Fy di=— 2 =_13.06 m
i
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EJEMPLO RESUELTO 1.7.1.10

Dietermine la resultante del sistema de fuerzas aplicado sobre la viga rigida
ABC, v su posicion respecto al punto C

F,=15Tn y=5%Tn Fy=12Tn
12 'IEJ.

Paso @: Determinamos 1a fuerza resultants v su direccion i 4m i 4m 4\%]

A B
sz= EF:F Fﬂ:p:= —F-;-ﬂlll{ﬁ'?“]-l—Fﬁ-Hllil:-lﬁa] [

NI
Fp, =3.069 Tn T Vg

10 Tn

Fpy=3Fy Fpy=F\+F;-cos(37") — Fy - cos (45") (@)

Fp=13.702 T

12-cos(45%)

e 4 | 4
.F‘"!: ﬁmﬂ '1-1;'.””2 = 14.042 T'ﬂ- '!i " |B‘ B ClJ

g
== atan (P:m"] = T7.476 deg T g-sm{377) 12-mn(437)
Fp §-20s{377)
I0Tn
Paso @: Tomameos momentos respecto al punto C, segin 1a figura 1.173
(b): )
+OY M= 3 F-d Mi=—F, -8 m—Fy-cos(37°)-4 m

M= —148.751 Tn.m

Paso @: Determinamos la posicion de la fuerza resultante respecto al
pumnto C

M,
Mgp=d-Fy, dy= " =-10856m

g~ Epy=3.07 Tm e
i —————— 4-10836m —‘
c
M, (c)
Me=dy-Fp  dy=" " =—10.593 m
Fg Figura 1.173
EJEMPLO RESUELTO 1.7.1.11 !
_ Determing 13 resultante de las fuerzas aplicado sobre 21 sistema de
§ v coordenadas mostrada en la siguients figura,
Af4.3)
e F,=25kN Fy:=45 kN Fy=580 kN
25 kN i C3.2
T  spkv ) Paso @: Determinamos la fuerza resultante v su direccion:
| i I’ Il L 1 G__ L L Il Il 1 £
! I L] I ] I 1 L] L i ¥ I i
| Pz Y, Fx Frpi=—F, - cos(53") + F,
B34 T
1 a
?Eﬁf T (@) Fipy=29.955 kN
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CONTINUACION

Fy.=3Fy Fip=F,-sin(53") + F;

l}u
55&55'“5{53% F iy =99.966 kN
sz 3w B Fui=\Fu® + Fpy? =104.357 kN
23-51m(53° ES
al T x Fry
—+ | —— NG oy Fr s fl:= atan = = 73.319 deg
—4m—) sm ; o
4m
_..._.__.__:1 (b) Pazo @: Tomames mementos respecto al punto O, figura 1.174 (b).
45 kN E :
+ O Y M, = F-d

M= <F, «sin(53°) -4 m 4 F, vcos(53°) -5 m 4 Fy-Em4 Fyedn

F.o=398ky F. =~10435 kN
R = M, = 575363 kN +m

i 7538 Paso @: Dieterminamos la posicion de la fusrza resultante respecto al
T punto O, figura 1.174 {c}.

I 1 TT 1 e
- i M
f\\-‘/ Fn 299 Mﬂzdl .Fw dr: —E—' =h5.7Thb m

..*-_jlj H
I Fry

My,
Figura 1.174 My=dy. Fy dz::F—zﬁ.El:Im
R
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1.7.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

1.115 Reemplace la fuerza de 153 kN, g una fuerza equi- 1116 Reemplace la fuerza de 8Tn, a ona fuerza equiva-
valente y un momento par co B. lente y un momento par en A,
wn
-
- -
cJ 15137
- pom
U 1
= 4
.E:' | 18
] |
L'l l- I0m 1
Figura 1.175

Figura 1.176

1.117 Reemplace la fuerza de 100N, a una fuerza equi- 1118 Reemplace la fuerza de 53kN, o una fuerza equi-

valenle y un momento par cn A, valente ¥ un momento par en A,

35 kN
A
¥
Wllx120
A
! 20 cm 1 ! Im ! B
Figura 1.177 Figura 1.178
1119 Reemplace la fuerza de 55KN, 2 una fuerza equi- 1120 Reemplace la fuerea de 35KN, o una leerza equi-
valente y un momento par en A, vitlente y un momento par ¢n A,

Figura 1.179 Figura 1.180
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1,122 Determine el momento resultante de ka fuerza par
de 33Tn respecto a su cje de rotacion,

1.121 Determine el momento resultante de fa fuerea
par: 11'Tn y 9Tn respecto a su cje de rotacion,

Figura 11581 Figara 1.182

1123 Determine el momento resultante de fa fuerea 1024 Determine el momento resultante de la fuerza
par: 15kN ¥ BkN respecto a su eje de rotacion. par: 23kMN, 13KN v 64kN respecto 4 su gje de rotacion,

15w

—0.5 Zm
4 = —L

Figura 1.184

Figura 1.183
1.126 Determine ¢l momento resultante de la fucrza

1.125 Determine el momento resultante de la fuerza
par: 10kN y 20kN respecto a su eje de rotacién.

par: 6Tn v 3Tn respecto a su ¢je de rotacidn.

ey ].:f 10N
Ll sk . g53| 201
~0.33
i 607 . A4 >
lm £Tn 20 kv 1m
0.8m — s0° T
3Tn Y1 10 kY Iim
2m
£ "'JJ:
A | Gm !
Figara 1.1%6

Figura 1.185
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Determinar la fuerza resultante de los siguientes sistemas de fuerzas,luego reemplace la fuerza resultante por
una fuerza equivalente ¥y un momento paracn A,

1127 1.128
&Tn 12Tn iTn 18 Tn IITn
F 3
|—3m I_,_3m |—3m —16m— |-1m=- y
[ & T B L ; =
4 l-—?rmi I-—?rmi |_1 m‘l I"‘l mi
11Tn 4Tn il 1 Te
Figara 1.187 Figura 1.188
1L.12% 1.130

33Tn 100Ta 15T
150
4

' ' ) 3 iy

52 TIn

|-—3m. —3m ! Im—j 31:|:|—-I 30

—_—
b
.
[
L
=]
Ly
H

.-
g
ge—

Figura 1.189 Figora 1.190

1.131 1.132

i3 1m

20 Tn

Figura 1.191 Figura 1.192
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1.133 Determine las fuerzas F1 y F2, si la fucrza resul-

1.7 REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS A UNA FUERZA Y UNA PAR

1134 Determine la fuerza resultante y su posicidn res-

tante sc ubica a 13mde A, pecto al punto A,
Fy=10Tn 100
4N-m
il i A :5=b/
| 4m~Ig I—-—4mJln: 2 I—-— chr P 4 ‘D
{ ) 7
2 4 f-4m ic f—am iF | ‘
Sm 5m 1 im |
3 7T
Figura 1.193 Figura 1.194

L1325 Dl sistema sigoiente determine la fuerza resul-

tante y su posicidn respecto al punto B, pects al punto 1.

5Tn

L1336 Determine la Muerea resultanle v su posicion res-

iTn

Trllegole aquilirers

Figura 1.195

L.137 Determine la fuerza resultante y su posicion res-
pecto al punto A. Del siguiente sistema de fuerzas.

Figura 1.1%6

1.138 Del siguiente sistemas de fuerzas no concurren-
tes, determine la fuerza resultante

12 kN ¥
i [m]
s BT -
~0.25m |:. 20 . St N
( > | et D
e 1m | -+
; EEkN-m I -4
| 1
= i G | x
53 4+t
10 kM im ! =+ I
: + |7
T i
g 37 T
3 | 4 &
im | im | o e
Figura 1.1%7 Figura 1.198
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1.13% Determine la magnitud y la posicion de la fuerza
resultante de la sigoniente figura 5.96

97

1140 Determine la fuerza necesana par mantener en
equilibrio la figura 5.97

Figura 1.199

1141 Del siguiente sistema de fuerzas no concurrentes,
determine la fuerza resultante y su posicion respecto al
punte

18 k-
15 kN

i 3'm i S 145
4 | & D

[
a0° )
22k 3m
13 kN

Figura 1.201

1.143 Del siguiente sistemas de fuerzas no concurren-
tes, determine la fuerza resultante

25 Tn i B [im]

szﬁ A6 T

Figura 1.203

Figura 1.200

1.142 Del siguiente sistema de fuerzas no concurrentes,
determine la fuerza resultanie y su posicion respecto al
punto A

e |
J

|=—1m —=} 3m i
|5
E :
a ‘
g
52 kN
Figura 1.202

48 kN
1144 Del siguicnte sistemas de fuerzas no concurren-
s, determine la fuerza resultante

e
-+ [cm]
150 Tn 4733 +
- +
i ] ] i UG'" i i i i i ] f
¥ T ] T T L) ] T [ L) T T L
90 Tm T
\B{i‘ﬁ =1 i3]
100 Tm

Figura 1.204
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1.7 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE DADO

1.8.

MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE DADO

Esta expresado de la forma signiente:

MoL =AM, =24 (rxF)

Expresado en su forma de determinante:
Ar Ay Az

Mo =| Tx ry I

F Iy F.

donde;
.3.1, l}., 3.2: Coscnos dircctores del eje OL..
Fay Fys Iz =Cpordenadas del punto de aplicacidn I,

Fy, Fy, F; =Componentes de la fuerza F

zh

!/ Eie x
Ecpecificadn

MBLZA,'ME:l'{rAIEKF]

Az Ay Az

Mag, = | "5ia/m rf[ME] “iam)

FI Fjlp .F:

i
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1.8.1. EJERCICIOS RESUELTOS

Determinar el momento que produce la fuerza 50 EN | con respecto al eje
AEB.

EJEMPLO RESUELTO 1.8.1.1

Para poder determinar el momento con respecto al eje AB. primero
determinamos un vector de posicidn desde cualquier punto del eje AR hasta
cualquier punto de la linea de accién de la fuerza de 50 kN

A=[0 0 2m] C=|0 4m 2m]| F=50kN
B:=|4m 4m 0] D=0 10m 5m]|

Paso f.:‘:l:}: Determinamos el vector unitario wu,y, que indica el 1a direccion
del eje.

rap=B—A=|4 4 -2|m Uyp= H:““ | =|0.667 0.667 —0.333]
Al

Paso (2): Determinamos los vectores posicidn, desde el punto A

Tae=C—A=|0 4 0]m Tap=D-A=[0 10 3| m

Paso @: Expresamos la foerza 50 kN ; en su forma de vector cartesiano.

T
fop=D-C=[0 6 3]m F::F'-[I L |l]=[u 44.721 22.361 ] kN
Ton

Paso @: Determinamos el momento con respecto al eje AB, considerando
cualguier vector de posicidn, figura 1.203 (b},

- Vector de posicién 7,
(L66GT 0.66T —.333

0 4m 1]
0 44721 EN 22361 &NV

Map=14p- (T4 x F')=

M ;= 0.667 (4 m-22.361 kN —0) —0.667 (0 kN<m)...
corot (—0.333 (0 KN -m))

M 4y = 59.628 kN -m
- Vector de posicidn 745,

(66T 0667 —1.333
Myp=mngg-(rapxF)=| 0 10 m im
0 44.721 kN 22361 kN




0
CONTINUACION

My =0.667 (10 m.22.361 kN —3 m.44.721 kN) —0.667 (0 kN -m) ...
oo 4 (0333 (0 kN -1m))

M,y ="59.628 kN -m

Myp =M -1, =] 30.762 39.752 —19.876] kN -m

Para comprobacion ghora realizaremos dezde el punto B del eje AB, hacia
el punto C ¥ D de la direccion de 1a fuerza.
Paso @': Determinamos el vector unitario W,y que tndica el 1a direccion
- deleje.
¥
rau=B-A=|4 4 2|m ud,,=H_"”_"=|u.ﬁs? 0.667 —0.333]
TAR

Paso (2): Determinamos los vectores posicién, desde el punto B

rap=C-B=[—4 0 ﬁlm tap=D—-B=]-4 6 5]m

(c)

Paso @: Determinamos el momento con respecto al eje AR, considerando
Figura 1.205 cualguier vector de posicion, fizura 1.203 (b).
- Vector de pogicidn vy,

OLGGT 0667 —1.533
M=ty (TpexF)=| 4 m 0 2 m
0 44,721 KN 22361 EN

M g = 0E6T [0 KN cm — 2 44721 BN) ~ 0667 (—2 m 22361 kN -0 kN -m) ...
cee ot (0,333 (=4 m-44.721 kN —0 kN -m))

Mﬂuzsﬂ-m EN-m

- Vector de posiciba vy,

66T 0667 —.333
Myg=1gp- (rppx F)=| 4 m fim 5m
0 44721 BN 22361 kN

M g = 0667 {6 o - 223610 kN — 5 1 - 44,721 BN} — 0667 (4 me- 22861 BN -0 kN -
ceeod (0,333 (=4 m-44.721 kN =0 kN -m))
M = 59.628 kN -m

Mg =M o1, =] 39.752 39,752 —10.876| kN .m
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EJEMPLO RESUELTO 1.8.1.2

Determinar el momento que produce la fuerza | con respectoal eje . 2
-

F=(—30Tn) i+ (15 7n) j+ (40 Tn) k

E=[-30i~15;+40k]Tn

-Forma Vectorial: £
Paso (1): Determinamoz el momento con rezpecto al gje =
3im
A=[0 0 0] m
B=[0 4m 3m]| rap=B-A=|0 4 3]m i
"_‘,-’ !
w=[1 0 0] % __4..&[____,.-—’
1 0 0
M=o (rapx F )= 1] 4m 3Im M,=115 Tn.-m (2)
—30Tn 15T 40 Tn .=
F[-30i-1 540k T
Paso @: Determinamos el momento con respecto al eje ¥ _E'
u:=[0 1 0]
1] 1 0 Tam
My=u-(rygxFl=l 0 4m 3m M,=—90Tn.-m im
-0 T 15T 40 Tn
4 =
Paso @ Determinamos el momento con respecto al eje z e S ¥

we=[0 0 1]

1] 0 1
M=o (rypxFl=| 0 im 3m M_=120 T - Momento
BT po respecto &
~30Tn 15Tn 40 Tn i} “pe SOTA
-Forma Escalar, figura 1.206 (c), {d) v (g), respectivaments: 4
M,= 3 M, M,=40 Tn-4m—15 Tn.3m=115 Tn-m T =
M= M, M, =-30Tn.3m=—90Tn.m
M= 3 M, M:=30Tn+4 m=120 Tn.m
—_—
A
Momento Momento
Tespecto a Tespecto a
:r_ z
1 T
3.m 2m
Figura 1.206
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IEVELO BBV EL IO Determinar el momento que produce 1a foerza F'_sobre ol gje B
B=|3035m

F=(22 kN) i — (8 kN) 74 (10 kN) &k

D=[0 4 0]m E=|3 4 5]m G=|0 4 5]|m

a=4m ; ooy o e
- t=3m Paso (1): Determinamos el vector unitario g, que indica el la direccidn
b=Sm del gje.
Ty
7 Ta=G—E=|-3 0 0] m Upgpi=— 0 =|-1 @ 0]
F={271-8j~10k]E "rm I
-— E Paso @: Determinamos los vectores posicion, desde el punto E v G.
B _"""'--..._H_‘__H
H""‘"-q..___ rh.H::B_Ezll] —4 ﬂlm T‘-;H.‘:B—GZIR —4 ulm
o i: rep=D—E=[-3 0 —5]m ren=D-G=[0 0 —-5]m
c
® a F Paso @: Determinamos el momento con respecto al eje EG, considerando
cualquier vector de posicidn, segin 1a figura 1.207 (b).
- Vector de posicifn vy
() “1 0 0
Mm — um;- {rﬁux.ﬁ.}t l] —'1 e {}
22 kN B EN 10 kN
My=—1{—-4m-10kN—-0.-—8 kN) 040 Mg,=40kN-m
z=4m
2 b=3m
c=5m
= vm de pﬂidfﬂ Trp
: ] G453 —1 0 i
F-[221-8i+10kIkN " M= v (rpnx F }=[ -dm 0 -5im
E3.4.5) 22 kN —8 kN 10 kN
B2.0.3 L MH’-'=_1 {D—,‘Sm-ﬁkﬁ]—(l-u} Mgo=40kN-m
4 -‘H""'--._H___‘_H D040
L | -

¥
- Vector de posiciba vy
-1 4] 1]

xx,/-lf.' F
Mm::u&;-[:rm,nfj=[ im —dm 0

22 EN —H EN 10 EN

(b)
Mgo==1 (-4 m-10 kN<0« -8 kN) =040 My,=40 kN -m
Pl 1.7 - Vector de posicién 7,
- 0 ]
My ==tigs (rapx F)=| 0 0 —5m
22 kN -8 kN 10 kN

Myz=—1(0—5m-8 kN)—0+40 My, =40 kN -m

Mm;sz'um—" I—{dﬂ'm'm} 1] ﬂ'l
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EJEMPLO RESUELTO 1.8.1 4

Del siguiente sistema de fuerzas, actian las fuerzas F,, Fy , Fy v
Iy Determine los momentos respectoax yez

Datos
Fy=21 kN Fy=12 kN
Fy=16 kN F=13 kN

Determinamos los momentos respecto a los ejes x, v & z; segon las figuras

1.208 (2), {b) v {c), respectivamente:

-Forma Escalar:
M, =—F;-8m— —(96-kN-m) 2IEN
M, =F -6 m4F;.10m—F,-6m — 168.kN-m
M =F;.-10m+F-8m — 264- kN .-m

-Forma Vectorial:

Expresamos cada fuerza en su vector cartesiano: (a)
Fy=[21 0 0]Tn Fy=[0 0 -12] Tn
Fy=[0 16 0]Tn  Fy=[-13 0 0] Tn

Vector Unitario de cada vector:

w=[1 0 0] w;=[0 1 0] ug=[0 0 1]
Vector Posicion:

B=|10 0 6|m D=|10 8 0|m

O=[0 0 0]m =08 6|m

rop=B-0=[|10 0 6]lm ro=D-0=[10 8 0]m
Tpe=C-0=[0 8 G6]m

Determinacion de momentos:
M= i:"an“Fl'H'm-‘ Fy+ronx Fy+ oo "Fz) =—06 Tn.m
My=1;= (ropx Fi+ Tapx Fa+rop X F3 + 1o % Fy) = 168 Tn-m
M, =ug-(ropx Fi+Topx i +ropx Fy+Toc :F,) =264 Tn-m
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IEVELO BBV EL IO Determinar el momento que produce 1a foerza 25 kN . con respecto al eje

AB.

A=[0 0 0]m C:=|L8 0 0|m F:=25 kN
B=|18 0 12]m D:=[09 09 0]m

Paso (1): Determinamos el vector unitario .. que indica el la direccitn
del gje.

Far=C—A=[18 0 0] m u,,r,.="_r’!‘.5.'_:|l 0 0]

f.ar:"

Paso (2): Determinamos los vectores posicitn, desde el punto A

rap=B-A=[18 0 1.2]m rap=D-A=[09 0.9 0]m

Paso (3): Expresamos la fuerza 25 kN, en su forma de vector cartesiano.

@ rop=B-D=[09 —0.9 1.2]m

Paso (4): Determinamos el momento con respecto al eje AB, considerando
cualquier vector de posicion, figura 1.205 (b))

¥
- Wector ﬁ-midh LFTH

=i - Vector de posicidn 74y
’_,-f" 1 ] 0
A - Al 4
Mo e Myp=use-(rapeF)=l 18m m L.2m
 oF 12.862 kN —12.862 kN 17.15 kN
|
E: Myo=1(0kN.m+1.2 m.12.862 kN)—0 (... )+ 0 (-...)
| = 35 .
: e M 4=15.435 kN -m
I .
I
|
| Do osdm
M yei=tiges (TapxF)=| 0.9m 0.4 1mi 0 m
12.862 kN —12.862 kN 1715 kN
(b)
Mye=1(08m17.15 kN) =0 (... )+ 0(....)
M e =15.435 kN -m
Figura 1.209

Myo=M, -u,,=[15435 0 0] kN -m
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1.8.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

m 1.145 Determingr ol momento que prodece la fucrza F 146 Determinagr ¢l momento con respecio al cje AB,
sobre el cje AB que produce la fucrza F

I

wn

<
- -

~
- — ¥

E.J

o
A _..L_._,.-ﬁ.
= ] ;

lm
F=[h+23-6k] T
et 08 i sk
Figura 1.210 Figura 1.211
1.147 Determinar el momento sobre el gje AB, que 1148 Determinar los momentos con respecto a los cjes
produce la fucrza F x. ¥, # que prodoce la fuerza F

F={-15i-33j+24k] Tn

F=[31+35-1k] kN

Figura 1.212 Figura 1.213
1049 Determinar el momento con respecto d ¢je 2, que 1150 Determinar ¢l momento con respecto al eje y que
produce la fuerza F produce fa fuerza F

F=[731-33]+21k] Tn

Figura 1.214 Figura 1.215
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1.8 MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE DADO

1.151 Determinar ¢l momento, que produce la fuerza 1,152 Determinar el momento que produce la fuerza de
con respecto alos gjes x ey tensian sobre ¢l eje CD

S -
Flm——3m— g
T e

W k

Figora 1.216

Figura 1.217
L1523 Determinar ¢l momento de la fuerza sobre los 1.154 Determinar ¢l momento sobre el cje OB, que
CjCs XYy Z produce la fuerza de lensicn

F=[12i-255-15k] I

bt

Figora 1.218

Figura 1.219
1.155 Determinar ¢l momento sobre el cje BC, que
produce la fuerza de tension AD

1.156 Determinar ¢l momento que produce la fuerza de
tensidn BD, sobre el cje BA

Figura 1.220

Figura 1.221
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1.157 Determinar el momento que produce la fucrza 1,158 Determinar los momentos respectos a los cjes X,
con respecto respecto al cje AB Y.q

Figura 1.222 Figura 1.223

1159 Determingr los momentos respecto g los ejes x ¢ 1160 Determinar ¢l momento que produce la fuerza
v, que produce la tension sobre el cable con respecto al gje AC

-5.6m

Figura 1.224 Figura 1.225
1161 Determinar los momentos respecto a los gjes x, ¥, L162 Determinar ¢l momento que produce la fucrza
E con respecto al eje OR
: I5EN

10 &I

10m

o Tt
B kN /’/l’im ¥
=

7/‘.4
o 10 kN

Figura 1.226 Figura 1.227






EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA Y CUER-
PO RIGIDO

2.1. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL PLANO

El equilibrie de una particnla se refiere a la condicion en la cual una
particula, un objeto puntual con masa pero dimensiones despreciables, no
experimenta aceleracidn, es deeir, estd en reposo o se mueve a upa velocidad
constante. Bl equilibrio de una particala se basa en las leyes del movimiento
de Newlon v se rige por las siguientes leyes fundamentales:

» Primera Ley de Newton (Ley de la Inercia): Un cuerpo en reposo
PUTMANCCEri ¢n reposs ¥ un Cutrpo en movimiento conlinuard
moviéndose g ung velocidad constante en lings recta 2 menos que ung
fuerza netu actie sobre ¢17. Esta ley se puede aplicar al equilibrio
de una particula para ascgurar que no haya aceleracidn en ninguna
direccion.

= Sepunda Ley de Newton: "La fuerza neta que actia sobre un objeto es
il ala masa del objeto multiplicada por su sceleracion” I: F=m-a).
En ¢l equilibrio, la aceleracion cs cero, por lo gue la suma de todas las
foerzas que achian sobre la particula debe ser igoal a cero I:E Fp=0).

Entonces: si la resultante de todas las fuerzas gue sctian sobre una particola
e cero, la particula se encuentra en equilibrio.

Fr=%F =0
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]

Figura 2.1

Equilibrio en el Plano: (i) La particula se encuentra en un plano bidimen-
sional (generalmente el plano xy). (i) Las fuerzas se resuclven en dos
dircceiones: horizontal I[.{‘} y vertical {_‘.':}. (fﬁ} La suma de fuerzas en el
plano debe serigual a cero, v sus componentes rectangulares también deben
de cumplir Ia condicidn vectorialmente

L{F:i+F,3)=0
Fp=Fh+FKR+FFiR=0

Diagrama de cuerpo libre:

El diagrama de coerpo libre es una herramienta esencial en el campo de
la mecinica v lu estatica, ulilizada para analizar fuerzas ¥ momentos gque
gelian sobre un objelo o cuerpo aislado. Su propdsito principal es visvalizar
todus las fuerzas externas que afectan a esce objeto y comprender cdmo se
refucionan entre si. Aspectos clave del diagrama de cuerpo libre se presentan
& continuacion:

s Aislamienio del Objeto: Para crear un diagrama de cuerpo libre,
primero s¢ aisla el objeto o cuerpo que se esti analizando. Esto sig-
nifica que se considera Gnicamenie ese objeto v se ignoran todos los
elementos circundantes,

= Representacion Simplificada: En el diagrama de cuerpo libre, el
objelo se represent: como un purte o una figura simple que simplifica
su forma y estructura, lo que facilita ol analisis. La idea es enfocarse
cn las fuerzas v momentos, no en los detalles del objeto.

= Foperzas Externas: Todas las fuerzas externas gque actiian sobre cl
objeto se representan como vectores con magnitud vy direccidn, Es-
tas fuerzas pucden incluir la gravedad, fuerzas aplicadas, fucrzas de
friccion, fuerzas de tension, cle,

s Direccidon y Sentido: Cada vector de fuerza se dibuja en la dircccion
correcta y con ¢l sentido adecvado. Es importante indicar ¢laramente
la dircecion de cada fuerza v si cs una fuerza de traccidn o compresion,

s Etiquetas ¥ Notacion: Sc suclen ctiguetar fas fuerzas con letras
L'F'| S5, r:‘.fc.} y se pucden proporcionar detalles adicionales, como
magnitudes ¥ dogulos, También ez comdn utilizar una notacion que
indique la direccidn y el sentido de las fuerzas,

s Puntos de Aplicacion: Se marca ¢l punio de aplicacion de cada fuerza,
es decir, ¢l punto en el objeto donde la foerza actia. Esio es importanie
para calcular momentos.

= Suma de Fuerzas y Momentos: El diagrama de cuerpo libre permite
aplicar las leves de la estitica, como las ecuaciones de equilibrio. Se
pueden sumar todas las fuerzas en las dirccciones X, ¥y Z, y también
se pueden calcular los momentos alrededor de un punto,

En resumen, el diagrama de coerpo libre es una herramicnta fundamental para
analizar el equilibrio de un objeto o cocrpo. Proporciona una representacion
simplificada de las fuerzas externas gue actdan sobre cl objeto v facilita cl
cilculo de las fuerzas resultantes y los momentos, lo gue es esencial para
resolver problemas de estdtica y mecinica,
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2.1.1. EJERCICIOS RESUELTOS

Determine la tenzién en los cables ACy DB, 31 el sistema esta en BIEMPLO RESUELTO 2.1.1.1

eguilibrio.

SOLUCION

Paso @: DL, del sistema de fuerzas para la aplicacion de las

g e 4
ecuaclones de equilibrio como se muestra en la fipura 2.2 (b).

Pazo @: Aplicamos condicionss de equilibric:

L F,=0; —Tyuecos (25%) + Teopecos (75°) + 5 min(15%) =0 ...(1)

s AF =0 Ty sin(25°) 4 Ty - 5in (757) =5 cos(15°) =0 z4if2)

(a)
Paso (3): Determinacion de fuerzas de las ecuaciones (1) v (23
—co8(25') eos(75)] [Tae 5 sin(15°) ¥ Tes
= j i = =
sin(25°) sin(75°) T 5 cos(15") e
.. Toa : o
o 2,530 AR T T T T £
A ] = A TLA ' s = :-L |
S 1| |
3] | [
b5 s 75°
| =¥ T
Segunda solucion: Toycosi25°) Tegeos(159) X
| -~ | [ }as
2 The=1Tn Top=1Tn i
5 :
E_ sl F=i3Tn
o | vl —
5 <L gz 008 (25°) 4 Ty - 08 (75°) + 5 T sin (15°) = 0 13-seni157)
= - ;
= Tperr i (25°) + T+ 80 (75") — 5 T cos(15°) =0
B A o
gu (&)
ol 2.539
T find (L T =[ ] Tn
Al ¢ =283 Figura 2.2
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UEL . "
BEEMILO RELELEO -1 L Determine la tension en los cables BC v la fuerza en AC, =1 el sistema esta

en equilibrio.

SOLUCION

Paso (1): D.CL. del sisttma de fuerzas para la aplicacién de las
ecuaciones de equilibrio como se muestra en la figura 2.3 (b

Paso @': Aplicamos condiciones de equilibric:

= 3F,=0; Tpecos{d5") + Fyo-sin(30°) + 10 sin (30°) =0 (1)

1 F, =0 Tyo-sn(45°) 4 Fag-e0s(30°) - 10 cos (30°) =0 ...(2)

Paso (3): Determinacién de fuerzas de las ecuaciones (1) y {2)

a
@ e —cos(45") sin (30°) pon Tge: oo |10 sin {30%)
| sin(45")  cos(30%) P | 10 cos (30°)
¥ A X=v Too| gty [B066]
Tozen(75° P 2.679
a
= g Segunda solucion:
s
Topetirhy | 10iniGr) Tpe=1Tn Fro=1Tn
I Il =
| I
u@ : |r' - 1008 (45°) 3 F - 8in (30°) 410 Tn-sin(30°) =0
8 | 1S
&) | 12 Tes- 431 (45") 4 Fper+ 008 (30°) — 10 T - c0s (30°) =0
T., F=l0Ta ¥ ¥ |
(b) find (T, Fug) = [z.um] Tn
Figura 2.3

N Tge | [8.966
Respucsta '_[Fm;]_[z.ﬁ?ﬂ] T'n




Capitulo 2. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA Y CUERPO RIGIDO 113

j EJEMPLO RESUELTO 2.1.1.3

Determine la magnitud de las foerza F' y el dngulo 0. si el coerpo
eticuentra en equilibrio.

Pazo @: D.CL. del sistema de fuerzas para la aplicacion de las
ecuaciones de equilibrio como se muestra en la figura 2.4 (b)

Pazo @: Aplicamos condiciones de equilibrio:
5T

= 3 F,=0; —F.cos(0)—3Tn+5Tneos(28°)+2 Tn sin(19°) =0
F.cos(0)=—3 Tn+5 Tncos (28°)+ 2 Tn sin (19°) ... (1) 3Tn =

E 8
+1 3 F =0; —F.zin{0)+5Tnsn(28")-2Thcos{19"|=0
LF,=0; () (28) (19) /
Fesin(0)=—2 Tncos (19°) + 5 Tn sin (28°) e f2) =
F

Paso (3): Determinacion de fusrza F y el dngulo #de las ecnaciones (1) v (2): 1Tn

Hy

Fusin(f) _ —2 Tneos(19°)+5 Tn sin (28°)
Fecos(B)  —3Tn+5 Tneos(28°) +2 T'n sin(19°)

tan () :=0.221 0:=atan {a) = 12.456 ° ()

Beemplazamos en la ecuacion (2) para hallar el valor de F':

po —2Tn cos(19°) +5 T sin(28°) _, oo
sin (6)

Segunda solucidn:

—

Fr=1Tn f:=1 deg

b

5Tn

—Fecos(#) —3 I'n4 5 Tnecos(28°)+ 2 T'n.sin (19") =0

_....
Suen{18%)

F-oos(8)
TP i 28

—F.sin(0) +5 T sin (287) 2 Th. cos(19°7) =0 ™ *ll 5

—_—.
| 5c0s(28%) x

Foueni@

2.116 kg

il 2 174-10""

Solver Rédtimasnesprueba

5}t [ F

comd 197)

-

2Tn

Comiprobacion: |
~F-cos(0) 3 T+ 5 T -cos (28 deg) + 2 Tn-sin (19 deg) =0 T ok! SR 1Y)
~Fesin (8) =2 Tn cos(19") + 5 Th sin (28°) =0 Th ok!

()

2.116 Tn

il
= m“[ﬂ]_[m.qﬁu'

Figura 2.4




114 2.1 EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL PLANO
; oy
RIEVRT O RESL EL T L1 Determine la magnitnd de las foerza F vy el angulo 8. si el cuerpo ze

encuentra en equilibrio.

Paso @: D.CL. del sistema de fuerras parz la aplicacién de las

1 ecuaciones de equilibric como se muestra en la figura 2.5 (b):
&ln
5Tn
Paso (2): Aplicamos condiciones de equilibrio:
et i - = 3F,=0; —Fsin{33")—6 cos(45")+5 cos(#)+4 Tn=0 oL
4In ¥
e | +1 22F,=0; —Feos(33") 46 sin{45")+5 sin(8)=0 ---(2)
F
Paso (2): Determinacion de fuerza F' v el angulo #de las ecuaciones (1) v (2
]
(2} Jg| F=1Tn 0:=1deg
b
=
i
-
-4
% —F-zin (33 deg) + 5 Tn-cos{0)—6 Tn-cos(45 deg)+4 Tn=0
g
2| —F-cos(33 deg) + 5 Tn-sin(8) 4+ 6 T'n-sin(45 deg)=0
L
6Tn ¥4 o
i
E| ST N
#| | ¥ £ find (7, 0) - (7.748.10") kg
b | 45 z 1§ 3 G 0.468
I I 1 B SRk
broos(dBY/| resm © 4Tn*
339 =
F 3 Fi=(7.748.10%) kg=7.748 Th 0:=0.468 = 26.814 *
e
B Comprobacion:
I e L
T —F -sin (33 deg) + 5 T+ cos(8) — 6 Tr - cos (45 deg) +4 Tn=0 Tn
~F.cos(33 deg) 45 Tn-sin (@) + 6 Tn-sin (45 deg) =0 Tn
(b)

Figura 2.5 _[F]_[7.748Tn
Rﬂmm’[ﬂ] [2&.&14'
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EJEMPLO RESUELTO 2.1.1.5

Determine la magnitud de las tensiones 1,5 ¥ g, 2 demds sus
respectivas deformaciones en los resortes.

Pazo @: DCL. del sistema de fuerzas para la aplicacion de las £
ecuacliones de equilibrio como se muestra en la figura 2.6 (b).

Pazo @: Aplicamos condiciones de eguilibrio:

5 NF,=0;  Tyoecos(57°) =T ay-c05 (37°) + 16 sin (15°) =0
Tye-=eos (57°) =T yy-5in (37"} = —16 sin (15") w1}

P 2F =0, Tyuesin(37°) 4 Ty - sin (57") — 16 cos(15") =0

(a)
Tim-ﬁ‘i'ﬂ{57‘}+T_,|_|_|-Hi'ﬂ{q'ﬂ'“}= lﬁ ﬂﬂﬂ[iﬁt} w o [2‘:
Paso (3): Determinacidon de las tensiones, de las ecuaciones (1) v (2):
_[eos (57%) —cos(37°) x| Toel . [-16sin(15°) ' o
~|sin(57) sin(37) | 7| 16 cos(157) = I e
LT Ik
Tpex _.| [ !J.R'?E] all |8
."1. - XI: 1] —_A s P= ﬂ -
[T,.,,] 11.919 = : 379 I
- Tazgcos(377)
Segunda solucibn: £
I T1m:1= 1 EN ]:“;:: 1 EN é
Vs o8 (5T7°) = 1y cos (37°) + 16 kN «sin(15%) =0
T g =001 (37") + 'y mim (57") — 16 kN < cos(15") =0
: (k)
[ L8Th
find (M. T :[
, (Fac-Tan) =] 11919 115215 988 kN

Determinacion de las deformaciones:

jl
P =K, -, .'-'.::TmzII.HI!IWK.::IIIIE Axy=— L= 11,019 em
m KI.
F,
Fo=Kyezy, Fy=Tpe=9575 kN K,=120 o nz,-:a‘:s.mm
m

Ty 9,875 kN

T 114919 kN
Respuesta=| A=)
Az, 11.919 em

Ar,| | 8220em

Figura 2.6
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EJEMPLO RESUELTO 2.1.1.6

Determine la magnitud de la tension y la fuerza Fy, , a demas, =
respectiva deformacidn en el resorte.

Paso @: DCL. del sistema de fuerzas para la aplicacion de las
ecuaciones de equilibric como se muestra en la figura 2.7 (b):

Paso @: Aplicamos condiciones de equilibrio:

e=0; =Ty cos{2077) 4 Fpesin (357) +19 cos(25%) =0
1 €08 (27") + Fge-sin (35%) = —19 cos(25%) .. (1)

$ 1 22F,=0;  Tpp-sin (27 )4 Fiyo-cos(35") — 19 sin (257) =0
T i 50 (27 ) + Flge - cos (35°) = 19 sin (25°) sl 2)

Paso (2): Determinacién de las tensiones, de las ecuaciones (1) y (2):

A [—rmfz?“ :ﬂn[.&ﬁ]] X [ A

e [—lﬁ cos [‘25“}] [ 1799

a sin (27 cos {35 . 19 sin {25
{ :I o o FM - L
AX=wn {.M:' =AVeg= 18.805 kN
= —0.67
¥
Teyzan{637)
] Segunda solucion:
Tea i
‘E | .F'in‘:_rfz 1 H\T Ir,“_'h!:] I:H
63" r_;
| Ty 008 (27°) + F e 5in (35°) + 19 kN - cos (25°) =0
Frozen{357) 19-c0s{25%) F: |
I 13 = v n o r o
iy 23 & irm.m[z?}JrFm.m:{:zs ) =19 kN« sin(25°) =0
| g
el 35 196N o |
AN —(L6T
e[
Fge
Determinacion de las deformacicnes:
(b} F=K.r F=Tw0=18805 kN K:=170 i d&::=;=ll-llsm
m
Figura 2.7

15.895 kY
Respuesia= Fm —0.6T kN
11.115 em
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EJEMPLO RESUELTO 2.1.1.7

Determine 13 magnitid de la tensidn v la fuerza Foyy debe ser minimo, a
demas, su respectiva deformacion en el resorte.

Paso (1): D.CL. del sistema de fuerzas para la aplicacién de las
ecuaciones de equilibrio como se muestra en la figura 2.8 (k).

Paso (2): Aplicamos condiciones de equilibrio.

= 3F,=0; —Fayecos3(28°)—Tyo-cos(0)+19 cos(33°)=0  ._.(1)

+1 B F,=0; Fpgesin(28°) -1y -5in(0) +19 sin(33") =0 12}

Parz que el elemento CB zea minimo el angulo en el punto C debe ser 90°:
4 28" = 00" Bi= ) — 28" =2 "

Beemplazamos en (1) v (2}

~Fegec08 (28°) = Tjeoe cos (62°) + 19 o8 (33°) =0
Fr;,,-cﬂﬂ[ﬂﬂ°}+1'ﬂr;-wf62"]= 149 {-m{:._i.:'.l'] e {3}

Frpesin(28") =Ty e 5in (62°) + 19 5in(33%) =0
Frp-5in(287) — Ty - sin (62°) =—19 sin (33%) < (4)

Pazo @: Determinacion de las tensiones, de las ecuaciones (1) v (2):

_[cos{28") cos({62°) | _[0.883 0.460 x| Fon
T |sin(28") —sin(62°)] | 0.460 —0.883 i [ ¥
[ 19cos(33°) 1 _[ 15.935 - en| oo [ 9211
_[—lﬂsin{:i:i“]]'_[—lﬂ..'ﬂﬂ Ad=my =4 ““[15.{513]
Segunda solucidn:
2
| F=1Th The=1Tn ";
| :
[_|

€08 (28°) ~ Tiye 008 (62°) 419 T cos (33%) =0

Foopsin (28°) — T'p sin (62°) 4 19 T san (337) =0
| ®)

find (Fen, Tac) = Ilgil;] s

Figura L8

N Fep] [ w2n
S [T,“,.] ™ I 16.61 n] =




118 2.1 EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL PLANO
; oy
BIEVTORELELIO - 118 Deetermine la tension en los cables AR BD v BC y el angule #, 351 el

siztema esta en equilibrio.

Paso (1): D.CL. del sistema de fuerzas para la aplicacién de las
ecuaciones de equilibric como s muesoan en las figuras 2.9 (b) ¥ (c).

Paso @: Aplicamos condiciones de equilibrio en el nodo A, figura 2.9

=+ 3 F.=0; -T,g-cos(0}+10Tn=0
T s-cos(@)=10Tn - (1)

+1 EF"=EI- ; T'M,-,ﬁﬂ.{ﬂ]— 15 Tn=0
(2) Typ-sin(f)=15Tn . (2)

Paso (2): Determinacion de las tensiones, de las ecuaciones (1) v (23

¥
Vaig-sin(8) 15
= Taa-sin(0) tan (0):= 1.5 f:=atan (1.5) = 56.31 *
4B Iyg-vos(8) 10
g1
1L 10Tz Reemplazamos en la ecuacidn (1):
=] 8
Tar ] x o
AeoRis T o5+ 5in (@)= 15 Tn T=2"T" _ 15008 Tn
sin (0)
¥ 153Tn ; ¥ 4
Dieterminamos las tensiones en los cables BD Y BC. usando las ecuaciones
de equilibrio en el node B, figura 2.9 {c).
(h} 1} EF;-=“; I-'..-'.R'W[H]'l'Ifﬂ“"-ﬂi“{ﬁﬁn}—F;ﬂ'_r={}
Ty 8 [53%) = Foo= =1 45y - c0s(0) )
vy Tepsin(3%)
J: +TEF9:{}" V€08 (53°) =1 g - 5in (0) = 0
g Ten Tpp-cos(53°)=15Tn
: Tn
- E Typ=—2"" 24995 Tn
53 ons (55}
- —
3 || @ =
|5 Reemplazamos en la ecuacidn (3):
|| 5
L

T sin(53°) = Fpo= =1y cos {8
T,scos(56.37) 148 B4 ,{ ) po==Tisn ]
Fe= Ty 80 (53%) 4+ Ty - e08 () = 29.906 Tn

(e}

Resprestn = [T‘w] = ["ll'll"-"‘:ER Tn

Figura 2.9 i Hh.a1 "
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EJEMPLO RESUELTO 2.1.1.9

Determine el dngulo @, 21 el zistema de foerzas esta en equilibrio.

Paso (1): DCL. del sistema de fuerzas para la aplicacion de las
ecuaciones de equilibrio como se muestra en la figura 2.10 (b).

bt

Pazo @: Aplicamos condiciones de eguilibrio:
97Tn

> 3IF,=0;

—5.95 +sin (8) -3+ c0s (10°) —9 sin (60°) + 10 cos{0) + 12 sin(45°) =0

~5.95 st (0) 4 10 cos (#) =3 -cos(10°) 4+ 9 sin(60°) - 12 snf45") ... (1)

PP =0;

~5.95 «coa (0] + 3510 (10") 4 9 cos (60°) -+ 10 sin (0) — 12 cos(45") =0
10 sin (0)— 595 cos(0) =12 cos(45°) = 3.:n (10°) =9 cos(60°) ... (2)

Paso @: Determinacion del angulo, de las ecoaciones (1) y (2):

A [-895 10 | _[-595 10 x| 5in(0) ,
10 —595 10 —5.95 cos {6) : T
v | 3 ma{m:} +9 sin{ﬁﬂ’! ~12 sin [-1::] 2.263 AeX=v I
12 cos (45") — 3+ sin {10°) — 9 cos (60°) 3.464 &
5T 1|5
~ | IS
= 8Tn iy
a = 0.745 : “ = costE)]
M:A '-w:[ﬂlﬁﬁﬂ] sin(0) =a=0.745 9 p Lty |
cos (0) =b=0.664 e
E-ins{lﬂ“}l
m[ﬂ]:;:l_llzﬁ f:=atan (1.1125) = 48.048 *
o 11 Tn
ke 12-sen(45%)
——
Comiprobacion: F.95-zan(8)
10 #in (0) — 5.95 . cos(0) =12 cos (45°) — 3. sin (10°) - 9 cos (60")
3.46 T = 3.46 Th. ok! (b)

Respuesta = |0 ] =| 48.048 *| Figura 2.10
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JEM SUELTO 2 )
& L R HO S Determine 1a tension en los cables CE v DE, =i el sistema esta en equilibrio.

|

Paso (1): D.CL. del sisttma de fuerzas para la aplicacion de las
ecuaciones de equilibrio como se muestra en la figura 2.11 (c).

Paso @: Aplicamos condiciones de equilibrio:
=0 T ecns(60%) —Top+ 16 sin (38°) =0
T+ €08 {60") + T = 16 5im (38") s 1)
s 12 F =0 Thpg-sn(60°) - 16 cos(38°) =0
T =sin (60°) 4 0 T = 16 cos (38°) .. (2)

Paso 3: Determinacién de fuerzas de las ecudciones (1) y (2):

Z[::fx;[m'] 1] X_[_Jm,] ﬂ::[lusin(fﬂ!“]]:[ 9.351]

sin(60°) 0 Top 16 cos (38°) 12,608
T il -1, 14 559
AX= A
v [1,1 ] 2 571
16 Tn
(b) Segunda solucion:
1‘1}511:] Tn I.I‘.I;_r;;a“=] 'n
i | =Tz 008 (60") — T+ 16 Tresin (38%) =0
Tang e ]
I 3 T~ 51 (60°) — 16 T« cos(38°) =0
I g :
| E: D 14.559
Ty I 0 a M{I’“"F‘*”}:[ 2.5Tl]m
—IN 1 x
Teproos(80°) i"..‘ - |
g | T «
o P 14.55¢ JI
et —— 6T Respuesta [ ] [ 25,“
16-zen(3287)
(e

Figura 2.11
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2.1.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

2.1 Determine la fuerza I y el dngulo @, si el sistema 2.2 Determine las tensiones en los cables AB, BC y sus

se encuentra en equilibrio deformaciones en los resortes, si P = 20&N.
on
'E g Y _.:{=J-*-‘-'-'-’-"'-"rl-'-r
G 40Tn 1 o
|:li. F i
= '
Q .
. 40° L
¥ i
-
3p° ! k=100 ¥m
=120 1N/m
T k=110 kMNim
Figara 2.12 Figura 2.13
2.3 Determine la fuerza Fy v ol dngolo ¢, si el sistema 2.4 Determine los valores de 7' y €€, si ¢l sistema csti|
s¢ encuentra en equilibrio, en equilibrio,
¥ v
S0KN 22 0h

15 1b

Figunra 2.14 Figura 2.15
2.5 Determine las tensiones en los cables ED, DC, AC 2.6 Determine las fuerzas Fy y F5, si el sistema se
y BC, si el sistema estd en equilibrio. encuentra en equilibrio.

Hy

30 kef

i =l e = = = = e = e )

Figura 2.16 Figura 2.17
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2.7 Determinar @& y 0, si el sistema sc encuentra en
equilibrio,

99 kN
21N

Hy

Y 100 ker
Figura 2.18

2.9 Determing la fuerza I y el dngulo €, si el sistema
s¢ eneucnira én cquilibrio,

Figura 2.20

211 Determine la magnitud de las fuerzas Fy v 15, si
el sistema se encuentra en cquilibrio,

¥

¥ 2N
Figura 2.22

2.1 EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL PLANO

24 Determine el peso del barril y ka tensicn AB sila
tension BC ticne una magnitud de 24 kN,

- N e e e B §

4 54
&0

1= === === = = ls = 1= 0

Figura 2.1%
210 Determinar las tensiones AB y BC, considere ¢l
peso del barril de 45kgf, si el sistema estd en equilibrio,

N e e N N e

< g/ ©

g

E 3im
Emi

] B

1

2m | EEJ
Figura 2.21

212 Determine las tensiones en cada uno de los cables,
si el sistema se encuentrs en equilibrio,

Figura 223
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2,13 Determine Py y P, si Py = 23kg £, de tal manera
que el sistema se encuentra en equilibrio,

Figura 2.24

215 Determine las tensiones en los cables AB y BC,

si el peso del barril es de 10 Tn, si el sistema estd en
equilibrio,

Figura 2.26

2.17 Determine la tensidn en BC y la fucrza en AC, si
el sistema se encuentra en equilibrio.

214 Determine la tensidn en BC v la fuera en AC, siel
sistema s encuentra e equilibrio

Figura 2.25

L6 Determine la tensidn AB y la fuerza necesaria para
mantencr en cquilibrio ¢l siguicnte sistema,

NIy PN VI AT NI RV

E

W=4To

Figura 2.27

218 Determine el dngulo 8 y el peso del barril para que
cl sistema se encucntre en equilibrio. si Tgy = 23kN.

Figura 2.29
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2.1% Determine la fuerza necesaria para mantener en 220 Detemine las tensiones en cada uno de los cables
equilibrie el sipuiente sistema, de la siguiente figura, si estd se encuetra en equilibrio,

n W=13 kef Pazp de la viga de acere= 200 [b

Figura 2.30 Figura 2.31

2.21 Determine las lensiones sobre los cables AB y BC, 222 Determine la fuerza /' necesaria para manlencr en
i el sistema esta en equilibrio. equilibrio ¢l siguicnte sistema,

A e N e e

3 = o o -

W=30 keaf
F
c
W=40 kef Pazo de la viga da acere= 200 1b
Figura 232 Figura 233

2.23 Detemine las tensiones sobre todos los cables de la 2,24 Determine las tensioncs sobre los cables si el sis-
siguicnte figura, si el sistema se encucntra en equilibrie.  tema se encuentra en equilibrio.

A== Y = F= = = §

Peso de La viga de acero=200 1t W=34 k¥ =8 et

Figura 2.35
Figura 2.34
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2.25 Determine las wensiones AB y BCoa demis, la 226 Determinar las tensiones en los cables, si los pesos

elongacion del resorte, de los barriles son 6. Tn y 4T,
[
Il
l D
2
I
Il

B 50°

Figura 2.36 Figura 2,37

2.27 Determine la lension en el cable AB, su respectiva 2.28 Determine la fuerza normal y la fuerza P, siel
elongacion del resorte y el peso del barnl peso del cuerpo es de 23kgl.

Figura 2.38 Figura 2.39

2.29 Determine los pesos de los dos barriles, si faten- 230 Determine la fuerza I, para mantener en equili-
sion cn el cable AB es 45 kN, brio el siguiente sisteme, si la lension sobre el cable AC
es 891b

e e N e ]

Pezo de la vizga de acero= 200 b
Figura 2.40

Figura 2.41



1126 2.2 Equilibrio de una particula en el espacio

2.2. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO

De la primera y segunda ley de Newton yva definida anteriormente, cl
equilibrio es aplicable a todos los sistemas coordenados en el plano 200 y el
espacio 310

Equilibrio en el Espacio:(i) La particula sc encuentra cn un espacio tridi-
mensional (XY Z). F::J Las fuerzas y momentos se resuclven en u*::a I:III'LL'
ciones: horizontal {I} vertical (}f} y perpendicular al plano xy(z] HI La
suma de fuerzas y momenlos en el cspacio debe ser igoal a cero:

Fp=10
En sus componentes rectangulares: Y For + }:ﬂj + Y. F.k = 0, entonces:

EF =0
LF, =0
LF, =0

Diagrama de cuerpo libre: El diangrama de cuerpo libre es una herramicnta
esencial en el campo de la mecdnics y 1o estatica, otilizada para analizar
fuerzas y momentos gue actian sobre un objeto o coerpo aislado. Su
proposito principal es visualizar Wodas Tas Tuerzas externas gue afeclan a ese
objelo y comprender como se relacionan entre:

= Aislamiento del Objeto: Para crear un diagrama de coempo libre,
primero se aisla el objeto o cuerpo que se esti analizando. Esto sig-
nifica que se considera Gnicamente cse objeto v se ignoran todos los
elementos circundantes,

= Representacion Simplificada: En ¢l diagrama de cuerpo libre, ¢l
objeto se representa como an punte o una figars simple que simplifica
su forma y estructura, lo que facilita el andlisis. La idea es enfocarse
en las fucrzas y momentos, no en los detalles del objeto,

= Fuerzas Externas: Todas las fuerzas externas gue actian sobre el
objeto se representan como vectores con magnitud y direceion. Es-
tas fuersas pueden incluir Ia gravedad, fuerzas aplicadas, fuerzas de
friceidn, fuerzas de tension, ete.

# Direccitn ¥y Sentido: Cada vector de fuerza se dibuja en la direecidn
correcta v con el sentido adecuado. Es importante indicar claramenic
la direccion de cada fuerza y sies una fuerzy de traccion o compresion.

» Eligueias y Notacion: Sc suelen ctiguetar las foerzas con letras
(Fy,Fa,ete.) y se pueden proporcionar detalles adicionales, como
magnitudes y dngulos.

= Puntos de Aplicacién: Sc marca el ponto de aplicacion de cada fuerza,
es decir, el punto en el objeto donde 1a fuerza actia,

= Suma de Fuerzas y Momentos: El diagrama de cuerpo libre permite
aplicar lag leyes de la estitica, como las eeuaciones de equilibrio, Se
pueden sumar todas lus fuerzas en las dirccciones X,V y 2

En resumen;, el diagrama de cuerpo libre es una herramienta fundamenial para
analizar el equilibrio de un objeto o cucrpo. Proporcion: una representacion
simplificada de las fuerzas externas que aciian sobre el objeto y facilita el
cilculo de las fuerzas resuliantes y los momentos,
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2.2.1. EJERCICIOS RESUELTOS

Determinar las tensiones en los cables 4D, 8D v Iz fuerza F, sabiendo que
el sistema e eticuentra en equilibrio. A demas. se sabe que la tension sobre
el cable OO e de 1011

EJEMPLO RESUELTO 2211

Paso @: Determinamos las coordenadas de los puntos AL B. Cy D, v los
vectores unitarics correspondientes, figura 2.42 (b}

A=|2 2 0]m Fop=10 kN
B=|5 6 0|m
Ci=|-3 1 0]m
D=0 0 6]m

AD=D-A=]|-2 2 6]m lAD |=6.633m 3
BD:=D-B=|-5 —6 6|m IBD |=0819m )
CD=D-C=|3 —1 6]|m lcp |=6.782m
Vectores unitarios
Hyp=———=|-0.302 0.302 0.905] {a)
T ap |
= BD
= =|-0.508 ~0.609 0.609
T |
D
TGS =[0.442 —0.147 0.885 z
"l'.aﬂ "G_D I I I T

Vectores cartesianos de las tensiones, fignra 2.43 (c).

i : D006
Tan=Tan=wap=Tap | —2302 0.302 0.905) R

Tiun=Tpp =ty =Ty | 0508 —0.608 0.609 ]

Ty =Ty~ thgrpy =10 kN |D.442 —0.147 0.885]

=F.=F.|0 0 1]

Paso @: Aplicacton de las condiciones de equilibric para determinar lag
tensiones en los cables.

BY5.6.0im

E Fr=0;
(—0.302) T 4+ (—0.508) Typ+ (0.442) 10 kN =0
5 Fy=0

(0.302) Typ+ (—0.609) T+ (—0.147) 10 KN =0
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»Fz=0D;

1 £ (0.905) Ty, + (0.609) Ty + (0.885) 10 kN 4 F=0
11”,3: 1 kN TF_B”!="|. kN F=1kN

(—0.302) Typ+ (—0.508) Ty 4 (0.442) 10 KN =0
(0.302) Typ+(—-0.609) Typ+(—0.147) 10 kN =0

c (0.905) T+ (0.609) Typ+ (0.885) 10 kN + F=0
i 2 - I
= e ] W
il ;‘, B Tap
—— T'yp | +=find {T..-'I.I'HTHIHF}
% B F
(c}

Figura 2.42 Tan 10,193

F ~19.683

Determinar las tensiones en los cables B4, 8D v BC. sabiendo que e EJEMPLO RESUELTO 22.1.2
sistemna se encuentra en equilibrio.

Paso (1): Determinamos las coordenadas de los puntos A, B, Cy D, v los
vectores unitarios cofrespondientes.

A=|0 5 -2|m C=[0 -4 0]m X
B=[5 0 0]m D:=[0 & 3] m S
F=3% Th

Vector cartesiano de la fuerza F
wi=[1 00} F=F.u=[36 0 0| Tn

Vectores Unitarios de las tenziones

BA=A-B=|-5 5 -2|m T [I;: ! =[-0.68 0.68 —0.272]
BD=D-B=|-5 6 3|m tigy= ||:I;} I =|-0.508 0.717 0.3509] ()

BC=C—-B=|-5 - 0]m mwz-iﬂ—ﬂ-..q—u_?m —0.625 0]

BC |
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1;3_@}

Vectores cartesianos de las tensiones, fignra 2.45 (b).

Tia=Ths-tiga=Tgs-| -0.68 0.68 —0.272]

Tm.= :rﬂn L] Tlmj= ]-H'!J"' [ —il,-"l!ﬂ'l ”.-T].T {}. r“-ﬁ!;l

Tho=Tpetipe="Tpe-|-0.781 —0.625 0]

F=[36 0 0]Tn

Paso (2): Aplicacién de las condiciones de equilibrioc para determinar las
tensiones en los cables.

Y Fr=0;

(-0.68) Ty + (—0.508) T+ (0.781) Tpe + 36 Tn=0

3 Fy=0;

(0.68) Tys +(0.717) T+ (—0.625) Tpe=0

Y Fz=0;

(—0.272) T4 +(0.359) Ty =0

Solucion de 1a ecuacton (1), (2) v (3)

’I'm =1Th

(—0.68) T'pp+(—0.508) Typ+ (—0.781) T+ 36 Tn=0

]I.Bﬂ:= 1 Tn

‘j"m‘.;= 1 'T‘ﬂ-

(0.68) T'ga+(0.717) Tpp+ (—0.625) Tpe=0

(—0.272) T+ (0.359) Typ=0

1 .I'M

:riK-‘

Tra
1 Ii’_ﬂ.‘l- =

P

B

13.525
1248
26.472

Ty {=0nd (Tpp , Tpp, Tpes) = [

Tn

13.525
10,248 | T

26.472

.-(1)

(2)

.(3)

CONTINUACION

o e =)
““ .h'_ i -
i
" Taun

(B)

(c)

Figura 2.43

13.33Tn
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2.2 EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO

JEM SUELTO 2.2.13 ! : . : g
& L R SRl Determine la magnitund de la tension 'y, v el angulo @, =t el cuerpo se

enicuentra en eguilibrio.

Paso (1): Determinamos los vectores cartesianos de cada una de las
tensiones. fioura 2.46 (c).

Tpi=—16 i

Ty = —10 cos(50%) - 5in (22°) 1 — 10 cos (50°) cos (22°) 5+ 10 sin (50°) k
w:=—11.65 k

Tyei=8 cos(30%) . cos (45%) i —8 cos (30°) sin (457) §+ 8 sin (30°) k
Tugyi=T g~ 008 () i + T o sin(8) 5—0 k

=11 £% Tn Paso @: Aplicacitn de las condiciones de equilibrio para determinar Ia

magnitud de 1a tensién y el angulo 8.

SNilFr=0;
@) —16 — 10 cos (50°) « sin (22°) + 0+ 8 cos (30°) « cos (45°) + Ty -cos(0) =0(1)
EF,E:I];
= 0—10 cos(50°) cos(22°) 4 0—8 cos(30°) sin(45°) + T yy-sin(0) =0 ...(2)
r_.”j-lﬂ]:l i'_.”-ETn |

(k)

Figura Z.44

¥ T z
w=11.65Tn

g I Tup=1 B4
16— 10+ cos (50°) « sir (22°) 4 0 48 cos (30°) « cos (45°) + Ty -cos (0) =0
010 cos{50") cos(22°) 4 0 —8 cos(30°) sin (45°) 4 Ty sin(6) =0

Tag|. i _[17.332
T

w=11.65Tn
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Determinar las temstones en loz cables B4, BD v BC, szbiendo que e
sistema se encoentra en equilibrio.

Paso (1): Determinamos los vectores cartesianos de cada fuerza.
-Determinamos las coordenadas de los puntos A, B, C v D vy los vectores

naitarios correspondientes. fisura 2.47 (b 1=
p B

A=(0,4,0) BA =(—4,0,0)

B=(4,4,0) BC = (—1,-4,3)

C=(3,0,3) BD=(—4,-2.5)

D=(0,2,5)

0= (0,0,0)

F, ={0,0,=7)1In
Fy — (4. cos(30), 0, 8- sin(30%)) T

figa= Iﬂlﬂll [=4 0 0] =]=1 0 0]

NP | —\'26 —(2-‘.,..'[25) 3-1/26
= 150 =2 =48] EH; ) 1(:; ) 26
EO —{4.y/5) —l2-4/5) /5
'I.LH”._ WB—DW |—4 —2 5] —¥ ) — Tj—----— _-_-l_s__-_ -—:-‘— l

[THJ"u. Ttmy Tllﬁi]::irﬁﬂ'uﬂdzl_l 0 l]] T'ya

[Tane Tony Tims|=Tap-tap=|—0.59 —0.298 07451,
[Toce Tooy Tace]=The-tpge=| 0196 —0.784 0.588] Ty
F, ={0,0,-T)1n

Fy = (8- cos(30%), 0, 8 sin(30°)) I'n

Paso @: Aplicacion de las condiciones de equilibric para determinar las
tenziones en los cables.

Y. Fr=0;
—1 Ty —0.596 Ty — 0,196 T+ 04 8 cos (30°) Tn=0
1 Tya+0.596 T+ 0.196 Ty = 8 cos(30°) Tn ... (1)
¥ Fy=0;
0 Ty — 0208 Thp — 0784 Ty + 04 0=10

0 Tyyp— 0298 Ty — 0.784 T =0 Al iy
Y F:=0;
i 1’[;_,] + .74 T+ OL68E T =T T4 8 cos {H"B} Tn=0 I[b:l
0 Ty +0.745 T+ 0.588 Ty =T Tn—8 sin(30°) Tn ... (3)
Figurn 2.45
Ty 3.925
Respuesta =Ty, |=| 5753 | Th

Ty ~2.187
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EJEMPLO RESUELTO 22.15

Determinar las tensiones en los cables D8 DC v la fuerza 00, zabiendo
que el sistema se encuentra en equilibric.

Paso (1): Determinamos los vectores cartesianos de cada fuerza.
-Dieterminamos 1as coordenadas de los puntos A, B, C y D v loz vectores
utiitarios correspondientes. figura 2 48 (b).

A= (-5,5,0) DA = (5,5, -12)
B=(3,1,0) DB =(3,1,-12)
C=(1,-3,0) DC=(1,-3,-12)
D=(0,0,12) DO = (0, 0,—12)
0 =(0,0,0)
T'ypp= 700 kKN
- 1 (5.y194) sev/198 —(6.\/194)
Wpy = |_5 5 _1*3]_4 L i) L] —e e T
|DA| 194 194 a7 !
P (32 18] 3154 154 —({i-\,n"lﬁd)
[EalEd 154 154 T
1
Ty i= [1 —3 —12]=]0.081 —0.242 —0.967]
" el
® : [0 0 —12]— [0 0 -1 Ta = T00 kN
Unn=——"0 =71 3= -
(1) |iml Ly I

[Tonx Tioay Toas|=Tha-tpa=|-251.285 251.285 —603.085 | kN
[Tose Tosy Tome]=Tpp-upp=[0.242 0.081 —0.967] Ty
[r.['“;;“ T"{.b}. r]."ﬂ]!:jﬂ;m-u'x.l:I“.UEI —0.242 —-[I.Hﬁﬂf[},(_r
[Foos Fooy Fooe]=Foo-tipe=[0 0 -1] Fp,

Paso (2): Aplicacidn de las condiciones de equilibric para determinar las
% tensiones en los cables.
ol Tin
;w‘._? 5 Fr=0;
&Y —251.285 kN +0.242 T+ 0.081 T +0=0
C{I.-i‘ﬂ)m 0,242 g i L
o+ 0081 T =251.285 kN -.{1)
/ T it » Fy=o;
251,285 kN 4+ 0.081 Ty — 0,242 T 4 0=10
0.081 Ty = 0.242 T = —251.285 kN < (2)
B lom ™ 3 Fr=0;
—G3.085 kN —0.967 T'hn — 0967 T —1 Fry =0
{tl} —LMGT JJ!"}H = (1.9GT ’I';x-;— 1 ’f',n= GE.08s BN - {:!-]
Figura 2.46
Tom 621.219
Respuesta= T =1 1246.206 | kN

Fpo| |—-2408972
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EJEMPLO RESUELTO 221 6

Determinar laz tensiones en los cables 5C. B4 y BID. sabiendo quoe e
siztemna se encuentra en eguilibrio.

Paso @: Determinamos loz vectores cartesianos de cada fuerza
-Dreterminamos las coordenadas de los puntos A, B, Cy D; v los vectores
oaitarios correspondientes, fizura 2.49 (b).

A=(0,9,0) BA=(0,3,0) k=10
= (0, 6, 0) BC = (—2,-46,4)
= (-2, 0,4) BD = (4, -6, 6) ky =15
= (4,0, 6)

3 737

Tpa [0 3 0]=]0 1 0] G jom

IBJ"H i B
V14 —(s-v1a) Ve
4

14 7
Vn s.vm) s.vm

1 22 22

A0 S DI | (S
e e

k=10To'm
[4 -6 8] k=13Tn/m
TI =0 —iG —r
i JLBD"

[T“(]I 'rlm Tm] =1 Im';' U= I—lL?ﬂT —{).8ix2 lj_ﬁ:l_".-l T.ﬂﬂ

[Tone Tany Too )= Thpstpp=[0.426 —0.64 064] Typ (@)
[T“J‘I Trl-l-g Tl.‘--h ] = T:.M gy = I 01 ﬂ?""‘,.'

F, ={0,0,—8)Tn

Paso (2): Aplicacién de las condiciones de equilibrio para determinar las Cr-2.0.4im
tensiones en los cables. l

EF:T:I] ]
0,267 T+ 0,426 Ty 4+ 0 Ty 4040 =0
—0.26T Tpe + 0426 Typ=0 (1)

D4 0. dim

S Fy=0;
~0.802 Ty~ 0.64 Ty + 1 Tygp +0=0
—0.802 T —0.64 Ty +1 Ty =0 = (2)
5 Fz=0:
0.535 Ppe+0.64 Thp+ 0 T —8 Th=0
0.535 T+ 0.64 Typ=8 Tn sl i8]

[ T ] I 4.546

Thnl=] 535061 Th
" ',M‘ 10,252 o
Determunamos las deformaciones en los resortes
[ Figura 2.47
ey Tye+ky 0.855
Typ | = -'m_:— ko l=10.357T | m
_.'lfm i !i.-i - k 1025
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EJEMPLO RESUELTO 22.1.7

Determinar laz fuerzas DC. DB v 104, sabiendo que el zistema se enicuentra
en equilibrio.

Paso (1): Determinamos los vectores cartesianos de cada fuerza.
-Dieterminamos 1as coordenadas de loz puntos A, B, C y D v loz vectores
otiitarios correspondientes. 2.50 (b).

r=4m

A= (—r - co8(57") , —r « 8in{57°) , 0) DA=(-2179, —3.355,8)
B =(r+coa{45"} ,—r - sin{45%) , 0} DC=(2,3464 , 8)
C= (r-sin(30°) , r - cos(30"} , 0) DB = (2.828 , — 2.828 , 8)
D=(0,0,-8)

» 1 5% Jloat, 4 e
ﬂm::—-—"|—-2.lﬂl —3.355 8| v | -0.2436 —0.3751 0.8944 ]

DA
Hogi= |wc1

4
02236 0.3873 0.8944

| [2 3.464 8]

[2.828 —2.828 a]

W= [0.3162 —0.3162 0.8944 |
ILDBﬂ
(a)
[Tucx Toey Toee]=Tootpe=[0.224 0.387 0.894 I
[ Tone Tony Tons | = To-tpp=| 0.316 —0.316 0.804] Ty
leu Tisay le.ﬁa]::T:M'“.'le—u-m —0.375 0.894 [T},
F=(0,0, —800) kN

Paso (2): Aplicacidn de las condiciones de equilibrio para determinar las
fuerzaz en los cables.

3. Fe=0;
0.224 Tpe+ 0.316 T — 0.244 1), + 0 =0
0.224 Tper+0.316 T — 0.244 Tig=0 -.1)
E Fy: 1]
0.387 T'pe-—0.316 Ty —0.375 Ty +0=0
0.387 Ty — 0.316 T — 0375 T =0 a2}
o FE=0;
0894 T4+ 0.894 T 4+ 0.894 Ty — 800 kN =0
0.894 T 4 0.894 Ty + 0894 T, =800 KN ... (3)
(b) To: [43&.5?1
Respuesta = I""D-!,l =| 23.381 | kN
Figura 2.48 Toa 4329038
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EJEMPLO RESUELTO 221 8

Determinar las foerzas DC. DB vy DA sabiendo que el sistema se encuentra
en equilibrio, a demas, las elongaciones en los resortes.

Paso (1): Determinamos los vectores cartesianos de cada fuerza.
-Determinamos las coordenadas de los puntos A, B. C v D vy los vectores
nnitarios correspondientes. 251 (b

ri=2m

A = (r-cos(35%) , r-sin{35"), 0)
B = (r«sin{30") .—r«cos(30°) , 0}
C=(—r -sin{53") , r - cos{53") , 0)

DA = (1.638, 1.147,10)
DC = (—1.597,1.204, 10)
DB=(1, —1.732,10)

D={0,0,—10)

Sloat 4

g = _I-I_ﬂ_f'l" | 1638 1.147 10] 1125 0.9806]

Jloat 4
= [-1.587 1.204 10] | -0.1566 01181 0.9806] k=10Tn/m
oo " G
i, [1 —1.732 10] % [0.00806 —0.1698 0.9806] S
U= =17 —— b ~0. K
" nnﬂn 167n

(a)

ITI'JGJ: T"r_'b. Tm]::T.m'umzl—n-]ET “-’]H D-HHI] T'm

[Tone Tony Tom | =Tpy- tpp=[0.098 —0.17 0.981] Tpy

[Toae Toay Toae]|=Toa-upa=]0.161 0.113 0881] 1),
= (0,0, —16) Tn

Paso (2): Aplicacién de las condiciones de equilibrio para determinar las
fuerzas em los cables.

. Fr=0;
BT T 4 0008 Ty 4+ 0.161 Ty +0=0
—0157 T+ 0,098 T+ 0.161 Ty =0 (1) s
Y. Fy=0;
D118 Ty — 017 T +0.113 Ty +0=0
0.118 T — 0.7 T+ 0113 Ty =0 -..(2)
5 Fz=0;

0.981 Tpee + 0981 Ty + 0.981 Ty — 16 T=0

DA81 T+ 0,981 Thp+ 0981 T, =16 Tn . 13) Dy0.0.-16)m
Tie]| [6.943 k=10 Tn.m™" ik
T'pn |=| 6.635 | Tn k=12 Tn.m"'
Tpa] 12752 ky=8Tn.m"' (b)
Determinacitn de la Elaﬂg,acién en los resortes:

e gura 2.49
Ep: T+ RE.THE o
o | = Im—k, =166.351 | em
oA Tpa 22765
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2.2.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

jercicios

E

231 Determine fos tensiones en los cables AD, CD y
B, si el sistema se encoentrs en cquilibrio.

z &

Figura 2.50

233 Determine las fucrzas [3A, DB y DC, si el sistema

esta en equilibrio,

Figura 2.52

DC, si el sistema esta en eqguilibrio.

»
g W
=

!

12m

W=2800ksf ==
Figura 2.54

2.2 EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO

232 Determine las tensiones sobre los cables AB, AD
y AC, si el sistema se encuentra en eguilibrio,

-

Figura 2.51

23 Determine las tensiones en los cables DA, DC v
DB, si el sistema esti en equilibrio,

A 45Tn "
3m
B a=4m
Il‘l c=5m
A d=12m
d|
.'-\I"-H B
ol
b J i _Lzb
; A5 7\
Q.52 s #
2 =~ ° ¢ y
A x
Figura 2.53

236 Determine las Tuerzas Fi 5 y Fy, siel sistema
estd en eqguilibrio.

Figura 2.55
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2,37 Determine las tensiones en los cables A, BD y 238 Detormine las tensiones en los calhes CA, CD oy

I3, si el globo ejerce una fuerza de 200kN, CH, si el sistema se encuentra en equilibrio,
s
A o Ty
- =2 B

‘ B
'<[, W=200kN

Figura 2.56 Figura 2,57
239 Determine las lensiones en los cables DA, DB y - 2,40 Delermine la tensidn en AB, las luerzas en DB y
DC, si el sistema se encuentra en equilibrio, BC, &i el sistema se encuentra en equilibrio.
3 T, e
v - = " -’_‘_.-
_Lz?f’:i ;&' -7 5m ¥
S
_\h .t::.'.
‘ W=300kef
Figura 2.58 Figura 2.59

241 Determine las tensioncs en los cables DA, DB vy 242 Determin las tensiones en los cables AD, DB y
D, si el sistema se encuentra en cquilibrio. CID, si el sistema se encucntra en eguilibrio.

Diengidad del material 1= S

10 kg c
- Eh) Gm
s S im
e
o D ..r"f..-"'_i‘.m -
s =
= i) i ~ Jm
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2.43 Determine la fuerza Fy, 5 v F3,osiel sistema estd 244 Determina la fuerza £, las wensiones BD y DC, si
¢l sistemna se encuentra en equlibrio.

en equilibrio.
3 I

Eadio de los discos 60 o
£ m

[ C

-~
= Siomae D
o B; E=200kN/m
A 13 = x=20cm Em,;r"&
3 e
- < Im

a
F: Ly < —=
B Zm f_.-f "’..r' S ¥
Im '—?m—;/ ?

FF B S )
1‘““:\% W=34 Tn A~

Figura 1.62 Figura 2.63

245 Determine la tension en cada uno de los cables, si 246 Delermina la lensién en los cables DA, DB y DC,
cl sistema esta en equilibrio.

.
A F-W=ETn

v sus respectivas clongaciones.

T §

=200k 'm
L= 00N m

W=T50kef

Figura 265

Figura 2.64
148 Determinar las tensiones en los cables y sus enlon-

247 Determinar ba tension en los cables CA, CB y CD,
si el sistema estd en equilibrio. gaciones en los resortes, s1 ¢l sistema estd en equilibrio,

E1=130kNm I
kz=120kN'm I
k=140kN/m

B

F= -12kN 125k }
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249 Determine las tensiones en los cables AC v BC, a
demis, la fuerza F. para mantener ¢l equilibrio.

A :
- = d B
(-
.’! r: - = i‘;‘! - ,‘}I
e - =
I~ 4
| : [
| & \
2| o [
| = T =
| 2m l ¥
< W=1000kgf N
Figura 2.68

2.51 Detemine las fuerzas AB. AC v AD, si cl sistema
siguiente cstd cn cquilibrio.

Figura 2.70

253 Determine las tensiones CB, CD y CE si ¢l sistema
esti en equilibrio:

I . D
B
\, A~ E
‘\ 1
" - F =
NP =
"_: ; B b}
- /
¥ o ""'52 £ ¥
Y - 'fxﬂ:-' -
e T P
Frgiit o
= o G W=0ksf

139

2.50 Determine la magnitud de las fuerzas Fy vy Fa,a
demds, la tension T,

z
A [
ET | - E?L. 85 l
HIE ~ .‘1‘5} |
FJ ||' g z :
;_1:1 | B 45m 3"?:""' "‘*_"Jl
im
W=23.5Tn x
Figura 2.69

152 Determine las tensiones DA y DB, a demas, el
peso de la placa, si el sistema esti en equilibrio.

—l
|
L ™

%
2
i

Figura 2.71

254 Determine las fuerzas sobre las barras que produce
el peso de 2000b, que esta conectada a la pared a través
de una polea en D




2.3. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

En ¢l capitulo anterior, se estudio las fuerzas externas que actdan en un
cuerpo rigido, como pueden reducirsea un sistema fuerza par en un punto
arbitrario o cuando la fuerza y el par son iguales a cero, las fucrzas externas
forman un sistema equivalente a cero y se dice que el cuerpo rigido se
encuentra en cguilibrio, por lo tanto, lo descrito concoerda con la primera
ley de Newton, entonces:

LEr=0 IM{=0
LF,=0 EM,=0
ER,=0 EIM,=0

Para el andlisis de equilibrio de un cucrpo rigido, las fuerezas aplicadas sobre
un cuerpo rigido, s¢ consideran también las reacciones cjercidas sobre esie
ultimo por sus puntos de apoyo, S¢ apoya un tipo cspecilico de apoyo -
regecion,

REACCIONES EN LOS PUNTOS DE APOYO Y CONEXIONES

[ ® Reacciones equivalentes a uny

fuerza con una lines de accidn.

®Reacciones equivalentes

Bisagras
Reacciones de tres tipos € a una fuerza de magnitud
Articulaciones
y direccidn desconocida

® Reacciones equivalentes — apoyos [ijos
a ung fuerza v un par

REACCIONES EN LOS SOPORTES:

Son las gque previenen las traslaciones de un cuerpo en una direccidn dada,
entonces una fuerza o5 desarrollada sobre el cuerpo en esa direccidn. Igual-
mente, 51 una rotacion es prevenida, sobre el cuerpo se gjerce un momento

de par.

Tipo de Apoyo Idealizacion Reaccion N* Incopnitas

s | £ R

g & |
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Tipo de Apoyo Idealizacion Reaccion N* Incognitaz
: o T :
—le

§:' 4’7 ‘Q— 3

IDEALIZACION - DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE:
Es la simplificacion, cspecificacion completa de todas las fuerzas externas
conocidas y desconocidas{reacciones) que actian sobre un cuerpo.

PESOS Y CENTROS DE GRAVEDAD:
Previo al estudio profundo del tema, s¢ provee una introduccidn basica a la
aplicacion de cargas distiibuidas en los clementos estructurales,

Yy ¥y Ya
W W=y o
lzcorva
: X=
o x a X o X
La magnitud de la La posicién de 1a
Carga fuerza resultante se fiiotrs rosalsts as-al
Distribuida determina el area bajo

s centro de gravedad xc
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2.3.1. EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO RESUELTO 23.1.1

Determine las reacciones en los apoyos (A v B), del siguiente cuerpo rigido

Paso @: Diagrama de cuerpo libre (DVC LY, del cuerpo rigido como se
muestra en la figura 2.74 (b).

w—é-un{%}

Paso @: Hallamos la fuerza resultante v su ubicacion de Iz carga distribuida:

10Tom 3y Determinacion de la fuerza resultante:

C = iy -
w=6 sin| A w () := 6 8in el
m 1 i s £
(E} ¥ b
dF=w-.dz J {1F=de:
it il
[
. T2 s
L F==Jﬁ Hitl(" I]ql:r — F= S Tn=22918Tn
" £ ™ m
i
|_ S T ___I . 10 Torm : :
By 4 E{) b} La fuerza resultante actda a 3m de A, respecto al eje "x" (Por simetria)
Iim
L RBTTi Paso @: Determinamos las reacciones haciendo uso de la ecoaciones de
’ equilibrio, segin la figura 2.74 (b
(k)
+0 XM =0; F(3m)-Ry,(6m)—10Tn.m=0
» ' _F-:!.m—an-m_ng,Hh
Em fiy'= 6m
I_ gt _l_ S -l_a 10 Tom
D~ - N3 SF,=0; Ryt 0=0 R, =0Tn
-
13.13.Tn 379 Im
+TEFLI'=D; RM+R"!—F=1]
(]
Ry =F —Hy,=13.126 Tn
Figura 2.74
F 1 [22018
) Ry, 0
d oot Ryl | 1326

Ryy| | 9.792
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EJEMPLO RESUELTO 2.3.1.2

Determine las reacciones en los apoyoz del siguiente cuerpo rigido.

Paso f.:‘:l:": Diagrama de cuerpo libre (D.C L), del cuerpo rigido como se
muestra en la figura 2.75 (b):

Paso @: Hallamosz la fuerza resultante v su ubicacion: 'I' %0 Ta 15 T'm
|
I3g-
=15 i F=mw6m=59Tn =3 m
m 4 B Ty [ Y ¥ ¥ ¥
ﬁgb . b
Paso @: Determinamos las reacciones haciendo uzo de la ecuaciones de |_1 | . .
equilibrio, segin la figura 2.73 (b). IR =
+0 X M,=0; 80 Tncos(30°) 2 m—Rg, (6 m)+90 Tn(9 m)=0 &
a
B 80 T cos (30°) 2 m+90 Tn-9m
L G m
'li".'p = 158,004 T B0-coz(I07) 90 Tn
* ; o B £ 80-sin(30%) D
=¥ EFEZI'.I a Rﬂ — &0 fh-m{.‘lﬂp}:ﬂ il = ¥
, 2
) B e = L 3m AP
Ry =80 Tn-qin (30°) =40 Tn " ]
Ay R,
L EF,=0; R+ Ry — 80 Tn-cos (30°) — 180 Tn=0
Ry, =80 Tn.cos(30°) + 180 Tn— Ry, =91.188 Tn
(b)
R:i#' 2
Respuesta:=| Ry, | = ﬂl 88| Tn Figura 2.75
Re,| [158.004

EJEMPLO RESUELTO 2.3.1.3

Deetermine las reacciones en los apoyos del siguiente cuerpo rigido.

Paso (1): Diagrama de cuerpo libre (D.C.L ). del cuerpo rigido como se
tuestra en la figura 2.76 (b).

Paso (2): Hallamos la fuerza resultante v su ubicacion:

| e I e B wi=10 1" Fe="""" _50Tm
-lm-i-'-fm—-l-im-l-—#m—- " 2
T=4m+ 2 « 4 m==6.667 m (Pespecto a B.)
(a) Paso @: Determinames las reacciones haciendo vso de la ecuaciones de

equilibrio, sezin la figura 2.76 (b).
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CONTINUACION

+0) Y My=o0;

4 Trecos (53%) 2 m—4 Tr-sin (55 (2m) — 10 Tn-m Ry, (4 m) - 20 Tu(z) =0

_ —4 T cos (53%) 2m4-4 Ta-sin (5337 - 2m4+ 10 Tn-m+ 20 Th.x
4-51m(537)
4cos(33°

i1m
Rpy=36.227 Thn
q—l,— A 20 To

i

10 Tom

B8 I l E 1¥EF,=:]; Ry —4Tn cos(53")=0
)] ]
Rx
—I—gm i 114 Ba3me -I--'..-‘Em I-—
Ray By

R, =4 Tn cos(53")=2.407 Tn

b o
(B) +TLF!{="5
Figura 2.76

Ry 4 Ry 44 Tn-sin (53°) - 20 Tn=0

Ry, =—Rp,—4 Th-sin(53°) + 20 Th=-19.422 Th

L 2,407
Respuesta = | Ry, 1 =1 -19.422 | Tn
Ry, a6.227
E ]E o . P B F
Dietermine las reacciones en los apoyos del siguiente cuerpo rigido. MELORESUELTO 2.3.1:4
Paso @: Diagrama de coerpao libre (D.C. L), del cuerpo rigido como se
muestra en la fisura 2.77 (b

Paso (2): Magnitud de 1a fuerza v su ubicacion:

F::‘J’Ih T:=4m

Paso (3): Determinamos las reacciones haciendo uso de 1a ecuaciones de
equilibrio, zegin la fiura 2.77 (b).
+0 EM,=0; —M,+2Tn(3m)-8Tn-m=0
M,=2Tn.2m—-ETn-m=—2Th.-m
= 3F.=0; Ry =0 Ry =0Tn
+1‘EF‘,=U,— Rny—ﬂ Tr=1 Rd”::'JT'n

Ry,
Respruestas=| Ry, (=

M,

Figura .77
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EJEMPLO RESUELTO 2.3.1.5

Determine las reacciones en los apoyoz del siguiente cuerpo rigido.

Paso (1): Diagrama de cuerpo libre (D.C L), del cuerpo rigido como se (a) St
muestra en la figura 2.78 (b).
Paso (2): Hallamos la fuerza resultante v su uhicacidn: A
B
Fi=5Tn-m '-6m.-05=15Tn Fy=24Tn —
211:=4m I:Pllﬂ.tﬂ;aL:l %:::{m I:PtlﬂtDD}
4 Tn'm "
m
Paso (3): Determinamos las reacciones haciendo uso de la ecuaciones de
eurlding. Yy ¥ ¥ ¥ 11i
+3) > M,=0; Ru,[ém]—ZdTh[Sm]—lEIh[dm]:l] Wl e | C
-3 .
u,k:“m m+ 15 Th 4m=:ﬂm o
4m {b) e
= - - - L
Rpp=33Tn i, 4m l 2m—| g
+ A
e EF;!=I],: Ry + Rp.=0
Bpp=—Rp,=—33Tn & 24 Tn 4m
+1~EFF:H; Ryy—15Tn—24 Tn=0 ] l c l
Ry =15Tn+24 Tn=39 Tn R, 5
= 1m
i, —33
Respuesta = R—‘:.r =i 39|Th
i a3 Figura 2.78

EJEMPLO RESUELTO 2.3.1.6

Determine fas reacciones en los apovos del siguiente cuerpo rigido.

Paso (1): Diagrama de cuerpo libre (D.C L)), del cuerpo rigido como z2
muestra en la figura 1.79 (b).

Paso @: Hallamos la fuerza resultante v su ubicacion:

F=2Tn.m '-6m=12Tn r=3m (Pusito A)

Paso (3): Determinamos las reacciones hactendo uso de la ecuaciones de
12 Tn equilibrio.

+0) Y M,=0; M,—12Tn-2m=0 M,=12Tn-3m=36Tn.-m

-+

~ 1 Ef'.:=u,' Rrh={} Hk.'zt}Th
R 1
= € +tXF=0; Ry =12 Tn=0 Ry=12Tn=12Th
oI
—gm Ry i
iR, Respuesta:=| Ry |=112 | Th
Figura 2.79 M, 36 m
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2.3 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

EJEMPLO RESUELTO 2317

B

Determine las redcciones en log apoyos . del sigotente cuerpo rigido.
In

i Paso (1): Diagrama de cuerpo libre {D.C. L}, del cuerpo rigido como ze

i im Im |
¥ —— muestra en la figura 2.80 (b).
D c Paso (2): Hallamos 1a fuerza resultante v su ubicacion de la carga distribuida:
& B F=TTh.m "' -6m.05=21Tn y:=2m (Putits A)
ﬂ-&.‘* {a) e
Paso (3): Determinamos las reacciones haciendo uso de 1a ecuaciones de
» Bl L equilibrio.
8Tn +O EM,=0; 21Tn(2m)+8Tn(2m)— Ry (4m)=0
' Im J Im : . 4T
| L RH”::“I“ 2m+ T"‘“‘:n.sm
== im
3
®) . 3 SIF.=0; Ry +21 Tn=0 Ri=-21Th
+TEF”=I1; Rﬂy+ﬂug—#’j"n=ﬂ
5 Rypy:=—Ry,+8 Tn=—6.5Tn
%;T Ryel [-21
Respuesta=| Ry, | = —6.5|Tn
Figura 2.80 Ry, 14.5

Dietermine las reacciones en los apoyos del siguiente cuerpo rigido.

Paso (1): Diagrama de cuerpo libre (D.C.L.), del cuerpo rigido como ze 6 Tn'm
muestra en la figura 2.81 (b) v {c)-

Paso @:Haﬂamos la fuerza resultante v su ubicacion de la carga distribuida:

F=6Tn-m " 0m.0.5=27TTn

Paso @: Determinamos las reacciones haciendo uso de la ecuaciones de

equilibrio.

+3) L M,=0;

> 3F,=0;

pPEF,=0;

EJEMPLO RESUELTO 23.1.8

.__ s _{}_ B
Tl
—ﬁm—-|~2m—\-—2:u, Sm

(a)

a

T =3m

{Funio A)

27 T'n(3 m)— Ry, (7 m)=0

W Tn-3m
= =11.571 Th =
n‘ﬁ!.l T™m 27 Tm
R, =0 Ry =0Tn Al—3m &m |
oo A B ‘* ; | B
Ry + Ry — 27 Tn=0 =, REFT_"“_I

Ryy=~Rp,+27 Tn=15.429 Tn (&)




CONTINUACION

+0 EM,=0; Ry (6m)-Rg(8sm)=0
H" «fim
B.o=—"" """ _g670Tn
e .
% Y F.=0; =10 Ry=10Tn c B_.'. D g
+TEF”=I).‘. H(},"I'Rm—.&ﬂr:l) —2m &m
Rey Boy
Ry =Ry — Ry =2.898 Tn (c)
Lo 0 Re, | [8679 Eipnes 281
Rﬂp =115429 | Th Ry 1= ™
Ray| 11571 Ry, | 12893

EJEMPLO RESUELTO 2.3.19

Deetermine las reacciones en los apoyos. 8ila Ry =2 R,

Paso {D: Diaprama de cuerpo libre (D.CL.), del cuerpo rigido como ze
muestrs en la figura 232 (b}

5Tn 2Tn
Pasu@:[—la]lamns la fiserza regultante v su ubicacion de la carga distribuida
il F=3Tn-m '+(6 m4x) :r=(bjz—-l-—m]
o e G A S anh 5 Pasu@:Usudelaeu:uﬂﬂiuﬂE&deaquiﬁbﬁu.
4 fii Ll+
B o C Y SF,=0; Ry, =0 Ry =0 Tn
x ! 3m ! im
+0 L M,=0; "
i et +T i ;
(a) Hp,-x—.i{b+m].( = ]+1h:g'f-‘+ﬂﬁ]—.!-[ﬂ+m]=u
Rp,=2 Rey Condicidn
. tm
5Tn 3(6+x) T 27Tn 2+ Ry -z —3+ (64 ) = +fgy~(342)—2-(6+x)=0
I - I
P = E l C +1~EF‘,=U;
== Yo Ryt Ry —5-2-3-(642)=0 ARy —5-2-3-{6+3)=0
I b 4 Im——3m E;_
RB}' R, g_' H”?J'::l =1
i fi+m
T/ 2Rgy-z-3-(6+2)- = l‘+R¢m-{H+m]-—2-[ﬁ+m}=u
®) il 3R, —5-2-3.(6+z)=0
" Reyl. _[11.536 % _
Figura 2.82 :;. [T =Find (R, , ) = 2.00 Ryy=2 Re,=23.071 Th
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EJEMPLO RESUELTO 23.1.10

Determine las reacciones en 1oz apoyos del siguiente cuerpo rigido.

4 To'm Paso @: Determimamos las reacciones haciendo uso de la ecuaciones de
equilibrio_ segin la figura 2.83 (b}

—16 T+ eos (30%) 2 m— 16 Tr-sin (30°) 1.5 m— 12 T (7 m)+ Re, (8 m)=0

c
T +0 S Mu=0;
E

_ 16 Tn-cos (30°) 2 m 4 16 Tn-sin (30°) L5 m+ 12 Th-7m

Bey 9m
Ry, =13.746 Tn
(a)
— 5 3IF,=0; Ry 416 Tncos (30") =0
Ry =16 Th-cos(30°)
R o Ry, = 13.856 Tn
/B C T
— 7! & fF2F,=0; RH”+J'?¢;,—12T'n—lti'.‘h-mn‘[ﬁlill"jpzl]
g Ryy:=—Re,+ 12 Ta+ 16 Tn-sin(30°)
7 R,,=6254Tn
Ra:] [14.856
® Respuesta:= | Ry |=| 6.264 | Tn
Re, | 113746
Figara 2.83

EJEMPLO RESUELTO 2.3.1.11

Die la siguiente figura mostrada determine las reacciones en B, D v ademas
la tension en el cable T, Sielpesodelabarraes de B I'n.

Paso (1): Determinamos las reacciones haciendo uzo de la ecuaciones de
equilibrio, sezin 1a figura 2_84 (b).

Il
:} EFJ={}; Rrh—Rm—Thdlﬂf!i{ﬁﬁ]=u ':'
1
+ P2 Fy=0; Ta-sn(45°) =8 Tn=0 %
i
it
+O EM”=“1' .E‘?
W

8 T3 mecos(37°) + R, - 2.4 mesin (37") + Ry 3 mesin(37") =0

(a)
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CONTINUACION

Bax

== == |=i= == ji={

B

I}
=

n
Fm-aini377)

I
II2.4m-sLu[3?=}

Restrifafoeessde prueba

|Ryg=1Tn Typ=1Tn  Rp,=1Tn
|

| Ry Ry~ Teop - sin(45°) =0
Teyosin(45°) =8 Tn=0

—8 Tree 0.5 mn - cos (37) + Ry« 2.4t o sin (377 + R« 3 o san (A7) =0

5084
—2 06
11.314

find (R, . Ris, , Ten) = Tn

Solver
: I
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2.3.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

ﬂ 2.55 Determine las reacciones en los apoyos de lasi- 256 Determine las reascciones en los apoyos A v O
puicnie viga. tambicn, las fucrzas cn la rotula B,

-

a4

0

13N

: — ‘ﬁ;i s ’:Qb l 'B
o A i i

e
|—- Im --|- Im --|--1.5m lm 4=

jercic

-

E

| im
Fipara 2.85 Figura 2.86
2.57 Dwtermine las reacciones gque produce la fueres 258 Determing las reacciones en los apoyos & v C, a
5Tn sobre los apoyos. demas, las fuerzas en la eétula B,
9 Tn'm
3 Tu
e
| 457
- R C
1.5 m‘l-l m ! im !
Figura 2.87 Figura 2.88
2.50 Determinar las reacciones en los apoyos A y B, 160 Determine las reacciones sobre los apoyos A y C
producido por la fuerza 5Tn. die la viga, a demds, las lerzas en la rdtola B,
45 IN/m
3T
e S EEEEBRER

36m 1 36m |

Figura 2.89 Figura 2.90
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261 Determine las reacciones en los apoyos A y B gue
producen las fuerzas,

10 kNm

e

11 ENm

Figura 2.91

263 Determine las reaceciones en A y G, a demids, lag
fuerzas on Ia rotula B.

ETonm

h
|
=
|

Figura 2.93

2.65 Determina las reacciones en A y D, también, las
fuerzas cn las rotlas By C.

18 EN'm
CYTYYYTYTY D
10 N/m
i) :
4 : _zf
I
I-—21:|:| l'lm im 1

Figura 2.95

151

262 Determinar la reaccion en D y las tensiones en |os
cables AB Y EC,

A

Figura 2.92

L6d Determinar [as reaceiones en A, las fuerzas en B oy
Ia fuerza sobre ol resorte.

14 5
13 kNm B L
; = @
§ 4 - g
| CJ
I 3m | 3Im =12 mr
Figura 2.94

L6 Determinar las reacionoes el los apoyos, las Tuer-
zas sobre la rétula C y la fuerza sobre el resorte.

11 Tn

4 \q‘—l“ﬂ TTom g
—
= 8
ﬂ%
3m4|-2m Im-—=

I1.5m

Figura 2.96
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267 Determinar las reacciones en los apoyos sobre la
siguiente viga,

15 kKN/m 14 EN/m

b

Figura 2.97

269 Determinar las reacciones ¢n los soportes A v C,
que produce la foerza de 18 Ti.

18 In
4 457 o
-E
]. 2A5m I 15m |
Figura 1.99

271 Determinar las reacciones en los apoyos fijos, a
demiis, las fuerzas en la rdtula.

ELkN/m

1.5m

23EN

Figura 2.101

2.3 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

2.6% Determinar las reacciones cn los apovos A y B, a
demiis, las fuerzas en la rdtula,

12 kN/m

Figura 2.98

L0 Determinar las reacciones en los apoyos, tambicn
las fuerzas sobre la rotula.

19 To'm

Figura L1

272 Determinar las fuerzas en los apoyos sobre la si-
guiente figura,

5Tm

Figura 2102
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273 Determine las reacciones en los apoyos de la si-
guicnte viga.

I I10m |

Figura 2,103
2,75 Determine las reacciones en ¢l apoyo fijo y mawvil,

de la siguiente viga.

6kINm
4k 'm

g

Figura 2.105

2,77 Determine las reacciones ¢n el empotramiento de
la siguiente viga,

JakN'm

B
. 5
15 kN/m
10m

Figura 2.107

153

274 Determine las reacciones sobre los puntos A, B,
Si todas las superficies son lisas

&0 kN
Mfzea de la varitla
=i0kgm
A
Fo e o
= w0
4 %
n
4m Il
I
|
:Il
f 53= = a=g=

Py e
B

Figura 2.104

2.76 Determine las reacciones sobre: A, B, C, D, E,
F, que producen los 3 cilindros homogencos sobre una
superficic lisa.

L]
L
-
L}
2
| |
-
AR
-
L]

mjat=h=i=i=i=R=t ==l

Fignra 2.106

278 Un rodillo de peso 120kg [, se carga a través de
una palanca Al sin peso. Determine las reacciones en
los puntos B, C, 0, E, F

mE Al W et =L
¥l

Figura 2.108
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2.7% Determine la distancia X, para que el sistema se 280 Determine las reacciones en los 2 apoyos y la
encuentre en equilibrio. Si la barra no tiene peso, & fuerza F, si la tension en el cable es 65kN, (10kg/m)
demis, determine las reacciones en A y C

¥) 207 I

N Y Y= = e e

Figura 2,109

Figara 2.110

281 Determine el peso de la varilla para que el sistema 282 Una viga cuyo ¥ = 100kg /m, se apoyacn A y

este en equilibrio sujetado en B, Determine las reacciones y la tension
1
L
4 L
L 4 =i FF=A=
h
- B
I
im
]
==
L
S —————
F=d=d=f=d=d=A=d=
B
Figura 2.111 Figura 2.112

2.83 Determinar la fuerza F necesaria para que el disco 2,84 Una viga unirforme de 50kg f, determinar Tas
(100 N} empicce su movimiento y suba el blogue, reacciones en A y D, y la tension BC

Figura 2.113 Figura 2.114
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285 Determine las reacciones en los apoyos A y 12, de 286 Determine las reacciones en los apoyos de la si-
la armadura mostrada guiente armadura,

4m f 3m—|

Figara 2.115 Figura 2.116

2.87 Determine la tension en ol eable BC y la reaceiém 288 Determine as reaceiones en los puntos A, B, C y
en el apoyo 1. I3, de la siguiente figura

3

il

-

—1lm— x

Il

]

A o ?
=0

B |D Llsn—ﬁll I

3m 1 Ei

]

o = e i= = == IS fa is 0s

100 kef
Figura 2.117 Figura 2.118

289 Determine la tension en el cabla BA v la reaccion 290 Determina la reaccion en ¢l punto A y el valor de
en el apoyo C, de la siguiente figura, la fuerza F, si la tension en el cable es 45kN,

A

Figura 2.119 Figura 2.120
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ANALISIS DE ARMADURAS

3.1. INTRODUCCION

Las armaduras son estrocturas de ingenieria gque se encuentran en diversos

dmbitos, desde puentes y grias hasta edificios v torres de comunicacion.

Estas estructuras, compuestas por clementos rectos lamados miembros gue

se conectan cn nodos, juegan un papel esencial en la infracstroctura moderna,

El andlisis de armaduras ¢s una disciplina crucial en la ingenieria civil ¥
mecdnica, y su comprension ¢ fundamental para el disefio v la evaluacién
de la integridad estructural.

El anilisis de armaduras se basa en las leyes fundamentales de la fisica. cn
particular, las Leyes de Newton. Estas leyes establecen los principios de
equilibrio v permiten comprender como las fuerzas se distribuyen dentro
de una estructura. El método de los nodos es una téenica poderosa para
analizar wrmaduras, ya que nos permile determinar fas fuerzas internas en
los miembros de la estructura y garantizar su estabilidud En la ingenieria
estructural a menudo se presentan problemas donde se deben determinar las
fuerzas extemas gue actdan sobre la estruciura, implica caleular las fuerzas
que mantienen unidas a las diversas partes del sistema estructural,

Ein este andlisis, aplicamos tres leves clave de Newton:

= Primera Ley de Newton (Ley de la Inercia): Un objeto en reposo
permanccerd en reposo, y oun objeto en movimiento continuara
moviéndose @ una velocidad constante en linea recta, 4 menos que una
fuerza externa actie sobre él. En el contexto de las armaduras, esto se
traduce en gque los nodos en equilibrio permanceerin cn cquilibrio a
menos que se apliguen fuerzas extornas,

Figura 3.1: armadura bisica
para puentes

J

[T
—

Figura 3.2: Armazon usado para
levantar cargas
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= Segunda Ley de Newton (Ley de Fuerza y Aceleracion): La fucrza
aplicada a un objeto es igual a la masa del objeto multiplicada por
su accleracidn. En el andlisis de armaduras, esta ley se utiliza para
relaciomar las fuerzas en los micmbros con las cargas aplicadas y las
fuerzas en los nodos.

» Tercera Ley de Newton (Ley de Accidn y Reaccion): Por cada
accion, hay una reaccion igual v opuesta, En las armaduras, esta
ley nos ayuda @ comprender como las fuerzas se ransmiten de un
micmbro a olro 4 través de los nodos.

El métado de los nodos es un enfoque sistemdtico para resol ver armaduras y
determinar las fuerzas internas en sus micmbros, Implica la aplicacidn de las
ccunciones de equilibrio de fuerzas en cada nodo, tenicndo en cuenta gue
los miembros solo experimentan fuerzas axiales. Bsta téenica proporciona
uia comprension profunda de como se distribuyen las foerzas dentro de la
estructura y es esencial para garantizar la seguridad y eficiencia en el disefio
de las srmaduras,

A lo largo de este libro, exploraremos en detalle el proceso de andlisis de
armaduras, desde la identificacion de nodos y la aplicacion de las ecuaciones
de eqguoilibrio hasta la resolucidn de fucrzas internas en los micmbros.
También discutiremos métodos de solucidn, como el método de los nodos y
¢l método de los desplazamientos, para abordar armaduras mis complejas
y comprender mejor su comportamicnto. El andlisis de armaduras es una
disciplina fundamental en la ingenicria, y este libro te guiand a través de los
conceplos esenciales para enfrentar con conflanza los desafios estructurales
del mundo real,

Se considera tres calegorias amplias de cslructuras;

1. Estructuras de Marco (o Armazones): — Los marcos o armazones
s00 estructuras compuestas por vigas, columnas ¥ conexiones rgidas, Son
comunes en edificios y otras estructuras, y pueden soportar lanto cargas
verticales como horizontales, Loy armazones s¢ utilizan en construcciones
de todo tipo y proporcionan estabilidad y resistencia a Iy estructura,

2. Estructuras de Armadura: — Las armaduras son estructuras
compucstas por miembros (generalmente barras rectas) conectados en nodos,
Estos miembros estin dispucstos de manera que formen una red de tridngulos
u otras formas geomélricas gque proporcionan resistencia contra fucrzas de
raceidn y compresion. Las armaduras se utilizan comidnmente en puentes,
grias ¥ torres de transmision, donde la ligereza y la resistencia son esenciales.

3. Estructuras de Cascara: » Las estructuras de cdscara se carac-
lerizan por su forma curva o de gdscarae son efectivas para distribuir
cargas a lo largo de su superficie, Ejemplos de estructuras de cdscara
incluyen cascarones de conchas, domos geodésicos y estructuras de lipo
paraboloide hiperbdlico. Estas estrocturas son conocidas por so eficiencia cn
la resistencia a fuerzas de compresion v su uso en arquitecturi iconica.
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Cada una de estas categorias de estructuras ticne aplicaciones especificas
en la ingenieria y la arquitectura, ¥ la eleccion entre ellas depende de las
necesidades del proyecto, las cargas a las que estardn cxpucstas y olros
factores de diseio. Las armaduras y armazones son dos subtipos importantes
dentro de estas categorias, ¥ sc utilizan para abordar diferentes desafios
cstructurales.

3.2. ARMADURAS EN EL PLANO

Una armadura, es un sistema cstructural compuesto de miembros esbeltos
unidos entre si, en sus puntos extremos. Conformados asf un sistema
de cucrpo rigido. En el contexto de la ingenicria y la construccion, una
“armadura en el plano™ se refiere a una estructura plana que estid compuesta
por una red de miembros rectos { gencralmente barras o vigas) conectados cn
nodos, Estos miembros y nodos estdn dispuestos de manera gue forman una
red de tridngulos o otras formas geométricas en un dnico plano, como una
superficie bidimensional.

Las armaduras en ¢l plano se utilizan cominmente en estructuras que deben
soportar cargas en un solo plano, como puenles colgantes, lechos, gridas y
estructuras de soporte. La disposicidn de los micmbros en forma de red
ayuda a distribuir las cargas y resisti las fuerzas de lension y compresion en
una direcoion particular, proporcionando estabilidad v eficiencia estructural .

Longimdinales Trensversales

Figura 3.3: Uso de armaduras on estructuras metdlicas - puentcs
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Cubierta

Largueros

o i

Figura 3.4: Uso de armaduras en estructuras metilicas - cubiertas

=> CONDICIONES DE ANALISIS

® Todas las cargas estdn aplicadas en los nodos,
® |os micmbros estin unidos entre si mediante pasadores lisos,

Ry

¥F Figurn 3.5: Procoso para ¢ D.C.L

= ESTABILIDAD EN ARMADURAS.

La cstabilidad en el contexto de las armaduras se refiere a la capacidad
de wna armadura o estructura compuesta por micmbros conectados
en nodos para mantener su equilibrio y resistir las fuerzas que actian
sobre clla sin colapsar o volverse inestable. La estabilidad es un
concepio fundamental en ¢l disefio y andlisis de armaduras, v se logra
garantizando qoe las fucrzas internas en los miembros estén dentro de
los limites de resistencia de los materiales,

L.a estabilidad en armaduras implica lo siguiente:

@) Equilibrio: La armadura debe estar en equilibrio, lo que
significa que la suma de las fuerzas y momentos cn todos
los nodos debe ser igual & coro. Esto ascgura que la estruc-
tura no se mucyva ni gire bajo la influencia de las cargas aplicadas.
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1. Integridad estructural: Los miembros de la armadura deben estar
disenados ¥ construidos de manera que puedan soportar las cargas que
actian sobre ¢llos sin deformarse excesivamente o fallar, Esto implica
tener en cucnta tanto la fuerza axial (fension o compresidn) como la
resistencia a la flexion de los miembros.

2. Distribucion adecuada de fuerzas: Las fuerzas internas en los
miembros de la armadura deben distribuirse de manera uniforme y
cficiente, Esto significa que los miembros deben estar discnados v
concctados de tal manera que las cargas se distribuyan a lo largo de la
estructura de mancra equilibrada.

3. No deformacion excesiva: La deformacion excesiva de los micmbros
o nodos de la armadura puede ser indicativa de incstabilidad. La
cstubilidad implica que la estroctura puede resistir las cargas sin
deformaciones inaceptables.

La estabilidad en armaduras es esencial para garantizar gque la estructura pueda soportar de manera segura v cficaz
las curgas a lus que estd expuesta. El andlisis y disefio adecuados son cruciales para lograr esta estabilidad y prevenir
posibles fallos estruciurales.

Ammadura con Siztema
Viactobis Estable

Figura 3.6: Forma bidsica para estabilizar una armadura

Diagaonsl

e E————

=S

Figura 3.7: Formas de Estabilidad en un marco
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Estas armaduras se analizan utilizando métodos como el método de los nodos
y método de las secciones, que involucra el equilibrio de fuerzas en los nodos
y pormite determinar las fucrzas internas en los micmbros. El disenio de
armaduras cn ¢l plano cs fundamental en la ingenieria civil y mecinica, v es
especialments dtil cuando se requicre una estruoctura liviana pero resistento
cn un solo plano.

3.3. METODO DE LOS NODOS

El método de Jos nodos es una téenica utilizada en el andlisis estructural
para determinar fas fuerzas intermas en los miembros de una armadura, Se
basa en el equilibrio de Fuerzas en los nodos de la armadura, considerando
que las fuerzas en los miembros estin sujetas a foerzas axiales solamente, El
métndo implica el uso de ecuaciones de equilibrio en los nodos para resolver
tas fuerzus desconocidas en cada miembro de la armadura, teniendo en
cuenta las cargas externas aplicadas. Es especialmente il para estructuras
con forma de armadura, como puenies y estruciuras de soporie, v se utiliza
en ingenicria ¢ivil v mecdnica.

PROCEDIMIENTO DE ANALISIS POR EL METODO DE LOS NODOS
El método de los nodos es un procedimicnto para analizar estructuras tipo
armadura, gue son sistemas de barras conectadas cn nodos. Agui le mucstro
el procedimicnto paso a paso junto con las couaciones clave:

a) Identificar los nodos: Comicnza por identificar todos los nodos de
la armadura. Un nodo es un punto de concxién donde dos o mas
micmbros sc unen.

by Etiguetar los nodos: Etiqueta cada nodo con un ndmero o uny letra
para facilitar la identificacidn,

¢) Dibujar diagramas de cuerpo libre: (D.C.L) Para una mejor
comprension de las fuerzas intemas, pucdes dibujar diagramas de
cuerpa libre de los nodos ¥ los miecmbros.

d

Aplicar cargas externas: En cada nodo donde se apliquen cargas o
momentos externos, anota estos valores y direeciones, Esto es crucial
para el andlisis,

2) Realizar el anidlisis de equilibrio: En cada nodo, aplique las
ceusciones de equilibrio para encontrar las fuerzas internas en los
miembros. Las ecuaciones de equilibrio son:

» Sumatoria de fuerzas en direccion X: ). Fy, =0

» Sumatoria de fuerzas en direccion Y: Y F, = 0

= Sumatoria de momentos cn un punto {gcﬁ:mlmcnn: elegir uno
de los nodos como punto de referencia, lo que simplifica las

cenaciones): Y M, =0

) Resolver las ecuaciones: Con las ecuaciones de equilibrio, pucdes
resolver para las fuerzas en los miembros de la armadura, Dependicndo
de la direecidn de las fuerzas, los micmbros pucden estar en lension o
compresion,
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1. Verificar condiciones de estabilidad: Ascgirate de gue la estructura
sea estable verificando que todas las fuerzas estén dentro de los limites
de resistencia de los materiales,

2. Repita para todos los nodos: Repite el proceso de andlisis de
equilibrio en cada nodo hasta que hayas encontrado todas las fucrzas
internas cn los miembros,

El método de los nodos se basa en la suposicion de que los miembros solo
ecxperimentan fuerzas axiales (tension o compresion), sin momentos, Esto
es una simplificacion vilida para muchas estructuras de tipo armadura. Cabe
mencionar que este método poede ser méds complejo en estructuras tridimen-
sionales o cuando se aplican cargas distribuidas. En esos casos, se deben
considerar ccuaciones adicionales v métodos mis avanzados.
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3.3.1. EJERCICIOS RESUELTOS

EIEMPLO BES 103311 Determine por el método de los nodos laz fuerzas en los miembros, v

¥
Fre
Fro 30 E
x
6Tn L |
(b)
Vb
Froe
Fap B Fre
i ———
10Tn
(c)

establezca &i los elementos de la armadura estan en tensidn o compresion.

(2)

Pazo @: Determinamos las reacciones en los apovos por equalibrio (El
sistemha no requiere el edleulo de reacciones ya que podemos inteiar por el
nodo "E" porgue existe dos fuerzas desconocidas.)

Paso (2): Determinamos laz fuerzas en los elementos.

Nodo E: Por equilibric del D.C L. de la figura 3.8 (b), supongamos Fgeen
tensién y Fppen compresion.

+TEF‘,=I'I; Fre+sin(30°) -6 Tn=0

6 Ton
=—————=12.000 Tn T
o ::ITI[EH“] ()
LP EF_‘::“; F;JE—Fw«ms[ﬁﬂ“]=ﬂ

Fpgp=Fpo-cos(30°) =103 Ta  (C)

Nodo D: Por equilibrio del D.C L. de la figura 3.8 (¢}, supongamos Fpyen
tensiony 'y pen compresion

5 3 P=0; Fap—Fpg=0

Fnul:Fuu:lﬂ.ﬂgh {C]
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L F=0; Fpe—10 Tn=0

I:"-"_;f_'! = lﬂ IIh

(1)

Nodo C: Por eguilibrio del D.C L. de la figura 3 8 (d), supongamos Fjpen
tension v I yoen compresion.

CONTINUACION

% SIF.=0; —F» e08(30°) 4 F g+ 5im (60°) + Fpgr e sin(60°) =0

Fpe+ sin(60°) — Fp - cos (30°) = —Fye - sin (60°)
+ T)?I'}: 0 H F}JH L ﬁfl{:“]u} +I“MIIIE[H{W}— f'i‘ir;—f'I‘H;'m I:EI_I“] =)

Fiopg= sin (30°) + F g - [mfﬂ}'] =Fierd Fge I'{)ﬂ(iiﬂo}

A sinI:E[I“] —cm{:ﬂ]"}] ":_[ —Fmgvﬂiﬂ[ﬁﬂ“]
cos (60°)  sin(30°%) | Fpye + Fg - cos (60°)
" e g 10
bl g

(d)

(e}
Nodo A: Por equilibrio del D.C L. de la fizura 3.8 (e). supongamos Fypen
tension.
AL Fy=0; Fap—Fpoesin(307)=0 .
By Tom
. ; : 7,
Fap=Fag-sin(30°)=5.00 Tn (1) ¥1] >§\ 3]
| b
Bl 2
—1 £ ; .rh“'- i S
II'HHU = 12 h B __1 fa :\b\”
Fiyg = 10.30 Tn 4 \ ﬁ;:f" i \
Fup=10.349 Tn S e 'Di ]
Respuesta Fpo=10 To S N [
Fae=10Tn 0
AC— 10T 6Tn
Fop=22 Tn
Fap=5Tn
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JEM SUELTO 33.12 ! :
& L R oot Determine por el método de los nodos las foerzas en los miembros, v

establezea 31 se encuentran en feision o compresion, de la siguteste
armadura. E

¥ 6In

(a)

Paso (1): Diagrama de Cuerpo Libre (D.C L) figura 3.2 (b).

Paso @: Determinamos las reacciones en los apoyes por equalibrio.

¥ (e) S Fy=0;  Rpy,~10Tn—6Tn=0
R, =
Fax 4 S My=0; Ry, (8 m-tan(30°)) - 10 Th-4 m—6 Tn-8m=0

10 Tn-dm+6Tn-8m

Ry, : -=19.053 T

60 i 8 m - tan (30")

3NFr=0; By 4 Hy=0 Rp.=—Hy,==19.053 Tn

Pazo @: Determinamos las fuerzas en loz elementos
Nodo B: Por equilibrio del D.C L. de Ia figura 3.9 ().

S Fzx=0; —Rp.+Fpeesin(60°)=0
Fpos i oo 000 Tn (1)

~ sin (60°)

2. FPy=0; Rp,—Fpercos(60°) ~ Fpg=0

Fya =Ry, — Fo-cos(60°)=5.000Tn (1)

Nodo A: Por equilibrio del D.C L. de Ia figura 3.9 (d).
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¥

EF“Q:“; FAH‘I‘F_I.}{':‘S‘ER{EGD}:“

—Fa

Fygrr= =—10.000 Tn [
A€ sin (30°) (©) Fre
(e)
}_,1 Fe=1: Hdm + Fﬂ”‘f-Fm:' s [fjﬂ"} =}
F.I-”": —Rﬂ: = I"_I.“;" COE [:j“u:l =—10.302 Thn [{T] Foa Fop
—_— J —
IJ x
Neodo D: Por equilibrio del D.CL.de la fipura 3.9 (e). Vi0Tu

S Fr=0; Fpp+Fpa=0 Fpg=—Fap=10302Tn  (C) Foz ¥

S ®

P Fy=0; Fpo—10Tn=0 Fp=10Tn (T}

Nedo C: Por equilibrio del D.CL. de la fipura 3.9 (f).

SIFe=0; —Fye-cos(30%) 4 Fy sin (60°) + Fog- sin (60°) =0

Fgz=cos (30°) — Fye sin (60°)
sin (60") .

F{.‘E —
Fp=12.000 Th (1) Faz -

EFH=" § F,K;r'ﬁ'iﬂ{:'l“ﬂ}+F‘m"f.m{6“"1—ln '_."ﬂ-—Ff_rﬁ-{‘m{ﬂﬂ“]=H !

s : F /| £
R ) ¥ K o (BY') - HITR oy

Flop=12.000 Trs Cos {Eﬂ'}

¥&In

Comprobamoes resultados con el nodo "E°, figura 5.9 (g).

Y Fr=0; Fgopsin(30°)—6Tn=0Tn Ok (k)
! Fi |
j =7
(=]
=
= Fi
|| &
-10.39Tn
10T 6Tn

Figura 1.9
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BEMELO RESDELLD S 3. 13 Determine por el método de los nodos las foerzas en los miembros, v

establezea si estdn en tension o comprezion de la siguiente armadura.

c 16Tn

c 16Tn

E

e

| 3m |

Paso (1): Diagrama de Cuerpo Libre (D.CL ) ficura fizura 3.10 (b).

Paso @: Determinamos las reacciones en los apoyes por equalibrio.

SIMy=0; Ry (3m)—16 Tn-2m=10

Rgy= 10TR-2M _ 10 667 Tn
3m
YR, Y Fr=0; —Ry +161Tn=0 = Ry, =16Tn
I:C} E P*ﬂ:“ ¥ _Rdu_'-R”]I:" = H"i'li'l: RHII= 10,667 Tn

p Paso @: Determinamos las fuerzas en los elementos:

* Mota: El sistema se puede resolver sin haber calculado las reacciones
en los apoyos, empezando por el aodo "CY.
* Empezaremos a resolver por el nodo "A"

Nodo A: Por equiltbrio del D.C L. de Ia figura 310 (c].

):f":l: =] M P:,u'; =+ Hn_‘.= ] = j"T_I.I.HEZHAFZ 16 Tni [:F]
YiFy=0; Fpo—Ryy=0 =  Fpes=Ry,=10.667 Tn (1)

(d)

Nodo B: Por equilibrio del D.C L. de 1a figura 3.10 (d).

tuﬂ{ﬂ]::zt" e::;m(i):aa.ﬁu'
m
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CONTINUACION
Y. Fr=0; —Fps—Fpo-cos{0)=0
—Fpa
Fy= =—19.23Th [ o
Bo= (0) I (@)

}'_,1 Fy=l] . Hm-l-Fm-&fﬂ{!’]}=l]

—Ry
F'mﬂ:—y:"lﬂ.?IiTh [
gin {E} ©)

Nodo C: Por eguilibrio del D.C L. de la figura 3.10 (e), para comprobar
resultados.

(e)
Y Fr=0; 16Ta—Fyo-cos(f)=0=0 ok!
s Fap 16
i e Respuestar=| Fye |=| 10.667 | Tn
‘ —19.23

1067 Ta
|

(£

Figura 3.10

EJEMPLO RESUELTO 3.3.1 4

Determine por el método de oz nodos laz fuerzaz en loz: miembroz, v
establezca =1 extin en tensidn o compresion de la ziguiente armadura

Paso @: Dhagrama de Cuerpo Libre (D.C.L) figura 311 (b).
Paso (Z): Determinamos las reacciones en los apoyos por equilibrio:

SIMp=0; Rp-3m—0.5Tn-3 m-cos(30°) =0

F o amia 3"
) e 0.5 Tn-3 m-cos{30") 0433 Tn

Jm
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M Fr=0; By — Ry =0 = Ry =R, =0.433 Tn
E Fy=0; Rﬁyﬂll,ﬁ Tn=( = R,]ju.'="a5 Tn

Paso @: Determinamos las fuerzas en los elementos
* Mota: El sistema se puede resolver sin haber calculado las reacciones

en los apoyos, empezando por el aodo "G
* Empezaremos a resolver por el aodo "B”

3 cos(307)

Nodo B: Por equiltbrio del D.C L. de Ia figura 311 {e).

03T
e S Fz=0; Fyo-sin(60°)—Ry, =0
4 (b R
Bz
Fpo=—% _=05Th (T
BT gim (607) (1)

E.F‘ﬂ;“ T RBI.I_FBJ —Fm:-m.s[ﬁ{]“]:nﬂ
FH.-‘ ‘.:HH.#—F_&;-CJDEI:E'H"] =0.25 j-rﬂ- {T}

Nodo A: Por eguilibrio del D.C. L. de Ia figura 3.11 (d).

YFr=0; Rp+Fic-sn(607)=0

_R.*'u-

= |:E[I°] =-05Th Elfz'}

Fﬂﬂir

3IFy=0; Fup+Fy-cos(607)=0

—Fiyy
Fypme=————— - =={L5Tn (i
A= e (607 (€)

Nodo C: Por equilibrio del D.C.L. de lz fipurz 3.11 (&), para comprobacicn.

- SiFy=0; —Fygsin(30°) + Fye sin (30°)= 0.5 Tn
. 5 0.5 Tn=05Tn okl

Eiis Pg x {E}

e

Fes ¥ 05To

Figora 3.11




Determine por el método de los modos las fuerzas en loz miembros, y

establezea =i estan en tension o compresion de 1a siguiente armadura.

(a)
Paso (1): Diagrama de Cuerpo Litre (D.CL.) figura 3.12 (b).

Pazo @! Determinamos las reacciones en los apovos por equilibrio.

PMu=0; By, (8 m)—10 kN -4 m=0

_ I0EN-4m
sm

=5 kN

Rpy
M FPe=0; Ry =0kN
Y Fy=0; Ry, +Rp,~10 kN=0

H-"l": _Rii'y'l' 10 kN =5 kN
Pazo @: Determinamos las fuerzas en los elementos

* Nota: El sistema ze puede resolver sin haber calculado las reacciones
en loz apoves, empezando por el nodo "B, ya gue la fuerza BC es
CETO.

* Empezaremos a resolver por el nodo "A"

Nodo A: Por equilibric del D.C L. de fa figura 312 {2).

SiFy=0; Hﬂr-I—FM;'Hiﬂ{:.’tT'}:ﬂ

=N
Fape— M __gang Lar o
AR sin(37) ©)

[EJTEMPLO RESUELTO 3.3.1.5
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CONTINUACION

Ef‘z‘:ﬂ' F Fﬁ;'l'FjH'CﬂB[STQ}:n
Fpp=—F - cos (37°) = 6.635 kN (1)

Nodo C: Por equilibric del D.C L. de 1a figura 3.12 (d).

2lx=0; Fop—Foa=0 = Fop=Fy=6635kN (1)

2Fy=0; Fgy=0

Nodo D: Por equilibrio del D:C.L.de la figura 5.12 {e).

®
E..F.’E’:G 3 —I‘E;H'EDH{ETﬁ} _Pl:l.[.-= ]

Fep
Pipe=— 90 ___ gsngpN c
== (37 ()

):Fy:l] s F”H-Sf«ﬂ{-'}'?“]-!- RF.M:“

R
Fppi=——Y = —8.308 kN (@)
1M

Nodo B: Por equilibrio del D.C. L. de Ia figura 3.12 (f), para comprobacion.

Y Py=0; Fpy-cos(53")+Fgp-cos{53")= 10 kN

()
10 EN= 10 EN ok!

[0

~8.308 | kN
6.635
6.635
| —8.308 |
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[EJTEMPLO RESUELTO 3.3.1.6

Determine por el método de los nodos las fuerzas en los miembros, ¥
establezca 51 estdn en tension o compresion de la sigoniente armadurs.

2Tn
(a) ¥15Ta
Paso @: Diagrama de Coerpo Libre (D.CL.) fizura 3.13 (b).
Paso @: Determinamaos las reacciones en los apoyvos por equilibrio. £
|
R

2oMu=0; 2Tn-dm+Rg-12m—1Tn-3m-251Tn-6m=0

Rt —2Th-4m+1Th-3m+2.5Th-6m
& i=

, 12m
y
R, =0.833 Tn Fup
SN Fr=0; Ry, —2Tn=0 = Ry.=2Tn
= - Re A4 337 Fee
2Fy=0; Ry +Ry,—25Tn—1Tn=0 j -
Rp,=—Rp, + 2.5 Tn+1 Tn=2.667 Tn o
R.‘v.
Paso @: Determinamos las fuerzas en los elementos (c)
Empezaremos a resolver por el nodo "A"
Nodo A: Por equilibrio del D.C L. de 1a figura 3.12 (c).
¥
1Tn

E F‘y:ﬂ 1 RAB+Fm*ﬁﬂ[m°J= 0

i = l"ﬂ T 5
Fypi= ~ 3,330 Tn C
AR gin(53°) ©

EF‘.‘I‘:“ i RA:+FMJ+FJ1H'”R{EF}=”

Fr‘.(.' = —FAH-{‘!I:IS [M’} = R-Af. =0Tn
F:"nf'-': 0Tn

(d)

Nodo B: Por equilibrio del D.C L. de la fizura 3.13 (d).




CONTINUACION

b

(=)

2 Fy=0; —1Tn+Fyy-co8(37) —Fyg-cos(37)=0
-1 T+ Fyy- 37"
eI Fun-c8BT) o i ma ()
cos{37°)
N Fe=0; FHA-M'H[:;T“] + Figee=8in (37°) 4 Fp=0
FHD::_FHA'Hi“[:;T]_F}ﬂ'}'sin{:i.ru]

Nodo C: Por eguilibrio del D.C L. de la figura 3.13 (e).

S Fy=0; Feyesin(53') 4+ Fop-sin(53°) - 2.5 Tn=0

—Fm__i = &in [53.] 4+ 2._5 Tﬂ
sin (53°)

o= =1.043 Tn (T)

3 FPz=0; —Fuo—Fop-cos(53°)+ Fop+ Fop-cos(53°) =0
Fopi=Fac+ Fpescos(53°) = Fyy- cos (537)
Fop=0.628 Tn (T)

Nodo E: Por equilibrio del D.C. L. de Is figura 3.13 (f).
Y Fy=0; Fgy-sin(53")—Rg,=0
Fg,

Fepn=——=_=1.0M3Th [
o= (©

EF:’]T:“; Fﬂ-:—'FFJ]-CDﬂ[EHﬂ]ZH
Fro=Fgp-cos(53°)=0.628 Tn (1)

Nodo D: Por equilibrio del D.C.L. de 1a figura 5.13 (g), para comprobacion

S Fr=0;

'F1f”.f_2 Trﬂ-—f“ﬂf' * K17l {37’] +P‘”ﬁ:' sin{.'i?“] =)

Fup—2 Tn—Fop-sin (37) = Figp-sin(37) =0 Th ok

EF?J,:H :
Fep-cos(53°) — Fpg-cos(53") =0
F{:u.-nm[ﬁ:i"] —FE”'{‘.EH{EEE}:I]TH ak

Figura %13
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Determine por el método de los modos las fuerzas en loz miembros, y SEMELALR Baliit IO S 1)

establezea =i estan en tension o compresion de 1a siguiente armadura.

(2)

Pazo @! Diagrama de Cuerpo Libre (D.CL.) figura 3.14 (b)
Paso @: Determinamos las reacciones e los apovoes por equilibrio

N M=0; Hp,s~dm—-5Tn-3m—-5Tn-6 m=0

Hﬂ”[‘: ETl'l-d'l'I:-l-ﬁ Tﬂ-ﬁﬂl ZII.EET‘H
m

YFPe=0; Ry +5Tn4+510Tn=0
Ry =5Tn+5Te=10Tn

EFy:ﬂ; _R.dy+j1ﬂy=“ Rﬂy=ﬂ;;y:ll.25!"n

Paszo @: Determinamos las fuerzas en los elementos
Empezaremos a resolver por el nodo "A"

Nedo A: Por equilibrio del D.C L. de 1= figura 3.14 {c).

S Fe=0; —Rpu+Fap=0 Fyp=Ry.=10Th (T)

EFH:"; _R.d.y"'FrlU:" Fmr’:RMEILEETh ['J'I]

Nodo BE: Por equilibrio del D.C L de 1a figura 3.14 (d).

SN FPr=0; —Fyy— Fpp-eos{37°) =0




CONTINUACION
' e B o i (©)

B i =
BE cos(37)

PFy=0; Ry +Fypesin(37)+Fyp=0
Fpps=—Rp,— Fpe-sin(37°)=-3.714Th  (C)

Nodo C: Por equilibrio del D.C L. de 1z fisurz 5.14 ().

2 Fx=0; Fep+5Tn-Fop-eos(37")=0
F{':”:—E Th+Fjr-nm{3'i'°]=aTh {T‘}

2. Fy=0; Fop+Feoy-sin(37")—Fg,=0
Fopi=—Fpo-sin(37°)+ Fao=3T14Tn  (T)

Nodo D: Por equilibrio del D.C.L. de la fipura 5.14 (f).

EF:’]T:[}; _F‘II}_F[}E'CD-;[:;?“]:“
—
_ T eog1Tm (©)

S Fy=0; Fpp+Fpg+Fpg-sin(37)=0
Fppe=—Fyp— Fpgsin(37) =0 Tn

F. F
'
Nodo E: Por equilibrio del D.C L de Ia fizura 3.14 (2}
F ):F-T=ﬂ; Fep+ b Ih—Fﬁ'j;*tf{J&[:!T"]=ﬂ
T Fp= —rT‘I‘I-i'F'ng-fml::fT’]:{]ﬂl
(h)
-Er-"‘"'\. F
- {5 0 SIFy=0; Fpgsin(37°)—Fge=0
& h-“:-ufj Fpg sin{37°) = Fep=0Tn okl
badl | £
“]  5Tm I, |
_ TN T N ]'_I"WEI Nodo F: Por equilibrio del D.C L. de 1a fizura 3.14 (k).
S ||
—q_-u\-\‘;_." ) Hq .
: | %.\rj H.I-l Ea
- Vi : YV Fy=0; Fpp=0 For=0Tn okl
a L[] ] [%
10Tn
Figura 314 (1}
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[EJTEMPLO RESUELTO 3.3.1.8

Determine por el método de los modos las fuerzas en loz miembros, y
establezea =i estan en tension o compresion de 1a siguiente armadura.

1Tn

Paso (1): Diagrama de Cuerpo Libre (D.CL.) figura 3.15 (b)
Pazo @: Determinamos las reacciones en los apovos por equilibrio

R I5m—A-25m -.i'—i.imﬂ'—z.imlRH’

Ry s 10m—0. 5 Tn-25 m—-1Tn-5 m—0.5Tn-75 m—-02 Tn-10 m=0 (b}
OaThn-25m+1Th-im+0.5Tn-7.5m+0.2Th-10m
Ry, = : ¥t F.r
i m
Ry, =1.2Tn
iid
P Fy=0; —Ry,— Ry, +0.2Tn+05Tn+05 Tn+0.2Tn+1Th=0 A
Ryy=—Ryp +02Tn+05Tn+ 05 Tn+02Tn+1Tn
(c
Ry,=1.2Tn
S Fe=0; Ry.=0 = Ry =0Tn :«l
r{.‘ﬁ

Pazo @: Determinamos las fuerzas en los elementos

Empezaremos a rezolver por el nodo "A"
Neodo A: Por equilibric del D.C L. de la figura 5.13 {c). F,. Fx
L

S Fy=0; Fyy-sin(45°)+Ry,—0.2Tn=0
- o (d)




1178 3.1 INTRODUCCION

CONTINUACION —Hy, +0.2 Tn

Fag= =—1.414Tn o
ALz sin (45") ©)

)?I'EE: 0 M f'ﬂm;-" P‘M.i = DO [-’15#] + R.l'la.'= 1]
.l"1m = —}"1.,!”'{'3..'!5 {45‘} o Rﬂu. =1Tn {I‘]

Fan Nodo C: Por equilibrio del D.C.L. de 1z figurz 5.13 {d).

EFI:GF F{:E'_ F{jﬂtn Fr:E:Fﬂllem [’.l_"‘]
Y FPy=0; Fgg=0 = Fpop=0Tn

Nodo B: Por equilibric del D.C L. de la figura 3.13 {e).

SFr=0; Fypecos(45°)+ Fpg-cos(45°) + Fyy - cos (45 =0

For FHI’+FHE=_{F|'1H} ,--{11

S Fy=0; Fgp-sin(45") = Fgg-sin(45°) + Fygesin (45°) - 0.5 Tn=0

0.5 T — Fyg- sin (457)
Fpp—Fpe= sin(45°) ( . (2)

Dre (1) ¥ (2) tenemos:
Fpp=—1.061Tn I:G] Fpp=-0.354 Tn I:C:l

Nodo D: Por equilibrio del D.CL_ de Ia fignra 3.15 (f).
SiFx=0; Fpy-cos(45")+ Fppreos(45°) =0

Fign: cos (45°)
cos (45%)

Fpps=— =—1.061 Tn ()

YoFy=0; Fpy-sin(45°)—Fppesn(45°)— 1 Tn—Fpg=0
.F.l_]E:: .Fﬂ”'b’nin['iﬁp]—f‘hp'ﬁin{45“]—1 Tn
Fpg=0.5Tn (1)

Nodo E: Por equilibrio del D.C L. de 1a figura 3.13 (g).
SiFy=0; Fpesin (AR°) 4 Frp— Fey-sin (45°) =0




Capitulo 3. ANALISIS DE ARMADURAS 179

CONTINUACION

~Fpg+ Fgesin (45"
Fapie DB FopesVUY) oo (©)
sin (45")

M Fe=0; Fga+ Fgpsvos E45':I + gy » 008 [45"} —Fper=10
F = —Fips cos(45°) — Fype cos (45°) + Fop
Fpo=1Th {]]

Nodo G: Por equilibrio del D.CL. de la figura 315 (k).
Y Fx=0; Fuy—Fgg=0 Fop,=Fpg=1Tn (1)
Y. Fy=0; Fgp=0Tn

Nodo F: Por equilibrio del D.C.L. de la figura 3.15 (i),
Y Fy=0; —Fyyesin(457) + Fpg- sin (45°) — Fypye sin (45°) = 0.5 Tn=0

Fpesin(45°) — Fppesin (45°)— 0.5 Tn

sin (45°)

Fpgy=

Fep==1414 Tn [ﬁ']

3 Fx=0; Fpp-cos(45°)+ Fpp-cos(45°) + Fpy - cos(45°) =0
- _—F;;p-(:ﬂﬂ(dﬁq]—f?gp-{ml:dﬁ‘}

T cos (45°) @
P‘F” — ]. .414 Tﬂ- ﬂk!

Nodo H: Por equilibrio del D.CL. de la figura 3.15 (j1

2 Fy=0; Ry,~0.2Tn—Fyp-sin(45")=0
Ry, — 0.2 Tn— Fpy-sin(45°) =0 Tn  ok!

Figura 3.15




180 3.1 INTRODUCCION

EJEMPLO RESUEITO 3319

Determine por el método de los nodos las foerzas en los miembros, v
establezea si estdn en tension o comprezion de la siguiente armadura.

Pazo @! Diagrama de Cuerpo Libre (D.C L) figura 3.16 (b).
Paso @: Determinamos las reacciones en los apoyos por equilibrio

2.My=0; Rg8m—12Tn-4m=0

2 -4
HE"'F: . I‘“ m:ﬁm
Em

M Fy=0; R.'I]l+RHg_12 Trn=0

Ry, =12 Tn— Ry, =6 Tn

¥4 Y Fx=0; Ry =D = Ry =0Tn

4

E::a.tan[z):ﬁﬂilﬂd % u::alml[ﬁ):ﬁi-ﬂﬁ“

Paso @: Determinamos las fuerzas en los elementos
Empezaremos a resolver por el nodo "A"

Nodo A: Por equilibrio del D.C L de Ia figura 3.18 (c).

Y Fx=0; Fig-vos(a)+Fyp-cos(0)=0 ..(1)

{c) Y Fy=0; Fagesin(a)+Fyp-sin(0)+ Ry, =0 ...(2)
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De (1) v (1) tenemos:

P1Al{ = —lﬂ.?‘?] I‘ﬂ {l‘:—'}
Fap=11.715 Tn ()

Nedo E: Por equilibric del D.C L. de la figura 5.16 {d).
3. Fr=0; Fg;-cos(a)+Fgp-cos(0)=0 ...(1)
2. Fy=0; Fyyesin(a)+Fgy-sin(0)+Rg,=0 ...(2)

De (1} v (2) tenemos:

o)

CONTINUACION

Fr-=—16.771 Tn ()

Fepn=11.715 Thn (1
Nedo D: Por equilibrio del D.CL. de 1a figura 3.16 (). Fen
3 Fr=0; Fpg-cos(8)—Fpa-cos(0)+ Fpe-cos(8)— Fpy-cos(8)=0 B

Fm::Fm ...[1)
Y Fy=0;

F]jﬂ'ﬂiﬂ{ﬂ] -t FIM - &in [ﬂ} +F[x;r' FiTt [ﬁ] —."‘!}"'#‘iﬂ [g] —-12n= {E}

De (1} v (2) teniemos:
Fre=19.526 Tn (1)
Fpp=1%526 Th (1)

Nodo B: Por equilibrio del D.CL. de la figura 3.16 {f).

E j':":[:= U' 3 P‘,_”+Fm,-cr.ls|:9]+ I"THA 'Cﬂ'ﬂ'[ﬂ} =[|
Fpp=—<Fpygecos(0) — Fyyecos(a)=-20Tn  (C)

2. Fy=0; Fpp-sin(8) - Fys-sin(a)=0
F}m-ﬁin[ﬂ}—Fdﬂ-ﬁiﬂ{ﬂ:}:" T‘ﬂ. l’?‘kI

Fez

(e)

(f)




182 3.1 INTRODUCCION
SRS il Nodo C: Por equilibrio del D.C.L. de la figura 3.16 (g), para comprobacion

E. ¥ Y Fr=0; Fop—Fgpecos(8)—Fopecos{a)=0
Foc Fyo—Fperecos (8) — Fye-cos(a) =0 Ta ok!
; X S Fpe-sin(@) = Fge-sin(a) =0 Tn ok!
Y
12T
F:'-"‘- F'DE

(k)
Figura .16

EJEMPLO RESUELTO 3.3.1.10

10Tn
3Tn -E o

Determine por el método de los nodos las fierzas en loz miembros. v
establezca =i eztdn en tension o compresién de la siguiente armadura.

Paso @}: Diagrama de Coerpo Libre (DLC.L) fizura 3.17 (b)
Paso (2): Determinamos las reacciones en los apoyos
por equilibrio

he=4 m-tan{60°)=6.928 m

3IM,u=0; 4

!?ﬂ"-ﬁ m—ETn.1m—-10Tn12m-5Tnh=0 | B | g
§Tn ¥
Ry 8Tn-16 m+]|fl__'_Ih-12 m+hTn-h — 4593 Tn
8 m (a)

YN Fy=0; —Hyy+ Ry — 10 Tn—8 Tn=0




&
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CONTINUACION

Ryy=Re,—10 Tn—8 Tn=17.33 Tn

N FPe=0; —RBy 4+ 5 Tn=0 R, =5Tn

Pazo @: Determinamos las fuerzas en los elementos
Empezaremos a rezolver por el nodo "A"

Neodo A: Por equilibric del D.C L. de la figura 3.17 {c).

E,F'y:'“; FAH-MPH{E{P}—RAE::D

e Hi:;:;r] =20.011 Tn (1)
P Fr=0; Faot+Fyg-an(607)—Hy =0
Fagre=—F e cos(60°) + Ry, = —5.006 Tn (C)
(2}
Nodo BE: Por equilibrio del D.CT_ de 1a figura 3.17 {d).

Y Fy=0; —Fgp-sin(60°) - Fpo-sin(607) =0

<K gy sin(60°) R
Fgaiees 0 =—20.01 I‘ﬂ- o Ay
pe sin {60") ©)
{e)

2Fr=0; Fup+5 Tn—Fys-cos(60°)+Fyeecos (60°) =0 vl

Fup=—5 Tn+Fag-cos (60°) — Fie - cos (60°)

Fyp=15.011 Tn (1)

iTn
11y
Nodo C: Por equilibrio del D.C.L_ de la figura 3.17 (e).
2 Fy=0; Fppesin(60°) — Fop-sin (60°) + Re, =0
F,
F e sin(60°) = Ry T
Fop=- et {_ } '%’1" =—2078Tn (C)
sin {60°)
(d)

2Fr=0; Fop+Fog+Fopecos(60°)+ Foy-cos(60°7) =0

Fom=—F g0 —Fopcos (60°) — Fpe- cos (60°) Fox

Frgp==4.619Tn ()
Nodo D: Por equilibrio del D.C.L_ de la figura 3.17 (f). Fee

SN Fr=0; Fpg-cos{60°) + Fpo - cos(60°) — Fpg=0

~Fpcos (60°) + F
Fygics — o2 )+ Fr _g 04 1, (1)

cuﬁ"[;!i{!"} . (e}




CONTINUACION
Y Fy=0; —Fpg-sin(60°)+ Fpo-sin(60°)—10 Tn=0

¥

: F{__ln'ﬂi'ﬂ{ﬁﬂn}_ ”] T!ﬂ-
Fpge=

1= -9.24 Tn  ok!
sin (60°)

Nodo E: Por equilibrio del D.C L. de Ia figura 3.17 (g), para comprobacion

Y Fr=0; Fpo-Fgp-cos(60°)=0
F{:E'_ Fm-f:m[ﬁﬂ'}:ﬂ I'ﬂ- okl

> Fy=0; Fgp-sin(60°)—8Tn=0

Fpg-sin(60°)—8 Tn=0Tn  ok!

B 1501 Tn

bl_-"__I B - = Iﬁ\

JEMPLO RESUELTO 3.3.1.11

Determine por el método de los nodos laz foerzaz en
los miembros, y establezea =i estén en temsion o
compresion de la sigutente armadura.

Paso (1): Diagrama de Cuerpo Libre (D.C.L), no &3

Necesario.

Paso @: Determinamos las fizerzasz en los elementos
Nota: No es necesario calcular las reacciones en los
apovos pue mo: pide caleular las fuerzaz en los

elementos, para el desarrollo empezaremos por €l nodo
1

G—atan| > |=17.954 °
16 m
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155]

Nodo I: Por equilibrio del D.C.L. de la figura 3.18 (b).

Y Fr=0; Fysin(0)+16 Tn=0

—16 T

Frgpi=——————
H sin (&)

=-53.642Tn  (C)

2 Fy=0; Fy-cos(0)-Fig=0
F}GZ—F”I"‘ECH-{EJZEI.EH []j
Nodo G: Por equilibrio del D.CL._ de la fizura 3.18 (c).
YFr=0; Fap+12Tn=0
Fep=-12Tn (€)
2 Fy=0; —Fgp+Fig=0

-12Tn

\'g
\ %
v

Figura 3.18 Vg

I'.r'

— R

o S \2

= ftas _'___.'III i

e = I".

2 3

PN e e

30 Tn

CONTINUACION

16T

(k)

[2Tn For

F=

()

(d)




186 3.1 INTRODUCCION

3.3.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

D::l::n'ninc la fuerza en cada armadura, de las sigoientes fpuras

i1 iz

wn

= 13Tn 10Tz m—
E A C ‘T T —
- — F

u i

e ¢

<) 3m

I—4m | Sm e
Figura 3.19 Figura 3.20
33 34

Fipura 3.22

35 36

- Gm }— 4 —|

Figura 3.23 Figura 3.24



Capitulo 3. ANALISIS DE ARMADURAS 187

Determine la fuerza en cada armadura, de las siguientes figuras

3.7 LR

19

Figura 3.27 Figura 3.28

3.1




188 3.1 INTRODUCCION

Determine la fuerza en cada armadura, de las siguientes figuras

13
TH g
A
Tm
I
I Em |
Figura 3.31 Figura 3.32
315 .16
&Tn 13 To'm

39

Figura 3.34
118

15 Tom

Figum 3,35 Figurn 136
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Determine la fuerza en cada armadura, de las siguientes figuras

319 J.20
4

Carga Viva: 5To'm

im
Figura 3.37 Figura 3.38
i in
F
10k _
= 12 k3im
’ SEN
. I
. im
4 4
im :
:l‘ ¢ -l A / G

j_ i .’.'.- P .

# ’—3 m iy c |

3 i — !

¥iinw
Fipura 3.39
324
23
5N TEN
;] = - G

04m

¥
I
0
=t
'
H

&1
]

10 kN'm
y

e
—

1.2m—=—

=1lIm=rl2m=12m=

Fipura 3.41 Fipura 3.42
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Determine la fuerza en cada armadura, de las sigoientes figuras

326

253 Ta
Figura 3.43

327 AZE

1Tn 18T
Figura 3.46

n

|- 4m 4m dm
Figura 3.47 Figura 348
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Determine la fuerza en cada armadura, de las siguientes figuras

in

B‘."'\ 2 g\\.

; im | im im
Figura 3.49 Figura 3.50
3.33 M
A 29%N
24 i |
3im
f Y Y Y Y Y Y YO
B

35m

e <

| dm ! dm

Figura 1.51

Figura 3.53



192 3.1 INTRODUCCION

Determine la fuerza en cada armadura, de las sigoientes figuras

e v} 338
26 KM Am 4Tn
D
b L w L 3 L 3 L r
=Wz
i W fm
[
[ \
[ LI
|'I D I' | /
|
A 5 - a C 3m
1 3 A 1
o ! 39 ml £
Figura 3.55 Figura 3.56
319 140

3.41

Figura 3.59 Figura 3.60
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Determine la fuerza en cada armadura, de las siguientes figuras
344

3

Law

43

346
14 kN/m
Ly R
45
1 L
i 457
A M
—2m—f—2m—f—2m—j—lm 2m—
Figura 104
348

4Tnm
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Determine la fuerza en cada armadura, de las sigoientes figuras

3,49 350
= l 6 kN l TEN l iTa __p
B |:: o ¢
: T 8Tn :
6Tn B4 O\ F 9T
4 AXa5 AR X a5 S5\ H
o .E G
—3m Im im im—
- - 10 Tn ¥oTn 15 Tn
I 3.] m T 3.3 m
Figura 3.67 Figura 3.68
3.51 352

Figura 3,70

1,53

18 Y

I |

Figura .71
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Determine la fuerza en cada armadura, de las siguientes figuras

c

4
j. l
Iim | im im I m —
Figura 1.73
357
10 T

10 Tn

V%

E =e—3m

—3m Im 3m—
10T Yi0Tn Y0Ta
Figura 3.75
159
1310
VR s

156

195

Figura 3.74
358
TEM TEN
&
s M o
I P )
A g =) = G 0 = M
#s2 D |F |H |.I 11_1 %
Floa—1a—t-1a—t-1a——1a—
Figura 1.76
360
r:,l,| -n.i'ﬁ" E ?}4.3“
: R | ‘ 7
4 = 3] F H
|-—-2.5m 2 im ! 2im ! 1.5m—l

Figura .78
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Determine la fuerza en cada armadura, de las siguientes figuras

X .62
$Ta : 3in
l DI l @ Tam 12 Ta'm
4 M 2
4y E: BRI ': ] A B r"l}? Y o 22 Tn
e ¥ b K &7 B
4m / \ \\ / \ 4 / A
J L - ' s /

4m : . .

& L : /

=3 m—L 3o —
3 mJ*S m—f—3m im
Figura 379
143 164
B
TEN
8§Tn
< rl=8m
ETn
- : D
11 kN ; A
2L
30° o
e
rl=4m e
E
H
Figura 3.81

1465

Figura 3.83 Figura 3.84
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Determine la fuerza en cada armadura, de las siguientes figuras

3.67

30 EMN/m

EN L

Figura 3.87

TN
A R

Figura 3.89

10 kMNiam

J.o8

Trnangulo
Equilatero

4m

i

44Tn

BEY ¥ Y Y Y Y Y YY¥YYYVYY

372

Figura 3.90
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3.4. METODO DE LAS SECCIONES

El método de las seccioncs o5 una lécnica utilizada en el andlisis de
armaduras para determinar las fuerzas internas en los miembros de una
armadura en un punto especifico, La idea principal s cortar la armadura
en uni seccidn gue incluye los miembros cuyas fucrzas inlernas se descan
caleular y luego analizar esn seccion aislada como si fuera una estructura
plana. Esto simplifica ¢l proceso y permite encontrar las Fucrzas internas
utilizando el equilibrio de fucrzas on esa seccidn,

Asimismo, el método de las reacciones se usa para determinar las cargas
que actian deniro de un cuerpo. Este método se basa en el principio de que
si un cuerpo este en equilibrio, entonces cualguier parte del cuerpo esta cn
equilibrio.

Figura 3.91: Scleccidn de corte en la seccion de la armadura

B Fan
e —
Separada en dos cuerpos con las fuerzas Fen
proyectadas en sus lineas de accidn (cada
cuerpo en cquilibrio)
Bay 48 :
FCE

Figura 3.92: D.C.1L_de las parics separadas
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PROCEDIMIENTO DE ANALISIS POR EL METODO DE LAS SECCIONES

El método de lus secciones es una téenica utilizada para analizar armaduoras
y determinar las fuerzas intemas en los miembros de una seccion especilica
de la estructura. Procedimiento paso a paso, junlo con las ecoaciones elave:

a) Identificacion de Ia seccion: Determine la seccidn de la armadura
gque se analizari. Esta seceidn debe incluir los miembros de interés
cuyas fuerzas internas se desean conocer.

b) Corte de la seceion: Realice un corte imaginario cn la armadura a lo
largo de la seccidn identificada.

¢} Dibujo del diagrama de cuerpo libre: Dibujc un diagrama de cocrpo
libre de la seceion recortadu, En el diagrama, moestre todas las (uereas
aplicadas a la scccion, asi como bas fuerzas internas desconocidas en
los micmbros de la seccion. Etiquete las fuerzas y momentos segin
las convenciones establecidas para cada miembro. Ascgirese de
considerar las fuerzas axiales en los micmbros vy las fuerzas aplicadas
en la seocidn,

d) Aplicacion de las ecuaciones de equilibrio: Aplique las ecuaciones
de equilibrio para resolver las fuerzas internas en los miembros de la
seccion, Las ccuaciones de equilibrio son:

= Sumatoria de fuerzas en direccién 2: ) F, =)
= Sumatoria de fuerzas en dircceion y: 3 Fy, =0

s Sumatoria de momentos en un punto (elegir un punto estratégico
que simplifigue las ecuaciones): Y M, =0

¢} Resolucion de ecuaciones: Resuelva las ecoaciones de cquilibrio
para encontrar les fuerzas internas en los micmbros de la seecidn. Las
fuerzas internas pueden incluir fuerzas axiales (lensidn o compresion)
¥ momentos,

f) Repita segin sea necesario: Siose requiere analizar diferentes
secciones de la armadura, repita los pasos anteriores para cada seccion
de interds,

El método de las seeciones permite analizar partes cspecificas de una arma-
dura y determinar las fucrzas internas en los miembros de esas secciones sin
necesidad de analizar toda la estructura. Este enfoque simplifica el proceso
¥ es especialmente il cuando se busca comprender el comportamiento de
ciertas dreas eriticas de la armadura,




200

3.1 INTRODUCCION

3.4.1. EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO RESUELTO 3.4.1.1 Determine por el método de las secciones las fuerzas en los miembros

cortados por 1a linea a-a v establezea 2i estén en tension o compresion los
elementos del siztema de armaduras.

13 Ta
A

im

13Tn o
B
Fro Fez
Frp
For
FBD FCD

N\

(a)

Frpreoslbh)

Frz-cosify)

T

Paso (1): Para la solucidn del presente problema no se requiere determinar
laz reacciones, solo sze necesits establecer la zona de seccionamiento ¥

realizar su D.C L. {diagrama de cuerpo libre).

{b)

Paso (2): Diagrama de cuerpo libre de la seccion de anilisis como se
muestra en la figura 3.93 (b).

ﬂ_n.t.an[um] 63.435°  A=180"—2 0=53.13°

Paso (2} Aplicacién de condiciones de equilibrio en la figura 3.93 (c).

€ S Ma=0; Fpp-1.5m-15Tn-3m=0

I5Tn-3dm

=30 Th (1)
1.om

Fup=

PP F.=0; 15 Tn+13 Tn—Fop-cos(8)+ Fogpcos(8) =0




CONTINUACION

cos{@) Fop—cos(0) Fop=28 Tn ..-(1)
+ 1" EI"}: 0; —f"‘”-” —P‘;_;L}" #iT1 (E} = I"‘f b sn (E} =]

—gin (@) Fop—sin(0) Feg=Fgp

Solucion del sistema de ecuaciones, para determinar Fopy o Foap -8
o=
cos(@) —cos(@)| | Fep| . ‘n— Z’ETﬂ 5t
—sin(8) —sin(f)| |Fop ij
=
[ cos(0) —cos(0)] _[ 0.447 —0.447 &
T | —sin(@) —sin(#) ]| | —0.894 —0.894 .
e 28 Tn &
Frun 3(I =
Fen | 14.534] ) &
[Fm] M —dﬁ 075 | T [{ ©
Fup 30
Fopl|l=| 14.534|Th
Fog —48.075 |
Figura 1.93

EJEMPLO RESUELTO 34.1.2
Determine por el método de las secciones las fuerzas en los miembros Py,
Fep v Fup. ademas, establerca si estin en tension o compresion los

elementos del sisterna de armaduras.

10 T
10 Tn
Fer E >
I
FGD
X
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'ONTINUACIC
Gl ACION Paso (1): Diagrama de cuerpo libre de la seccion de anilisis como se

10 Ta muestra en la figura 3.94 (b).

=

he=3-1/3 m=5.196 m

Paszo @j: Aplicacion de condiciones de equilibrio zobre 1a zeccion elegida,
figura 3.94 (c).

P IMy=0; Feg-h—10Tn-3 m=0

Eiie s D 10 Tn -3 m
Fegps= ____.h_'___ — =874 Th
;m-my{'ﬁl}’”’}
(c) )
T IF,=0; Fopesin(60°)—10 Tn=0
17.32Tn -
e 597 Tn
gL - : 1 Tn i
- . —— Fop= -=11.547 Tn T
N 7 ol sin (60°) (7)
- wl.-’ ,-:__ i
o .{}- r! =
i} 7 & * f +120Fy=0; Fopt Fepecos(60°) + Fyp=0
= - i
= f;-‘{;f? L Fgh Fyp=—Fgg— Fep-cos (60°)
o Fal A ;,f‘:f? Fy=—11.547 Tn ()
1 ”;" ‘\ ;" ;
Vi Jr" Feg 5.774
SEIEEEEEEy Fopl=| 11547 | Twm
S17 54 T Fap —11.54T
Figurid®4
Diaternmar bas fuzrzas en P, Fop ¥ P, Par 2l metodo de las EJEMPLO RESUELTO 3.4.1.3

szcciones de 1a siguients fipum mostrada

16 Tn




i
Paso L':ij Diagrama de cuerpo libre del sistema (D.C.L) fizura 3.95 (b) €O ALIEN

Para la solucion del problema necesitamos calcular Ias reacciones en los
apoyos para poder trabajar con nna parte del seccionamiento.

Paso (2): Calculo de las reacciones en los apoyos:

PIIMy=0; Ry 5Tn—16 Tn-2 m—16 Tn-4 m=0

6Tn:2m+16Th-4m
Riy= i =19.2 Tn

Hm

3 F.s0; Ry+0=0 Ry, =0Tn

Ry + Ry, — 16 Tn—16 Tn=0

1 EF,=0; Ry=—Ryg,+16Tn+16 Tn=12.8 Tn

Paso (3): Aplicacién de condiciones de equilibrio sobre la seccion elegida, (c)
figura 3.93 (c).
G:=atan -_im = T1.565 °
e =,
R O
Fj'j(.T'S'iﬂlrﬂ}'l :'?i-l—ﬂ.l,q_rfl m= = : }:ﬂ
_R_,J,_u s1lm . 2 ;hx
Fge=——- =-13.492 Tn _\
sin(@)-1m sy
64 Tn
— EF:= 0; L

Fpe+ Fpe-sin (0) + Ry, =0

Fmt —Fm:- ain {ﬂ'} —Hﬂrzﬂ Tn

2657 Ta

+ 1 2F,=0;
P1m| = {HH{H} +f'1,'”;- =1

(d)

Iﬂ”}l — _P‘Hf-" cos Eﬂ] =4.267 T E‘I‘] - 395
FEUr 5.

F, i —13.4492
Fpel= ] ™
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EJEMPLO RESUELTO 3414

Determinar laz fuerzaz en Frop. Frp v Fep- Por el método de las secciones
de la siguiente fizura mostrada.
19 Tn

i

18Tn

12 Tn
=

F i TRH_-.- l 7
i ( .
&

"_-1 i ?r_: .?1_;_ E

Paso (1): Diagrama de cuerpo libre del sistema (D.C L.} figura 3.06 (b)
Para la solucion del problema necesitamos caleular las reacciones en los
apoyos para poder frabajar con una parte del seccionamiento.

Paso (2): Calculo de las reacciones en los apovos:

-'1:=2.5-\,|"E m

P IM=0; Ry (175 m)—12 Tn(h)—19 Tn(22.5 m)=0

12Tn.-h4+19Th.225 m
Ri=— s Ry, =27.398 Tn

© P RF.=0; 12Tn-R;=0 Ry=12Thn
L]

] (ﬁg‘)TEF”="; Ry, — 18 Tn— Ry, =0 Ry, =Ry, — 19 Tn=8.398 Tn
B D cos

p For

Paszo i@: Aplicacién de condiciones de eguilibrio sobre
la seccidn elegida, figura 3.96 (c)-

P 2Mp=0; Fﬂfs‘{h]"'ﬂdy{?-ﬂ m)—R,.(h)=0

R, Thm+R, -k
Frpi= ._-‘f‘?—h. A e _9545Tn ()




CONTINUACION

—ij-sin{ﬁ[}“]—ﬂdl,= (1]

~R
Fog=—""___0697 Tn (€)

sin (60°)

+ T‘EFH=“ i Fep+Fpp+ Fpgecos(60°) - Ry, =0
Fppi=—Fpg- 008 (60°) + Rpy— Fep
Fpp=19.394 Th (1)

Determimar laz fuerzas en Fpy, Fpg ¥ Fiy. Por el método de las
secciones de la siguiente figura mostrada.
Sm | Fm i im
il "‘\ 1H
¥, X g

im | im

Paso @: Calculo de las reacciones en los apoyos, segin la figura 3.97 (a).
P 3IMy=0; Ry, (18 m) =10 Tn(3 m)— 10 Tr(6 m) — 10 Tn (9 m) - 10 Tn(12 m) ~ 10 Tn (15 m) =0

_ 10 Tn-(3m)+10 Tn- (6 m)+10 Tn-(9 m)+10 T+ (12 m)+10 Tn- (15 m)

s =25Tn
18 m

Ry
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CONTINUACION

DY F.=0; 5Tn—-R, =0 Ry =5Tn

Fo=0; R, +Ry —10Tn—10Tn—10 Tn—10 Tr—10 Tn=10
+1 ¥ Ay My
R gy =Ry + 10 T+ 10 T + 10 T+ 10 T+ 10 Tr=25 Tn

Paso (2): Aplicacién de condiciones de equilibrio sobre la seccitn elegida, figura 3.97 (b).

a v — r'
0= a.l.a.n(i'-'-i-ﬂ—m)z 55.247 deg u::umn("m‘ ™=1405 ’“):3.453 deg
dm dm

Fg-cos(ar) (4.505 m)+ 10 T3 m— B, (6 m)— N (6 m)=0

—~10Tn -3 m+Ry,+(6 m)+ Ry, (6 m)

Fpr=
EG* ©os [n} . (4.505 m}

Fp’ = H-I}-..Hﬁ'? Ih {TI}

TR F.=0;
—Fpresin(0) + Fgsin(a)+ Ry, —20 Tn=0

Fgg-sin(a)+ Ry, — 20 Tn

.F L
e sin ()

= 8531 Tn ()

+ T}J Fy= 0;
Fep4Feg '(“Oﬂ(ﬂ} + Frg-cos(a) — Ry, =0
Fpys=—Fpg-cos(0) — Fg-cos(a) + Ry,

-33.17 Tn
-1373 Tn -2822Tn . -28.22Tn -1573Tn
P! T I [ | | J
; b | Mo, o A 4 i~
e by s 3 e B t | 2 =
I”.}_ _! 1\1{3} i _-"'% ':b'c-?,' |_ 5‘6\" | QE:-.
% 1Ll& % |8 & 240 8l =
| = = L | =3
- () Sk I x = -~ :: — L d
B Li™ ' [ ] <] ~ L £
v i S o ) | L | "
- ) —T =TT By — ' A
[ LI Y e o l:.j o | | i
K \!‘:& o Ty =R
i @ @© 3 P
— ] L —
Figura 3.97 2
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Determinar las fuerzas en Fpy. Fap ¥ Py - Por el método de las
secciones de la siguiente figura mostrada.

10Tn 10 Tn

Paso (1): Calculo de las reacciones en los apoyos, figura 3.8 (b).

P Y M,=0; Rg, (10 m)— 10 (8.66025404 m)—10 (5 m)—10 (1.33974596) =0
z = . o[ 1.3 5t
B e 10 T - (8.66025404 m) + 10 Tn- (5 m) + 10 Tn - (1.33074596 m) 5Tm
10 m
10T | e &
ANF,=0; | i
Ry + 15 Tn—10 Tn— 10 T'n—10 T'n=0 \,:, Fes
Wz
Rypy=—15Tn+10 Tn+ 10 Tn+ 10 Tn=15 Tn 14 s
B
+_>EF:=“; H.,h+ﬂ=l] RA;'::[I R,-,,r=:DIh 15°
T S
Bax 4 ]
4 1
IR'ih.-
Paso (2): Aplicacién de condiciones de equilibrio sobre la seccitn elegida, fizura 3.98 (¢). (<)
D SIMy=0; By (5 m)+ Rage (5 V) + Fage (5 m) + 10 Tne (3.66 m) =0
Ry, (6 m)— Ry \5 V3 m)—10 T (3.66 m
qut- fi_y. { ] Aar ( Vll ) I: }:"1:‘13"1 Tn {T]

Eu'fdm



CONTINUACION

T F=0;

Fpo+ Bpe+ Foy 08 (60°) + Fyy - cos (457} =0
Fig+ o8 (60°) + Fpyy - cos (45°) = —Fpg

L F2F,=0;

Rl.qﬂ — 10 T+ Fpyp+ sin (607) + Fgyp=sin (45°) =0
E F,r:”-Eiﬂ-[ﬁﬂn] +FF”-.‘HTH {-:15"]:- —5 Tn.
.
0 g (60°) con (45°) ur| Fao
sin [E{]":I sin [45"] —5Thn
d ; -
(@ [!*“f.n]zﬂ_. _“z[—l,ﬁdﬁ]m {c;]]
Figura 3.98 Fyy —5.177 (©)

Dieterminar las foerzas en J":j_ﬂ= j'luk j"}m, J"rjm= }IUN= }I.Mi"= FHH: .Fp":
Fg v Fyy - Por el metodo de las secciones de la siguiente figura mostrada.

EJEMPLO RESUELTO 3.4.1.7

16 Tn 10Tn 20 Tn

Paso @: Calcule de las reacciones en los apoyos:
“ EMA=G;
R,.r{xm] + 20 cos {TH°) (10) — 20 sn (T57) (40) — 10 cos (60°) (10) — 10 sn (60 (24) — 16 cos (457 (10) — 16 sin (45%) (8] =0

By —{20 cos (T5°) (10} — 20 sin (767} (40) — 10 cos (60%) [10) — 10 sin {607 (24) — 16 cos (457 (10) — 16 «in (45%) (8])
Rp, = 24.635 Tn *

PRI =0;  —Ry,+ 16 cos(45°) + 10 cos (60") — 20 cos(75°) =0
Ry, =16 eos [45°)+ 10 cos (60°) —20 cos (75°)
Hn_.'z]?,.l:!-'.'l’ Tn
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CONTINUACION

Fga

P A F =0 R+ Rpy—16 sin (45°) — 10 sin (60°) — 20 sin (75°) =0
Ry =—Fys, + 16 5in (457) + 10 sin (60°) + 20 sin (75")
Ry, =14.658 Tn

Paso -@I: Aplicacton de condiciones de equilibrio sobre la seccion elegida,
para obtensr Fyp v Fap. fizora 3.99 (b,

+ TEFII'=H ;
—Fga<sin (51.34°) + Ry, =0

R
Fai= W 18771 Th
sin (51.34%)
T}EFI=II,: 45°
—Fyycos(51.34") 4 Fop— Ry =0
FM.‘": FBHFEM{EI.R"'] +R.-!;|.‘! :22.'&5‘1 Th

Aplicacion de condiciones de equilibrio sobre la seccién elegida, para -
obtener Fyp v Fpye, figura 3.09 (c). 15 66
7 Ej";:ﬂ 2

Fia A Fip » sin (38,66°) + 16 cos (45°) =0

Fipy=—Fygp 50 (38.66°) — 16 T cos (45°) = ~23.04 Tn

st EF,=0;
—F 4 Fyy - 08 (38.66°) — 16 Tn sin (45" ) =0
Foy=Fy,y - cos(38.66") — 16 Tn sin (45°) =3.344 Tn

Aplicacion de condiciones de equilibrio zobre la seccidn elegida, para
obtener Fy,, Frop ¥ Fop. figura 3.99 (d).

11:13

LT EM-,:(I =
Frgd it Fg«5 m— 16 Tn-cos(45°) <5 m— Ry, -8 m— Ry -5 m=0

—Fip=5m+16 Th-cos(45") .5 m+ R, -Bm+ R, 5m
Fpg= e T e E_ﬂ}__ b A . ST T,
o+ T

72 2 F.=0; Fpo— Ry + Fop-e08(32") + Frop-e08(32°) —Fp+ 16 Tn.cos{45°)=0 ... (1)
LA F =0 Ry Fog-sin(32°) 4 Fyg-5in (327) — 16 Th- sin (45°) =0 ... (2)
Beszclviendo las ecuaciones 1y 2 obtenemos:

[ F F ] Fﬂ'_r— H,q, 4 Fpr » oos l:ﬂ\f} + f‘:’;}:- g I:H-TJ - f'.;__:n + 186 Th - cos {‘ﬂl'} =i} ol 1 Fi'.‘hh Fr,-;; [ —-3. 156 Th
or Foe|= —_—t

Ryy— Fppy-sin (327 + Fpg-sin (327) — 16 Th - sin (45%) =0 3155 Tn
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CONTINUACION

Fop=-3.155Tn

Fre E Fr Frp=3155 Tn
= Aplicacion de condiciones de eqguilibrio sobre 1a seccion
s elegida, para obtener Fypy Fyp. fizura 3.99 (&),
Fir
(&) 7P 3F.=0; Fyy—Fyp+ Fop-cos(32°) =0
Fyp=Fup + Feg o cos (327) =25.716 Tn
P EF=0;  —Fgpt Fog-sin(32)=0

Frpi= Fepesin (32°) = 1.672 Th

Aplicacion de condiciones de eguilibrio sobre 1a seccion
elegida, para obtener Fioy, Fryy Fry, fizura 3.99 ().

o 2 Mp=0;

Fop-5m 4+ Fyp-5m—16 Tn.cos{45°)-5m+. ...
A6 Tn-sin(45") -8 m—R, - 16m—R, .5m=0

—Fyg=5m+16 Tn-cos(45°) 5 m— 16 Tn-sin (45°) -8 m + Ry - 16 mA Ry -5 m
5m

=25.538 Tn

Fey=

YR =0;
+TEF!r:";

Fey— Ry + Fppocos(32°)+ Fyypeco8(32") — Fye+ 16 Tecos (45°) =0
Rpy—Fye #in(32°) + Fpg-5in(32°) — 16 Tn-sin (45") =0

(1)

- (2)

|Frr Fem]= Fygy— Rpg+ Fyy - com (32°) + Figyy - 008 (32°) —Fiye + 16 T cos (45%) =0 solve, Fyr, Py | 3156 Tn
I A= Ry~ Fyp e sin (32°) + Fgg - sin (32°) — 16 T« sin (45%) =0 ~3.155 Th
[Fey Foy]=]3.156 —3.155| Tn
257 2813 Tn 2488 T
FipATa . lTm N s
/ [ 1 | | [ | \>
(2) /\ o ALE 1k Mg & SN
A A - i I L P =) _M\“"-x o \‘,\ W,
&S =] o R = }-":f"'h“ H <45 = 1:?5,-:' o T \}‘EI'
T AN oY 8 AN s A%
_z/'f | ﬁl._ = E g ""\\
3 ' | »
i“.\ 4 !_ fi?ﬁ.r : ~ ﬁ." s \
= " |||v*'-|||||||||’
2286 Tn 2286 Ta —— S 19.70 Tn 19,70 Tn

Figura 3,99
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[EJEMPLO RESUELTO 3418
Determinar las fuerzas en V. Fpe v Fge. Por el método de las
secciones de la siguiente figura mostrada.

30 Ta 100

(a)

30 Tn

(&)

Fr  Fre

R'A\.' E.;:'

Pazo '.:1:}: Diagrama de cuerpo libre del sisterna (DCL) figura 3.100 ()
Parz la sclucion del problema necesitamos caleular las reacciones en los
apoyos para poder trabajar con uaa parte del zeccionamiento.

Paso (2): Calculo de las reacciones en los apovos:

P 3 M,=0;

gy (16 3] — 16 Tre e sina (30°) + 3o — 30 T« san (45%) < 5,75 0 — 30 T eos (457 «4 m— 40 Tooesin (307 045 m—. ..
weo A0 Trne o [ B0 = 8o — 30 T~ sin [ 16%) < 5.25 v — 30 T v cos {15") « 12 om0 — 20 Tre < swn (10"« 6 5o — 20 T o o [ 107) - 16 100= )

H;] =80 Tn
L F.=0;
R, —16 Tn.sin (30°) — 30 Thn.sin (45°) - 40 T« sin (30°) - 30 Tn-sn(157) - 20 Tn.sn (10°) =0

R .= 16 Tra»sin (30°) 4 30 T« sin (45°) 4 40 T «sin (30°) 4 30 Ta - sin (15°) + 20 Tn.sin(10°)
R, =60.451 Tn
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CONTINUACION

+ 'T E F”-:ﬂ' i
1, + By — 16 T cos (307) - 30 Tn cos(45") — 40 T cos (30°)

— 40 Triscos(15°) — 20 Tn-cos(10°) =0

Ry =Ry + 16 T - cos (30°) + 30 T - cos (45°) 4 40 (T - cos (30°)) + 30 Tn - cos (157) 4 20 Th - cos (10°)
4= 38,184 T

R,
Paso (3); Aplicacitn de condiciones de equilibrio sobre 1a seccidn
elegida, figura 3.100 (el

X Mp=0;

Fp(3.75) + 16 sin (30°) (0.75) + 16 cos (30°) (4) — Ry, (4) — Ry, (3.75) =0

& —16 T sin (307) (0.75) — 16 Tn cos (30°) (4) + Ry - (4) + Rap - (3.75)
oR=
: b B 5]
i f'-'r”.': =RH.014 m
Y F.=0; f:= 1062 tr:= 46.85"

Frprcos () 4 Fpesin{a)+ 16 T sin(30°) 4 Fop— Ry + 30 Toesin (45%) =100
1 2F=0;
Fpypesin(8) — Fyy-cos(a) + iy, — 16 Tn-cos(30") — 30 T'n.cos(45%) =0

De laz ecuaciones 1 y 2 obtenemos:

B m&[ﬂ] sin (o) |_[0883  0.73
| sin (#) —cos(a) 0184 —0.684
pee| 16 T sin (30°) = Fep + Ry, — 30 I‘n-hln[r;.'f- } _51 7?&
T Ry 416 Thecos (30°) 4+ 30 T - cos (45°) -3. ::u.;
Fpr| _ g 4% 592 e
=B .p= e - e
Fm:] : —H4.247 == A48l j“ = il “1—_-_1"_3-*:‘-4
% ] |8
P gt - 1 =
% =K - &
-] = 1l \ 1l
= e
{d) -] \ g
K x . '\\-I_,.-
1 1 T 1 %=
£0.45 Tn TTER 78.98 Tn 4543 T

Figura 3.104



Determinar las foerzas en Fpe, Fpp v Fpg- Por el método de las

seccienes de la siguiente figura mostrada.

[EJTEMPLO RESUELTO 3.4.1.9

&
A
: -
£ T—> =
4+ &
(o
- W—
]l
Im

12m |

(a)

(k)

Paso @: Diagrama de coerpo libre del sistema (D.CL.)
Para la soluciton del problema no necesitamos calcular las reacciones
para el seccionamiento.

Paso @ Aplicacién de condiciones de equilibrio sobre la seccidn

elegida. fizura 3.101 (b}

1]
D S Ma=0; —Fpge (6 m)+20 Tn. (6 m)- ;“:u
3.5 E-I_'E- m)- 9;—‘
Fogs=—m =10.5Tn
Gm
105 Tn
Y F,=0; —Fpy—Fpgesin(0)+21 Tn=0 s 0 8 =

21 T Fpy

= =13.125 Th
£ sin(0) !

~Fep—Foy-cos(8) =0
Fr:n--':—F(:n'm“{ﬁ]
Ff__‘f_):_?-ﬁl?ﬁ Th

9:=53.13"

{c)
Figura 3.101

35 Twm

ETTn

-

787 Tn



EJEMPLO RESUELTO 3.4.1.10

Determinar laz fuerzaz en Fyy. Fuo v Fyes Por el método de lag

secciones de la sigulente figura mostrada.
30 Tu'm

30 To'm

Paso (1): Dia ade o libre del sistema (DLC L) fi 3102 (b
gram; uerp sura

b
®) Para la solucion del problema necesitamos calcolar ias reacciones en los
apoyos para poder trabajar con una parte del seccionamiento.
20 Thtm Paso (2): Calculo de las reacciones en los apoyos:

Y IM,=0; Ry (sm)-30Tn-m'-(4m)-2m=0

PP YR=0 R +Rp=0
Ry,i= Iy, =48 Tn

+TEF_,:=I'I: Ry — 30 Tn-m -4 m=0
Ry=30Th-m '-4m=120Tn

{c)
Paso @3 Aplicacién de condiciones de equilibrio sobre 1a seccion
elegida, figura 3.102 (c).
3 = Y Mu=0; —Fyerdm—30Tn-m'+4m.2m
ml :“ - Il -
= Bt TN SR A ey
\( H 4m
T = Ry,
‘("él'-' 3 i EF:-.=” T M'I'Fﬂf;*.‘tiﬂ{f}}:ﬂ F.M_."*: AL TR RIT Th
% sin (6)
| i CASF =0, Ry~ Fagecos(0)—30 Trom™ o4 m—Fi—Fyp=0
48 Tn Fapi=Rag—Fpe=c08(0) =30 To-m "4 m—Fpe:

Fyp=0Tn
{d}ﬂgm Aloz



Determinar las foerzas en Fyy. Fpp v Frg- Por el método de las

A

secciones de la siguiente figura mostrada. hved
fm | Fm im
A
B / D | F
:. {"’—\ G -
4m

(@)

10 Tn 15Tn

Paso (1): Diagrama de cuerpo libre del sistema (D.CL)
Parz la solucion del problema necesitamos calcular las reacciones en los apoyos para poder trabajar con wna

[ETEMPLO RESUELTO 3.4.1.11

parte del seccionamiento. R
l}l
Paso @ Calculo de las reacciones en los apovos: . 5
‘e
P M=0; Rp,(15m)—10 Tn(6 m)—15 Tn(11 m)=0 - - F
g 10 Tn- (6 m) + 15 I‘n-{llm}-zl.ﬁﬁ
15m ¥ )
Y F,=0; R,+0=0 R, =0 Foe
Fre
PR =0 Ry 4 Ry — 10 Ta—15 Ta=0 El 4m
Ryy=—Rp, +10 Tn + 15 Tn ()
Paso (3): Aplicacién de condiciones de equilibrio zobre la seccitn elegida, figura 3.103 (b).
P IMp=0; Fpg(4 m)+ Ry, (4 m)=0 TP F.=0; —Fpy—Fpgeeos{45°)=0
= (4m —F;
e i Ry ( :I-=—15‘I"n Fopm— 2 _ 51213
im cos (45")
ASF,=0; / ) ) Bl [T T T T [T T T TA
P+ Ry — Fig - 5in (45°) = 15 Tn -15Tn A15Ta i
Fpg =Ry = Feg+sin (45°) =0 Tn >
.r,e;\"\ -
Ly i
& oy o7
[T T T T N
Figura 3,103 48 Tn




3.4.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

Determine las fuerzas en los elementos cortados a-u, b-b, c-¢; de las siguientes figuras

173 3.74
o4 24 Ta 12Tn [—Sm—f—Sm—fp Sm—f—Sm—|
kY : a 5 y. H
A (34 50 :
(> -t 4 i / I
e : :
= ' ;
o < : ; 6m
¥ ;o '
L] -. x L b
m [ - . 3 E e i 4 kN
3 Y
' Y &
I_ - 12kt f M EN l 44 kN
Jim | Sm
Figura 3.105
Figura 3.104
3.75 3.76
4 F € 12Ta 1 in
B
= : X % ) G
Em V. . \ / o 4m
e il i i | R
i %{ + d . F
4 10m-=
E'Tn Figura 3.107
Figura 3.106

A TH

Figura 3.108 Figura 3109



Capitulo 3. ANALISIS DE ARMADURAS 217

Determine las fuerzas en los elementos cortados a-a, b-b, c-c: de las siguientes figoras

379 .50

£ Tn 12Tn

J.51

Figura 3.112

183 1.84

Figura 3.115

Figura 3.114
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Determine las fuerzas en los elementos cortados a-u, b-b, e-¢; de las siguicnies figuras

31.85 A6
0 24 Tn i/

r.e
ap VY Tingy,
4 D

Figura 3.116 Figura 3.117

387 A8
30 To/m

D 28Te

| to

189 .80

Figura 3.121

Figura 3.120
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Determine las fuerzas en los elementos cortados a-a, b-b, c-c: de las siguientes figoras

in 3.92

A\ 27 Tn

Carga Vrrazls Toim

Figura 3.122 Figura 3.123
393 3.04
. F
kN 3 g
= 24 khim f
im
3
&
A = i i

]

|
195 1.96

2m 2m

Figura 3.126 Figura 3.127



Determine las fuerzas en los elementos cortados a-u, b-b, e-¢; de las siguicnies figuras

an 3.98

M4 KN
a
Al " B F0KN
== pid

D
4m i
. fm fm | ¥ 501N
V45 Ta
Figura 3.128 Figura 3.129
31.99
20k
26 i g 30 h“icl
: T 30k 2
H i
m
3 \ _
J \ T T I b
h 8 = = —1'|F A Ila ﬁ
. I I e g 1510
|-'—1an 2m (] 2m ] 2m 1 2m I m 20Tn
Figura 3.130 Figura 3.131
1im

o

6m | G

Figura 3.132 Figura 3.133
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Determine las fuerzas en los elementos cortados a-a, b-b, c-c: de las siguientes figoras

3103 g

B E:

I im | Im im B0 k2
Figura 3.134 Figura 3.135
3106
50 KN
A : ol
a
8 kMNim
4m
25 EEEK] L le

= - 7 2P

| 5 Sm |
Figura 3.136 Figura 3.137
3107
24 i
_{ f L}
a
B

Im 4m

Figura 3.138 Figura 3.139
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Determine las fuerzas en los elementos cortados a-u, b-b, e-¢; de las siguicnies figuras

3109 L1110
A0 ENm

3111 3112
G 15k

B
45 Tn 35 Tn

P im——im Im im——

2113 3114

Figura 3.144 Figara 3.145
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Determine las fuerzas en los elementos cortados a-a, b-b, c-c: de las siguientes figoras

L1s 31le

3 Tn'm

i m ! Bm

Figura 3.147

3117 J118
B'I F N
—3m
Figura 3.149
ENHL jize
24Tn'm

dn

Figura 3,150 Figura 3.151
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3.1 INTRODUCCION

Determine las fuerzas en los elementos cortados a-u, b-b, e-¢; de las siguicnies figuras

R P |

sml ﬁml 1@.—1
E o el
)

73—

I 3.'_‘7]:: T 35m T 35m 1

Figura 3.152

3.123

A125

I |

Figura 3156

3122
iTn )
ETn
6Tn B4 O\ F 9T
4 X5 asralX s 359N H
o .E G
—3m Im im im—
10 Tn ¥oTn 15 Tn
Figura 3.153
3124

Figura 3155

3126

11 KN

e
23m
‘37&17

Figura 3.157
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22_5]

Determine las fuerzas en los clementos cortados a-, b-b, c-c: de lus siguientes figuras

3127
B c
35m
4
j. l
Iim | im im I m —
Figura 3.158
3129
10 T
o

10 Tn

N

E =e—3m

—3m Im 3m—
10Tn Yi10Ta Y10Ta
Figura 3. 160
3131
13N
VR s

- o f
iy Ir
4 m i 4m

Figura 3,162

J.128

Figura 3.159
3.130
a N gy
' C
TEM TEN
2 .
el B 1ipiac
T s B
A g =) = G 0 M
#s2 D |F |H |.I II'_IN
Il m—=—1m—=lm—l—1m——1m—
Figura 3.161
1
,:"v.“iﬁ" E ?}4.3“

Figura 3.163



Determine las fuerzas en los elementos cortados a-u, b-b, e-¢; de las siguicnies figuras

L33 LM

Py
Lﬁ m—-—*—ﬁm—Lﬁm—-—I—-—ﬁm fm 6m

Figura 3.164 Figura 3.165

113

137 1134

"‘.m =|=2m=j=—3 m —f= 2m == Im =

Figura 3. 168 Figura 3.169
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Determine las fuerzas en los elementos cortados s-a, b-b, c-c: de las siguientes figoras

ENE ] J.140

24 KN'm

"/ Triangulo
Equilatero

I 4dm

Figura 3.171

ERE 3142

Figura 3.173

ICEN

30° i

—

—_

& —t—§

Figura 3.174 Figura 3.175
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CENTROS DE GRAVEDAD

4.1. CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

El centro de gravedad os un concepto fundamental en la mecdnica y estitica,
cspecialmente en el amdlisis de cuerpos rigidos. Represenla un punto
especifico dentro de un objeto donde se pucde considerar que toda su masa
estd concentrada, de modo que se comporta como si Loda su masa estuviera
aplicada en ese dnico punto.

El centro de gravedad se define como ¢l punto donde la suma de los
productos de las masas de las particulas (o elementos infiniesimales) de un
ohjeto y sus respectivas posiciones con respecto a un sistema de coordenadas
es ipual a cero en todas las dirceciones, Matemdticamente, s expresa de la
siguienle mainera:

EH’;"!';Z []lﬁEm;"ﬁZ 0

Dromde:
» Wi, my:es el peso 6 masa de la § — ésima particula o elemento.

» r;oes el vector de posicion de la { — @sima particula o elemento con
respecto al sistema de coordenadas,

El centro de gravedad es un concepto crucial en estitica, ya que se utiliza
para analizar la distribucion de masas en un objeto y determinar como
reacciona ante las fuerzas v momentos externos. Por lo tanto, comprender
y calcular el centro de gravedad cs esencial para predecir el equilibrio y
¢l comportamiento de cuerpos rigidos en diversas aplicaciones, como la
ingenieria cstructural v la mecinica.

Figura 4.1: Cucrpo rigido
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El centro de gravedad (i), se explica a continuacion medianie el peso W del
cucrpo rigido asl como de las particulas que compone el cucrpo rigido

Cucrpo rigido = Sistema de particulas

W=w; +was+ ..+ wy
We=Xw vernnr Peso Total

Para determinar X, ¥, Z aplicamos la sumatoria de momentos ¢l cuerpo rigido
respecto a su brazo, e igualamos al momento de todas las particulas respeclo
i HUS Bracos,

X-We=x1-wi +x2-w2+ ... +X,-w

\ _ TE-W
I-WRZZE.'-W" e LW
=1
¥-We=J1-wi+F2-wat . +Fn-w
" _ Iy-W
v-We=Y ¥i-wy T rw
i=1
z-Wp=2Z1-wy+2-wa+ ..+ 25w
. __EEW
E-Wg—}:;z;vwﬂ T Trw

Dende:

I. x,¥,7=Coordenadas del ceniro de gravedad del cuerpo rigido,
2. X,V,Z = Coordenadas del centro de gravedad de cada particula.
3. EW = Suma de los pesos de las particulas que conforman el cuerpo rigido.

Ademas, en dindmica es necesario determinar el centro de masa, por lo tanto
m= % siendo la gravedad una constante,

Ex-m Ey-m Ez-m

T m Y= rm T m

T

x =
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4.1.1. CLASIFICACION DE LOS CENTROS DE GRAVEDAD

Se clasifican log centros de gravedad segiin su relacion con la gravedad y su geometria de la siguiente mancra:

a) Segin su Gravitaciing
= Ceniro de Masa: Representa el punto donde se concentra la masa de un objeto, independientemente de la
gravedad a la que esté expuesio.
s Centro de Gravedad:Es el punto donde se concentra la fuerza gravitatoria que actda sobre un objeto
debido a la gravedad de un cuerpo masivo, como la Tierra.
b) Segiin su Geometria:
s Centro de Volumen:Se refiere al punto donde se concentra ¢l volumen de un objeto. Es relevante para
objetos tridimensionales como sélidos y se utiliza en el edleulo de propiedades fisicas, como la densidad,
« Centro de Area:Representa ¢l punto donde se concentra ¢l drea de una superficie bidimensional, S utiliza
en problemas relacionados con placas, ldminas o estructuras planas,
» Centro de Linea o Lineal:Es ¢l punto donde se concentra una linea unidimensional, como un alambre o
unit barria. Se aplica a objetos alargados v delgados, como vigas y cables,

=+ SEGUN SU ACEPTACION GRAVITACIONAL

Formulacién Especilica: Formulacién Genérica:
Yi-w f x-W
e - r=TF——
PESO: Primer momento de peso 6 centro Z W [ ¥
de gravedad.
Yy-w [3-w
y = y="
rw [w
) LW f oW
= —jp—
W =
L [w
Formulacidn Especifica: Formulacidn Genérica
E x-m f X-m
- — T = =
Y m [
MASA: Primer momento de masa 0 centro 2 _.,
de masa. Z--}“m f}"m

o]
I
|
=
[——
#a
3
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= SEGUN 5U GEOMETRIA

A Volumen: Ubicado en el centroide (primer momento de volumen)
Formulacién Especifica: Formulacion Genérica:

x-V

™~

=

-
—

v

=|
I
g
<
s

-V

g
e
-

—
=

=y e

Ty Figura 4.2: Volomen de un coerpo rigido

G
<
e

7=

TTLv fv

B. Area: Primer momento de drea.
Formulacidn Especifica: Formulaciin Genérica:

YA ffﬂ

x

YA fA
Ly f7

7=y% y f
7oA
z

T Ea ' fA

C. Linea: Primer momenio de linea.
Formulacion Especifica: Formulacidn Genérica:

L
=
—

Figurs 4.3; Area de un cucrpo rigido

x-L

R
1
| =~
e

L B L
2 /
I

L

S

Figura 4.4: Centro de gravedad lineal en
I und presa

N

#al

oo

'-_.___‘
#yf
=~

s’
o~

—
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Estas clasificaciones te ayudan a entender mejor cémo calcular y aplicar los centros de gravedad en funcion de las
caracteristicas y propiedades del objeto o sistema que estds analizando. Bl concepto de centro de gravedad es esencial
cn la fisica, la ingenicria ¥ muchas otras disciplinas para comprender ¢l comportamiento de objetos en relacion con la
gravedad y la distribucion de masa o geometria de los mismos.

Por otro lado, los centros de gravedad de elementos compuestos en funcion de su peso, masa, volumen, drea y linca:

o)

by

€

d)

e}

Centro de Gravedad de vn Elemento Compuesto en Peso:El contro de gravedad de un clemento compuesto
en peso es ¢l punto én ¢l espacio donde se concentra la fuerea gravitatoria total debida al peso del elemento
compuesto. Se caleula considerando la masa de cada componente v su ubicacion relativa. Este centro de gravedad
s relevante cuando se necesita enlender como actta b fuerza gravitatoria sobre un objeto compuesto por partes
con diferentes masas.

Centro de Gravedad de un Elemento Compuesto en Masa: Bl centro de gravedad de un elemento compuesio
en masa es ¢l punto en el espacio donde se concentra la masa total del elemento compuesto, Al igoal que ¢
centro de gravedad en peso, se caleula teniendo en cuenta la ubicacidn relativa de las masas individuales, Se
utiliza para analizar ¢l comportamiento de sistemas compuestos por parics con masas diversas, como sistemas de
particulas o estructuras multicuerpo,

Centro de Gravedad de un Elemento Compuesto en Volumen:El centro de gravedad de un elemento compues-
toven volumen es el punto donde se concentra el volumen total del elemento. Se utiliza en objetos tridimensionales
¥ se calcula considerando las coordenadas y voldmenes de las partes individuoales, Es fundamental para el estudio
de objetos complejos, como silidos con formas irregulares.

Centro de Gravedad de un Elemento Compuesto en Area:El centro de gravedad de un clemento compuesto en
direa se encuentra en el punto donde se concentra el drea total del elemento. Se utiliza en estructuras bidimensio-
nales, como placas o ldminas compuestas por sceciones con diferentes dreas. Su cdleulo implica la consideracidn
de lus coordenadas v dreas de las parles constituyentes,

Centro de Gravedad de un Elemento Compuesto en Linea o Lineal:El centro de gravedad de un elemento
compuesto en linca o lincal cs ¢l punto donde se concentra la longitud total del clemento. Se aplica a objetos
alargados y delgados, como barras compuestas por scgmentos con diferentes longitudes. Se caleula teniendo en
cuenta las coordenadas y longitudes de cada seccidn,

—=» COMPUESTOS: Seric de cucrpos rigidos puede ser en: peso, masa, volomen,
irea o linca.

TEOREMA DE PAPPUS-GULDIS Pag 5

El teorema de Pappus-Guldin establece una relacién importante entre ¢l
volumen, el direa v la longitud de un objeto gencrado al girar una figura
bidimensional alrededor de un ¢je en el espacio tridimensional. Este teorema
proporciona una forma de caleular estas propiedades para ohjetos de
revolucidn,

Para comprender fa relacion entre el teorema de Pappus-Guldin v los centros
de gravedad de clementos compuestos, es necesario considerar que el centro
de gravedad cs un concepto relacionado con la distribucion de masa, A
continuacidn, s¢ muestra la relacidn entre estos conceptos v se incluyen las
fdrmulas relevantes:
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Figura 4.5: Volumen Figura 4.6: Arca Figura 4.7: Linca

TEOREMA I:
Si una higura bidimensional L se gira 360 grados alrededor de un ¢je que no
interseca la figura, ¢l drea superficial del s6lido generado A esti dada por:

A =2myL

-y

Ml

& sy

Donde: 27V es la longitud de curvatura o distancia recorrida,
TEOREMA II:
El volumen de un cuerpo de revolucion e igual al arco gencratriz multiplica-
do por la distancia recorrida por el centroide de arco-al momento de generar
el cuerpo. DEFINIDO POR:

b
oty et |

Figura 4.8: El volumen de un Reservorio
pucde ser calculado por el segundo teore-
ma de Pappus v Guldinus

§

d
V = 2794

Donde: 27¥=longitud de arco o distancia recorrida, ¥ = (h/B*) - x2

Estos conceptos son csenciales en la fisica v la ingenieria, ya gue permiten determinar cdmo actian las fuerzas v
momentos gravitatorios sobre objetos compuestos por miltiples partes o clementos. El cilculo de los centros de
gravedad de elementos compuestos es crucial para predecir el equilibrio y el comporiamiento de sistemas complejos.
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PROCEDIMIENTO PARA DETERMINAR EL CENTRO DE GRAVEDAD

El procedimiento para determinar el centro de gravedad de un objeto compuesto depende de la dimension del objeto
(volumen, drea o linea) y la geometria especifica. Agui estin los procedimientos generales para caleular el centro de
gravedad en diferentes dimensiones:

. Centro de Gravedad en Volumen (Objetos Tridimensionales):

Divide ¢l objeto en partes méds pequefias o elementos,
Determine las coordenadas de cada elemento en un sistema de referencia.
Caleule la masa de cada elemento o parte.
Calcule el producto de la masa por las coordenadas de cada elemento en cada direccion (my; - x;, m; - ;.
m; - Zjh
Suma todos los productos de masa por coordenadas en cada direccidn.
Caleule lus coordenadas del centro de gravedad dividiendo la suma de productos de masa por coordenadas
por la masa total (M ).
Para cl centro de gravedad en X (X ), use la formula:
¥ _ Elmpn)
X = c dd
g

my

Repita este proceso para ¥ v Z si es necesario,

2. Centro de Gravedad en Area (Objetos Bidimensionales):

Divide el objeto en partes mds pequedias si es necesario.

Determine las coordenadas de cada clemento bidimensional en un sistema de referencia,

Caleule el drea de cada elemento,

Calcule el producto del drea por las coordenadas de cada clemento en cada direccién (por ejemplo, direceion
(Aj-xi, Aj - Yio Ai - Zi)-

Suma todos los productos de masa por coordenadas en cada direccidn,

Calcule las coordenadas del centro de gravedad dividiendo la suma de productos de drea por coordenadas
por ¢l drea total (A).

Para ¢l centro de gravedad cn X {Xﬂg ), use la férmula:

% _ LiAir)
X= "t

Repita este proceso para ¥ si es necesario,

3. Centro de Gravedad en Linea o Lineal (Objetos Unidimensionales);

Determine las coordenadas de cada clemento unidimensional en un sistema de referencia.

Caleule la longitud de cada elemento,

Calcule el producto de la longitud por las coordenadas de cada elemento,

Suma todos los productos de longitud por coordenadas.

Calcule las coordenadas del centro de gravedad dividiendo la suma de productos de longitad por coordena-
das por la longitud total (L).

Para el centro de gravedad en X (X ), use la formula:

v _ ElLir)
X=Svr -

Nota gue en objetos unidimensionales, la dircecién ¥ y Z peneralmente no es relevante,

El resultado final en cada caso serd el centro de gravedad en el sisiema de referencia utilizado para cada dimensién
(X, ¥, Z). Estc procedimiento es csencial para comprender eémo sc distribuye la masa de un objeto compuesto y su
influencia en el equilibrio y el comportamiento bajo la gravedad.
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4.1.2, CENTRO DE GRAVEDAD: LINEAL - EJERCICIOS RESUELTOS
EJEMPLO RESUELTO 4.1 2.1

Determine el centroide de la varillas mostradas en las figuras 4.9 (a) v (b)

(a-1)

x
‘

I L

Primer momento respecte al eje y, figura 4.9 (2.2):

£
ll _——
i M, a2 L
dMﬂ?.:."I-d:r Mu;: ,;]:(13_._..._ ,'j;'::_..!.;:_..___'—__
J 2 L L 2
L 2 Primer momento respecto al eje x, fipura 4.9 (b.2):
¥
L'.t
;I e =
x L M, 2 _IL
S dMr=yed Mz:= | ydy — = — =
- B Yedy J 2 W, L I "=
(b.1) (b.2)
Figura 4.9
¥ Determinar el centro de gravedad Lineal de un cudrto de circulo, figura
4.10.
(2)
T dL =v.df
s T
L:Irdﬂ—-L: r=recos(l) y=rsin(0)
o
i + Primer momento respecto Primer momento respecto
al eje v, figura 4.10 (a): al eje x. figura 4. 10 (b):
lI.J-
§ P (b) dM =z-dL=r1-cos(f)-r-df dM = y-dL=r-sin(#).r-df
oreoctt) SaL, . .
i 7
:_ M,:Jr-rml:ﬂ}-rdﬂ—-mr=r2 M*=IT-Hi1I{E}-I"Iiﬂ—!MS=T3
d | ‘% . o
g P i % M, rz 2.y #-Mz_ E 2.1
x'_L-rw-Tr N Tom
Figura 4.10 2

b 8
Fa_
2
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JEMPLO RESUELTO 4.1.2.2

Determinar el centroide del arco de circulo mostrado en la figura 4.11 (a)

dl=r.df L=jrclﬁ|'—pL=r-1t T=r1-cos({) y=r-gin(d)
i L

Primer momento respecto al eje v, Primer momento respecto al eje £
figura 4.11 (a): x. figmra 4.11 (&): e
dM, =x-dL=r-cos(0)r.df dM, = ydL=r.sin(0)r.do l§

n " N
M,:Ir-cus[ﬂ]-rdﬂ—-M,:" Mz=jr-ﬁin{ﬂ}-rdﬁ'—-M,:‘z-r** .

b n

_[I_ 0 U*Mm‘_z-r&l_z,r

H® o N T L v 0w (2

Determinar el centroide del areo de circulo mostrado enla fizura 4.11 (b). e Adl‘}’
" -
2 i
dl=r-df L=jr{19 —~L=r.w r=r-cos(d) y=r-sn(f) 4 FE’
- L5
z =
Primer momento respecto al eje ¥, Primer momento respecto al eje ' t
figmra 4.11 {b): x. figmra 411 (b} o
dM":z-dL:r-ms[H]-r.dﬂ dM, =y-dL=r+sin(@).r.df
w w
2 2
M"=J'T-lEDS[E}'TdE—'M'=2'TE M,‘:J'r-siniﬂ}-rdf?—oM,:ﬂ -
- —
] 2
2e1® _ Bar M, o
= = .= = =0
T m L r=am

Determinar el centroide del arco de cirenlo mostrado en Ia fignra 4.11 (2).

_..‘\-—,‘_,'_'._A
ver-ain| 8}

dl =7+df L=erﬂ—pL=2«a«r z=r.cos|d) y=r.5in(f) S
Primer momento respecto al eje v, Primer momento respecto al eje

figura 4.11 {c): x, figura 4.11 {c):

dM =x.dL=r-cos(#).r-df dM =y-dl.=r-sn({8)-r-df

2] i
M, = If-t‘.us[ﬂ]urtlﬂ‘= 2er'.ginfe) M= Ir-s:iﬂ (0)-rdé — M_=0

(e}

2.7 cgin (a) _ r-sin(a) M, 0 Figura 4.11
it - A F

Degker i L Dafrar




238 4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO
417
ENREO e BT Encuentre el centroide de 1a vanlla mostrada en la figura 4.12.

SOLUCION

.y Elemento diferencial de longitud: su ubicacion es un punto arbitrario (X
V). como se muestra en la figura 4.12 (b) v 2e expresa en términos de las
diferenciales dxy dy, con el teorema de Pitdgoras.

dL=v/(dx)* + (dy)* =\/1 +[::)i e

Donde: 4
y=z' = Vo_oag dL=\1+(22)" d=
dar
P =y

Centroide de 1a varilla a través de Integraciones:

i+
(a) 2.Inl\/37 —6)+73 1

L.:J .1L=]’~.,;'|+{2,:}1 divs n (v )+ _

1 o o 96.1/37 —584
L=9.74Tm

by Determinacién del centro de gravedad lineal =,
3
- . a7 32774

ImdL ::-‘-_.'Jl+dz dx = —
e _ 1 _ 252300.\/37 — 1534680 1740
ST T3 - 0.747

JldL J‘Jl+*‘l:ﬂx dr

L
r.=14916m
* Determinacitn del centro de gravedad lineal .-
o -In {\/37 — ) — 10657
(b} ["dL I.i!’.*.,.llq--l::1 d#x s ]n{".-" ; :I I = _I_
= o = i B R
¥ : 0,747
Figura 4.12 f'dh Iv|+az‘am

n.=4.267 m




Capitulo 4. CENTROS DE GRAVEDAD 239

JEMPLO RESUELTO 4.1.2 4

Encuentre el centroide de la varilla mostrada en la fizura 4.13. comol
segunda forma de determinar el centroide de la figura 4.12

Elemento diferencial de longitud: su ubicacion es un punto arbitrario {(x,
v}, como ze muestra en Ia figura 4.13 (b) v ze expresa en términos de las
diferenciales dry dy, con el teorema de Pitdzoras. T

dL=\/(de)" + (dy)? =\/(E]3 41 dy

Donde:

2:\y
Centroide de la varilla a través de Integraciones: ~
. Jn[ 12 +:]+12-\J’ﬂ?
] :
L ”'[ ‘_] +1dy—s_ WYIT—6 ! =9.747
2:\y

1]

L=9T74Tm
Dieterminacion del centro de gravedad lineal x,.:
]
l !
= Vol ——| +1dw  _ —
I“””‘ #y 3T\ 37 =1
(1]

12
= = =
¥ n.74%

Jrar \/[3:& 3

+1dy
1]

Tr.=1.916 m

Dieterminacion del centro de gravedad lineal yu.:
]

B u-\/ _
[vaL 2-\ly

;,l = - ] = 12!']-
. e - 0.747

JldL \/[—1_._]j+]dy
2-\y

. =4.267T m

Mg dy ln[— R +1J+HT5.J:;'? (t)
37 4+ 6 Figura 4.13




izdﬂ 4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO
Forma Figura Longitud T, Ye
. : L L .
Linea Mnclinada L = ms{ﬂ‘:_l = sm[ﬂ]
Linea Horizontal I = L % 0
.
¥
. . L
Linga Fertical L ]
1 2
Areg de un ﬂl*r ﬂ E
cliario de 2 n mw
Circulo
F 3 :f-
T
Arco de wer ] 2o
Semicirculo L
]l:l
Arco de wer il ]
Semicireulo X
Arco de un 2.3y L‘{‘m 1]
circulo A




Capitulo 4. CENTROS DE GRAVEDAD 24 ]—I

EJEMPLO RESUELTO 4.1.2.5

Encuentre el centrosde de la varilla mostrada en la fiznra 4.14.

SOLUCION
L 1
L=2:.42m = 2—'- -cos(45°)=1m Ih= 2-' -sin (45} =1 m
Ly=4m T=2m =0m
- by 4 - by . ]
I.,=v2Zm Iy=2m+ = com (46 =25 m Yy=—Zm— = sim (4567
Elemento L; X; ¥; L= %; Li- ¥
AB 283 1.00 1.00 2.83 283
BC 4.00 2.00 0.00 8.00 0.00
cn 1.41 2.50 -1.50 3.54 -2.12
8.24 14.36 0.71
* . L7, Lo
Im T =— roE—
| ﬁaﬁ:} 2L 2L
{h.:l _C- ~F e o o
N e O g TR e
B.243 m 5243 m
Figura 4.14
[EJE) ] 4.1.26
Encuentre el centroide de 1a varilla mostrada en Ia figura 4.15. i B e T
SOLUCION
r=2m by
Mer I 1 I
L= 5 =3.142 m Li=2m J
2 rlm
T= _1273m E=2m+lm
]
= ﬂ & S B
Yi=2m- =0LT2Tm h=2m
]

(=)
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4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

Resumen de los centros de gravedad lineal de 1a fisura compuesta.

CONTINUACION

Elemento L x; ¥i L% Li- ¥
@ 3.14 1327 0.73 4.00 228 m I
@ 2.00 3.00 2.00 6.00 400 T ®) y
5.14 10.00 628
=
20 L 2L
r.= = r.= = f.
T XL
: = (&)
S = W e
5.142 m 5142 m Fi[.',l.ll-‘l.l 4.15
E IE A £ i
e Encuentre el centroide de 1a varilla mostrada en Ia fipura 416,
SOLUCION r=2m
Lﬁ:%:ﬁ.ld?m Li=1m Liy=2m Li=1m
= 2T = =5 ==
Tpi= =1.274m o= m Ty:=(m Iy = L.h m
"

= Dur - -
W= o 1273 m =25 m Upi=dm Hy=dm
z=0m z=0m Z=1m Z2=2m

Fezumen de los centros de gravedad lineal de la figura compuesta:

Elemento L; ; Vi Z; Li-x Li-y Li-%
@ 314 127 127 0.00 4.00 4.00 0.00
@ 1.00 0.00 2.50 0.00 0.00 2350 0.00

: @ 2.00 0.00 3.00 1.00 0.00 6.00 2.00
@ 1.00 0.30 3.00 2.00 0.30 3.00 2.00
7.14 450 1330 4.00
2L 2L 2Lz,
zﬂ' i !I'r. = Z T
b A 2L
Ll 2 2
c_:.._li-_“m_ L= 1'5;51 =2.1Tm & :_4“‘_
T.142m T.142 m T.142 m
r=061m y.=2.17m z,. =056 m

Figura 4.16
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EJEMPLO RESUELTO 4.12 8

Encuentre el centrosde de la varilla mostrada en la fizura 4.17.

SOLUCION r=15-\2m
Ly=15m Ly=3m Ly=2.45"r=3.332 m
—  1.5m = =
By = '; Ey=1.5m Ty=0m
= = —  resinf45°
¥==1im =0m My = {n }:I,!'ﬂm

45

z=0m Z,=0m 2y=0m
Liy=3m Ty=—15m Ui=13m Z=1Lom

Rezumen de los centros de gravedad lineal de 1a figura compuesta

(2} _ — - - _ _
:E-}fiﬂlﬂﬂm L:‘ X 1" Zp Li % .TI- Lf Vi LE . ZE
{D 1.50 075 -1.50 0.00 113 225 0.00
(2) 3.00 1.50 0.00 0.00 4.50 0.00 0.00
@ 333 0.00 191 0.00 0.00 6.36 0.00
@ 3.00  -1.30 1.50 150 4350 4.50 4.50
10.83 1.13 8.61 4.50
2L, pIY FEATE 2Lz
5= 1-= z=
2L L XL
1125w’ 8614 m’ L. 45m’
T 10882 m " 10832 m " 10.832 m
z.=0.104 m 4. =0.T95 m z.=0.415 m

(b)

Figura 4.17




iEM 4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

4.1.3. CENTRO DE GRAVEDAD: LINEAL - EJERCICIOS PROPUESTOS

Ds:l::nnirmr el centro de gravedad lineal de las siguicntes figuras mostradas

4.1 4.2
E Ay by
= : —Sm—f
J 4m i
& . .
ot l
1
2 i
l-.. 1
I
d im
11 . | 10m |
Figura 4.18 Figura 4.19
43 4.4
r 3 -1_
T
8
=
60 cm !
Figura 4.20 Figura 4.21
4.5 4.6

Z /g5 £5° Y, —3m—
{F 'll I,' N X x

Fipora 4.22 Figura 4.23
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Determimar el centro de gravedad lineal de las siguientes figuras mostradas

4.7 4.8
4 b
y
8
=
I
Figura 4.24 Figura 4.25
4.9 4.10
b 4
¥
=
X, r fm
63
~
-
N
43
S
z
Figura 4.26 Figura 4.27
411 4.12

Figura 4.29

Figura 4.28




iz-dﬁ 4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO
N 4.14
5 I’
Figurnu 4.30 Figura 4.31
4.15 4.16
Ay r=02m by
:.
3m
. P i
- T T o :
Figura 4.33
447 4.18

L
B

Figura 4.34 Figura 4.35
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4.19

Figura 4.36

Figura 4.38

Figara 4.40

247

Figura 4.41

4.20
LY -‘I
i []
4 m I
\ / 3m
= .- -
—lm A=l = i — 2 —]
Figura 4.37
412
T ¥
|——3 m—ll m ! Gm
Figura 4.39
4.24
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4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

4.1.4. CENTRO DE GRAVEDAD: AREA - EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO RESUELTO 4.1.4.1

(a)

VoA

=

VA A e, BT

— el |

dy
3

(b)

W

Y R R O

|

()

Figura 4.42

]

L

Determine las coordenadaz del ceatro de gravedad gue ze muestra en la
signiente figura
Paso (1): Determinacién del elemento diferencizl a partir de la fizura 4.42 (b).

z b
Lol — Pl

dA =z ly S

dA=hady

V=

Paso (Z): Determinacitn del centro de gravedad con respectoa "x" e "y
h

b o ik
IIF!A J:.!MII'r tf‘; I]:iu
A i 2
I.=- =ty 5 .'EE,———-E— — -
Jl dA Jh dy hj 1 dy
A i} a
s r. h
IydA [ubdy b [udy
V.= g = y & W= ﬂﬂ —t
[rda  [bdy b [1dy
A 1] 1]

Cambiamos la direceion del diferencial para obtener el centro de gravedad
Paso @: Determinacion del elemento diferencial a partir de la figura 4.42
(e

dAd=y-dr dA=h-de ;:-;:

b | =
|

Paso @: Determinacion del centro de gravedad conrezpecto a "x" e "y".

I b
Imdﬁ thdz hf:dz
A b i b
r.= = I = xXi= 5 -
J- dA jh:i:n h.f]-:l.’:
A il il
b
E hdx -
J udd 2 J 1dx
A I _ %3 h
. =k —4 '2—

¥.= =—
}': dA Jhdm

Jld:l:

Podemos comprobar que al tomar el elemento diferencial en cualgquier
direccion el centro de gravedad es el mizmo.

=

| = |

T
I sla=| "=
F.Hj‘}'ll.l".lt il [Hc] '
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[ETJTEMPLO RESUELTO 4.1.4.2

Determine lzs coordenadas del centro de gravedad gue ze muestra en 1z
siguiente figura
Paso (1): Determinacion del elemento diferencial a partir de la figura 4.43 (b).

M:ﬂ:-f‘y :r=a:| w=y y:h-(]_:]

2
.'ﬂ=i‘i-(1— y]
h

Pazo @: Determinacion del centro de gravedad con respecto a "x" e "y
b

h u
yebaj1 - dy
Iﬂi]A Iu-mly [ ( h}
A i il
Y. = = Y= —+ Y. =—
[ a4 [za ’
0 rdy y
A i Jh'[l_h]du
i
" ;
T 1 e
srdy el i
fan 2 2 |2 o
1-_":* 0 ) — fl_. -
' b g h 3
[oa feu (i)
| ]
[
Cambiamos la direccion del diferencial para obtener el centro de gravedad

Paso (1): Determinacion del elemento diferencial a partir de la fizura 4.43
(e)- . b |

U T ] (h}
dA =y-dr = =T =h-|1= r=he|1=
Y y=_ &=z 3 l[ b] * ( h] y

mo_m

Paso (2): Determinacién del centro de gravedad con respecto a "x" e "y".

. b y=h{1-%)
ol |
y sz . he 'l—-I dx
Iyt]a’a 2 2 b
_ 4 _ B _ b _h
yr._ I T JE' !,F:— E' _*'y,-—i
dA ydr T
4 a h-[[— b]tl:r
[}
h
. T [I ~Fldz 3
I:l! dA J-:l':-'ﬂ'd:l.' b
o, 1 e _ b (c)
I = =" T — 7=

b

14 i -

:!' i irIHi b l(] = %] dr Figura 4.43
n
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4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

BIENERD WbaUERTOM S 4.2 Determine las coordenadas del centro de gravedad gue ze muestra en la

Y4

k

b siguiente figura
Paso (1): Determinacion del elemento diferencial 2 partir de la figura 444 (b).
_____________ e+ I
dA=(b—x).dy PR =y ."="_"‘I
2 b
h,
y=gix) b
re
h u

Paso @: Determinacion del centro de gravedad con rezpecto a "x" e "y".

h
b |y !—---- dy
I:.- dA Jf;-{h—m]dﬂ I
I ek _0 " _h
f b | W= = h = h — U E
(2) [aa  [@-2)ay Jh' B
A i
b
[ ]
b |y
r+h [h )
h—zx) dy d
Izdﬂ J 3 ) 2 2
—dy o = - - - Z.b
¥ o o = '5' i & —+ . 3
—— dA {Ei—z:}{lr,r il
I i
b
Cambiamos Iz direccion del diferencial para obtener el centro de gravedad.

" Paso (1): Determinacion del elemento diferencial a partir de la figura 4 44

(b) ©
] ] h
dA =y -z = r=x &= =g
u =3 I u W b
. Paso (2): Determinacién del centro de gravedad con respecto a "x" e "y".
b 9
y 1 [fh }*
—eudez -x| dr
j’ydﬁa J? b [h ]
A - _ (] _h
”f‘—J —‘J»— )
dA ydx h
4 3 5 xdx
o4
i
b
g & - z-( 2 2] da
9 I:‘ﬂdﬂ I.'::-'p'l.l;r RV
2 = _ 0 L
r.= = B r.= i —+ F.= =

Figura 4.44 J:rl)‘l J[,,-d:: [ h
A ik h
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[EJTEMPLO RESUELTO 4.1.4.4

Determine lzs coordenadas del centro de gravedad gue ze muestra en 1z
siguiente figura
Paso (1): Determinacion del elemento diferencial a partir de la figura 4.45 (b).
_ s y=rt
dA =x-ddy :r=z = wpyi=rt
= ,J'ru = ;."'!

mo_m

Paso (2): Determinacién del centro de gravedad con respectoa "x" e "y". ¢

JH-M fﬂ*ix}dy Ju-{ﬁm)du

sinplify 4.7

Y, = = Y= — Y= >
r I3 Ry i
! dA ﬂfrlly J\.‘frz—y‘* dy ' " '
i (2)
¥
r —id
1 ( r _HJ) dy &
L AL z
_[z dA = 2 o
A it il simplify 4.7 e
&= = T.= L= —
I T Bomw
I A lely J-v'r'.:_y! dy
A o d
x i dy -
Cambiamos la direccidn del diferencial para obtener el centro de gravedad _J
Pazo @: Determinacion del elemento diferencial a partir de 1a figura 4 45 e i
(e ]
dA =y-dr 1,.r=§ T=F eyt =rt '—J o
u=Vr? -z ' T '
(b)
Paso (2): Determinacién del centro de gravedad con respecto a "x" e "y".
4 S 1
r’—x
Y o) da g 0
IF'M 4 % smmnplefy
TETHE deT AT
Y= A = L > ’.= ': = e T ——e xz+5,r2:|-'z
dAa ydI 4 o
! ! I\,"r —x" dx
il o ) ]
T
r =
— 4 33 _,.r_I-
zdA z-ydx J-I(‘-'Ilr =i )’-‘iz 2 q 7,
! I . simplify 4. |r] ) s
= = T.= —_— = 7
[an [ud M £ st |
i i ; .
A il 2 I rt—z! de o | -
n I L 1
(c)

Figura 4.45



| 252 4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO
BEMERD WEaLERTOM S 40 Determine las coordenadas del centro de gravedad gue ze muestra en la

ziguiente figura.
S 1
Paso (1): Determinacion del elemento diferencial a partir de la figura 4,46 (b).
b dA =2 r.dy =i y=y 4yt =r?
- T=1Jr‘1 _y!
Paso (Z): Determinacién del centro de gravedad con respecto a "x" e "y".
] A
pdAd  [y-(22)dy Jy{ -y )fly _—
= ! = J o =" iy _dsir
= e B 4 Eh L S 3-11'
x dA 2xdy .
T J. ',! 'r{ J.".'Jlrl—ll'q dy
]
(a)

-
LS.

;dﬂ J'u-:a xdy
o

= = EIT'!‘—"[I

Firer j dA j'r 2 wdy
A

i

= | dy
>, | | Cambiamos la direccion del diferencial para obtener el centro de gravedad

Paso @I: Determinacion del elemento diferencial a partir de la figura 4.46
{c)

| x dA=y-da ”=: z=x w4y’ =r?
2

= vz
Paso (2): Determinacién del centro de gravedad con respecto a "x" & "y

& 2
u r—=r
e i/ dx d:r
[vaa Jsz (w) [ 2 -
Yoo s =t simplify —_ d.r

J.ar

:[ uA J"dm I\,l'lrg ~z* dz
—

r

";m ﬁiz‘:tiﬂziz:-wdr ) er {I,I"ri—:::)d:: wirapdify

(c) [daa  [yda | qu;-'i"_z* dr
A

Figura 4.46

x, =)
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[EJTEMPLO RESUELTO 4.1.4.6

Determine lzs coordenadas del centro de gravedad gue ze muestra en 1z
siguiente fioura Ya
Paso (1): Determinacion del elemento diferencial a partir de la figura 447 (b).

1] ’ —
M:T rzd z=2.:'ﬂl"ﬁ{ﬂ} u:{{r-ﬁiﬂ[l‘;] r?_'_H‘z =2 Pyt
: * P .l‘frz I
Paso @: Determinacién del ceptro de gravedad con rezpectoaxey do-r
2 \ b
2r T
= sin (#) « 16
Intiﬁ. [3 = [}[2]‘ o .
A i simplify  4.r v
.= Y= X
b 3 ™ B
14 1 -
[ L .
B I r I
2
- ' @
]
2r rt
5 —=eoafd]- da e -
Im:i;‘i J:i H [}[3] ) ] £y =r
A 1} mﬂﬁy 4.7 '
I“: :|'.II1 - et ey
deom
[ aa 2
A r 5
2 ar . L
i I ' E’
De igoal forma podemos calcular el centro de gravedad de un sector =T : ?-I'S
circular ; E] | iL
~ L i 1 -
Paszo @: Deaterminacion del elemento diferencial a parter de 1a figura 4.47 t{_’ o ——l
= Vicos(8)

®).
{M:T'r'dﬂ T:%T-ﬂ‘}ﬂ{ﬁ} H=I2‘T-mn{ﬁ} m‘}‘_'_TJ'-!-:rE
2 3 3 Vil gt (b)

r=y\r_y
Paso (2): Determinacién del centro de gravedad con respectoaxey

b3
2T sin(0)-| " |do
Iyt]a’a 4 2 . '
A i sirreplafy
Y= TR — 0
fl,u‘_‘l rl‘!
1 e
—
v
j‘ er-cm{ﬂ}-(r ]dﬁI
A b 2 i )
| i stmplify 2.r-sin(a)
r.= I = _— Sia

dA 7
! [ e
—i1

(e




1254 4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO
BEMERD ReaUELEL ] 4 Determine las coordenadas del centro de gravedad gue ze muestra en la

siguiente figura
Paso (1): Determinacion del elemento diferencial 2 partir de la figura 4,48 (b).

B
M:[f.l—:ir:l-rly m:w.:‘ u=y
—
!||'=k*:l-‘? h=k-b* k= jf m:VL"h
B h

Paso @: Determinacion del centro de gravedad conrezpecto a "x" e "y".

h
-b*
II-' ” fﬂ-{h—m]dﬂ [y.[b_\/.?f.ﬁ_]rly
A - el

L - h
yr'- h y[_-_'_ & T,

| . : J—; l‘lm i!’(b—z]dy J{*’—\)E:-u]dﬂ

1

T

I

I

I

I

I

I

I

I

I

]

I

I

I
I
o
B

o

De igual forma podemos calcular el centro de gravedad de un sector
=y Circular

| Paso (1): Determinacion del elemento diferencial = partir de la figura 4.48 (c).

U h  »
HA =y« iz = L= = _.x
u u 2 u bt
Y ok
ik Paso (2): Determinacién del centro de gravedad con respecto a "x" e "y
b
e e e S S S %
| )
i
Bl dx = 1 i dm
) [ uas Jz (w) 2 e
) e _a _ B _ simplify —_ 3.h
Y U= J‘ = f ¥o=—5 =10
dA yde IS
A [ b2 a-de
i
A o b
| b s T 2 <z’ dz
Izdﬂ Jz-udr b* I
(@ i ] simplify 3-b
T, =- i - T —_—— T .
Figura 4.48 :
ig :[ dA 11[mmﬂ [T{;__zg e
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Dietermine las coordenadas del centro de gravedad que se muestraen la
siguiente fioura
Paso (1): Determinacion del elemento diferencial a partir de la figura 4.49 (b).

[EJTEMPLO RESUELTO 4.1.4.8

A

(2)

dA =2 x-dy =10 =
2y _“.'_2
o+ =1 r=\{/|1- [}
al bt u?
Pazo @: Determinacion del centro de gravedad con respectoa "x" e "y’
u
: o120 au
Iﬂdﬁ Iu-z ady L
i =1 _ _4h
N AT “an
J ilA f%:ﬂdy 2
A il 2. [1— '.}']ﬂ-? dy
il
f;:m
z, =" x, =0 Simetria

£

J' dA

A
Die igual forma pedemos calcular el centro de gravedad de vn sector
circular.

Paso (1): Determinacion del elemento diferencial a partir de la fizura $.49 (c).

dd =y -dz ;:i—; n=2

&ty 21 5
o =1 y=ill1—="1h

B R \/ ad

Paso (2): Determinacin del centro de gravedad con respecto a "x" & "y

|

[\; [! K T?-] ¥ ]
U a
.2.(!]};:{3; WAL 2 L dx

."ycl.a’a
A
!llg-:= =

5 _k _ab
o i ] Tam
dA wdx ]
! L J\j[l—f&-] bt dx
a
11_.
n m-‘j l——-r:— b dw
I:l! dA I:r:-url:i.' i
T, = = _uu = '_“" =0
dA ydx ; Ty
,J.. J IJ[.I-*])n‘ da
i

1 {h}
o
_i:.x fatH =1
f\\_
té—r o b
N
g t R
I
(c)
Figura 4.49
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Tabla de resumen de centros de gravedad de figuras conocidas

Forma Figura Area Ty e
:(Jl
-—h—-'
. b h
Rectdngulo L | b-h 2 —
- ! K 2 2
| .
¥ * ",
) beh h
Iriangulo P - i3
I o h 2 3
Sl \
— x
|—Ela—}—bi2—
Ay
Tridgngulo
Rectingule b"i_li b h
2 3 3
¥ )
Trigngulo r . T
Recténgulo £ . b+h 2+h ﬁ
= 2 3 4
4 F
al .
—b—H
b v
Areode um 3
e i 47 4.7
Circulo 4 dear 3w
Areo de A
Semicirculs il 0 4-r
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Fm Figu[_a_ _Jirea :!."c yﬂ
}- )
3
Arco de T 4.y o
Semicirculo 2 dear
Areo de un \'/ s P E-r-sin_{a} [I
Circulo o 3o
L] ¥
Parébola b-h 3-b 3+h
Seg.l.r.nda 3 4 10
Grado .
Paribola b-h (n+1)-b (n+1)+h
Gerneral 1+ 1 n+2 dni2
weasb 4-b
Eifi ¢ 0 4
- 2 dear
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4.1.5. CENTRO DE GRAVEDAD: AREA - EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar el centro de gravedad de la siguicntes figuras

jercicios

E

4215
by
|
|
|
I
|
I
|
|
I b =
g |
| b |
Figura 4.50
4.27
L s }:
| X
| Fm ]|
Figura 4.52
4.29
A ¥
y=x*
a
-
| Sm !

Figura 4.54

4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

4.26
- }I
x
| 4m !
Figura 4.51
4.28
[t
x
(o) (mal
Figura 4.53
4.30
by
=
T389m
'hl:u x
¥ *
Figura 4.55
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Determimar el centro de gravedad de la siguientes figuras

4.5
ty
|
|
|
|
|
|
|
I
|
| Hh
! Im !
Figura 4.56
4,33
Im 2lm
¥sla)
s
16
i
L 3 }l
Figura 4.58
4,35
s :r
fm i
1—
|
|
|
ickox I
| 3m
|
|
|
I 2
Figura 4.60

Determinar el centro de gravedad de la sigoientes figuras

259

4.32
Yy
f 4m !
Figura 4.57
4,34
by
it
30 em
x
| 200 em !
Figura 4.59
4,36
¥
weg-do’
im
i
| im T
Figura 4.61




1260
4.37
I im
Figura 4.62
4.3
M
Figura 4.64
4.41

I im

Figura 4.66

Determinar el centro de gravedad de la siguientes figuras

438

4.40

442

4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

=3 3D

110

I Bm

Figura 4.63

1]
{= =]
i
|

| Bm

Figura 4.65

by

=335

]

Bm

Figura 4.67
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4.43 4.44
L ¥
x
a
Figura 4.68 Figura 4.69
4.45 4.46
J}l
Ay
r=1+128
x
a
Figura 4.70 Figura 4.71
4.47 4.48
i}l
¥
r=1+128

Figura 4.72 Figura 4.73
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4.1.6. CENTRO DE GRAVEDAD: AREA COMPUESTA - EJERCICIOS RESUELTOS

EAEVMELQ EESUELEG 3.0.0.1 Determine el centro de gravedad de la siguiente fizura compuesta.

¥ &
¥t >
= | .
@ (@)
— Paso 1: Identificacion de elementos @I ¥ @ figuras 4.74 (b) v ()
""""" fm respectivamente, luego calculo de rea v centroide de cada elemento.
|
o Asea y Centroide: Asea y Centroide:
: ' Elemento (1) Elemento ()
| »
3 | x
f Im | b==5m ro:=3 m
(b) hyi=6 m
. ;| T "22 i 2
:r"" A|'=!i‘|'h|=1ﬂ]'m A"l.t: 2 = I.‘i-.l.lr?m
— = 41y
Ty=h+2=25m T=hm-— =3.72Tm
3
n=h2=3dm p=3m

> Pazo 2: Cuadro de resumen para el calculo de centro de pravedad de la

Jm figura compuesta.
(e)
Elemento A; ) ¥i A; - x; A; - ¥;
(m?*) (m) (m) (m*) (m?)
@ 30 25 3 7h 90
@ —14.14 $5.73 3 —h2.60 —42.41
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CONTINUACION

Paso 3: Calculo del centro de gravedad de Ia figura compuesta

L4

n n B | Sm-\
=1 =
Fa= S — I
A SoA I
f—2 S ] CG@
r.=1407T m y=%m = 0=
I
@
. El centro de gravedad de la fizura compuesta es &= 1.407 m. :
y=3m |
I

Figura 4.74

EJEMPLO RESUELTO 4.1.6.2

Determine el centro de gravedad de 1a signiente figura compuesta.

}'“

053m

[

I -
¥4 - ~Flim——0sm—] %3

|

0.4 :
EE©) : 2
— =
- 0Em (a)
I
l t Paso 1: Identificacién de elementos (1) v (2) figuras 475 (b} v (o)
I ] . respectivamente. Tuego calculo de drea v centroide de cada elemento:
(b) Area v Centroide : Area y Centroide :
Elemento (1) Elementa @
by=0d4dm ry= 7.5 cm
b, =0.8m
ce(D)
Ay=b-h =032 m" Ay=m vyt =0.018 m?
Ty=b=2=02m r=0.1m
|
l z

(c) yi=h=2=04m =S m
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con it Paszo 2: Cuadro de resumen pars el caleulo de centro de gravedad de la

figura compuesta
Elemento A, %; ¥i A - % A; - ¥
(m?) (m) (m) (m?) m*)
(1) 0.32 0.2 0.4 0.064 0.128
@ ~0.08 0.10 .5 ~0.002 ~0.009
E (.30 0.062 0.114%
ik
Pazo 3: Caleulo del centro de gravedad de la figura compuesta
— ce®
2o A, v A
- CG—@ == Yir==
>k A
.| i x. =206 m y.=0.394 m
Il g= ot e
| 1 =
[ 1
! : = J.El centro de gravedad de la figura compuests ez x =0.206 m.
(d) 3.=0.3 m
Figura 4.75

EJEMPLO RESUELTO 4.1.6.3

Determine el centro de gravedad de la siguzente fioura compuesta

Vil
04m i 04m i
|
FIm
Fim
Yok
z 'I' 08m i
0.3 m =] P — i
: ==
|
Paso 1- Identificacion de elementos (1) y () figuras 4. 76 (8) v (c) e i 1
respectivamente. luego caleulp de drea ¥ centroide de cadz elemento: I f1
(5m
Area y Centroide : Elemento (1) Area y Centroide : Elemento (2) : J \
b =0.8m by=0.3 m I 5




CONTINUACION

hy=0.2m hy==0.5m vk
' : — 4 m—i
Ayz=by+hy=0.16 m* Ayi=by hy=0.15 m’ —+03m4—
— — CiE{(2
To=h +2=04m Tp=02m+ by = 2=04m (c)
n=05mih, +2=06m Ya=hy +2=025m
Paso 2: Cuadro de resumen para el calenlo de centro de gravedad de la )
figura compuesta
Elemento 4; x; ¥i A; - %; A; - ¥
(m*) (m) (m) (m¥)  (m%)
(1) .16 0.4 0.6 0.064 0.096
(2 0.150 .40 (.25 0.060 0,035
% .31 kg | 0.124 (.14
& eI
Paso 3: Calculo del centro de gravedad de [a figura compuesta o p ;
_______ P _
" " =i (d)
2T A 2oy A, |/ 6@
=1 1 U.4m &
L= e e R e _l'_ o=
A 1A ,::'-1;’
x. =04 m 1. =10.4306 m ':li .
T -
.El centro de gravedad de la figura compuesta ez =z =04 m, .
y.=0.4306 m Figura 4.76
EJEMPLO RESUELTO 4.1.6 4
_ Determine el centro de gravedad de 1a siguiente figura compuesta.
V&
/\ Paso 1: Identificacion de elementos @, @, @, @, @ ¥ @ figuras 4.77
(b, {ch. (d). (&), (£) ¥ (g) respectivamente, luego calculo de drea v centroide
dm 15 4m de cada elemento
/A
< Area y Centroide : Elemento @ Area y Centroide : Elemento @
i 3m - =
< r@.}m{/ b=2 1‘,-"2 m ryi={.bm
4
hy=2vy2Zm
\\ 2 {{ I 1'|||r
im o ;
\\ i A=y =8m’ Age=1r 1, =0.785 m*
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CONTINUACION

vk T,:=2b,+3=18%6m Ty=b,—1.25m=4/2=1.945m
CG@ - -
v, =22 m+h <3 W=2 2 m+1.25m=1/2
N2 m
b1 (b) y,=3.7T1 m w=3.712m
L—I\'Eni—"|
: i1 o Area y Centroide : Elemento (3) Area y Centroide : Elemento (4)
| =
[ x by=21/2 m r,=0.5m
hy:=2 ‘Ii."lz m
¥4
r03m Ay=byhy=8 m® Ay=re (ry) 4 —0.785 m*
—
i (©) Ty=b+b3=3.77T1m T=b 4125 my2=3712m
y e
o Pa=2 2 mth <3 =2 V2 me1.25ma2
I
| o =
I "::__ y;’:ﬂ‘??] m yd=3.7]2m
vk Area y Centroide : Elemento (5) Area y Centroide : Elemento (£)
by:=2 \.@ m
h =2 '1,.1’2 m ro=0.5m
Age=by s h, =8 m* Agjr=ms (‘rﬁ}l‘! =().785 m*
E Eﬁszﬂhﬁ%:ﬂ-zl_%m E::b,,—l.ﬁﬁm%'\.l'@=1.945m
=22 m—h. =3 w=2V2m-1.25m=\2
vk
.5m — —
. y,=1.886 m p=1.045m
i 1
| CG@ vk vk
}
|
I
—_-B—
1 pas ! — CG(®)
© i
e
| | x x

(5
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4 T ; -
Paso 2- Cuadro de resumen para €l calculo de centro de gravedad de la CONTINUACION

figura compuesta
Elemento 4; x; ¥i A; - x; A; - ¥;
(m?) (m) (m) (m%) (m?)
1 8 1.586 3.771 15.085 30.170
@ —{.785 1.94 3.712 —1.527 —2.016
) #.00 3.771 3.971 30.170 30.170
) ~0).785 3712 3.712 ~2.916 -2.916
(5 8 1.886 1.886 15.085 15.085
(&) —0.785 1.945 1.945 —1.527 —1.527
53 21.644 54.370 68.066

Paso 3: Calculo del centro de gravedad de [a figura compuesta

(h)
PIEATE PIETERE
=1 =1
m{' = yl'!':: =S —r's
i = g [] b
L A-; }_r'd't = L — | .ﬂvffE
S e [ -
x =2512m y.=3.1448 m e e |y agan ﬂl' I
: 2 —1.94m Sa47
. El centro de gravedad de la fizura compuestz ey 7, =2.512 m_ ! | H""T! : =
y.=3.1448 m =
Figura 4.77
EJEMPLO RESUELTO 4.1.6.5
_ Determine el centro de gravedad de 1a siguiente figura compuesta.
A Paso 1- Identificacion de elementos (1) y (2) figuras 4. 78 (b) v (c)
—_— respectivamente luego calculo de drea v centroide de cada elemento:
yeter® d
LB
7 Area y Centroide : Elemento (1)
SitE bi=5m hy=2m
¥ Im by+h, y
}":kxﬂ ﬂ-.hﬂ "41.:: =3‘-3‘33 m
n,+1
Jm
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CONTINUACION

vk

4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

— w4+l

T = by =3.75 m yi=2m+ hy =26 m
: m+2 l o d w42 :
Area y Centroide : Elemento (Z)
L
by =5m hy=2m
by-
ﬂzzd A! 1= -J_hz =2 mj
va Ty +1
— +1 - +1
= u:p:ﬂﬂI b, =4.167T m Yo t=ly— =A h,=1444m
/_ CG(D) 42 4 ny 4 2
i i Pazo 2: Cuadro de resumen para el calenlo de centro de gravedad de la
| I §  figura compuesta
(c)
Elemento 4; X; Vi Ay X A; ¥
(m?) (m) (1) (m¥) (m?®)
(1 S48 3.7h0 2.6 12.500 5667
@ 2 4.167 1.444 8.333 2.880
z Bl 20,843 11.556
TA
Paso 3: Caleulo del centro de gravedad de la fizura compuesta
3.75m ' - ce®
u.' _ o
______ - | oc E.l"ri'Ai Eﬂi"‘tt
=1 3=1
- L E
' 34 34
—————— =L g ; ;
0 i
l 4 = 3.906 m y. =2.1667 m
- ! -
I 4 16Tm ! .".El centro de gravedad de la fisura compuesta ez x, = 3.906 m,
Y. =2.1667 m
(d)

Figura 4.78
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Determine el centro de gravedad de la signiente figura compuesta.

Paso 1- Identificacion de elementos (1) v (Z) fizura 4.79 (b) ¥ (c)
respectivamente. loego calculo de drea v centroide de cada elemente

ry=2m-tan(33")=1.209 m

Area y Centroide Area y Centroide :
Elemento (1) Elemento (2)
by:==4wm =120 m

G
fy=4m E O
" *Jl:r-rgzI . - &
Ays=by-h =16 m Ay=— =265 m (b) \ |
4m I ) v
\’ w337
L

2069 i

Tk

@ <

[EJTEMPLO RESUELTO 4.1.6.6

—h

x,=0.588 m x,=4.524 m "
v
¥, =2.76Tm =139 m
# ccd)
Paso 2: Cuadro de resumen para el calenlo de centro de gravedad de la (c)
figura compuesta =il
| ]
347 n i
1 | .
Elemento A; x Y A - x; Ai - i
(m?) (m) (m) (m*) (m?)
) 16.000 (.558 297 9.408 44.272
€3 2.650 4.524 1.380 11.9488 3.683
% 18.65 21386 47.955
Pazo 3: Caleulo del centro de gravedad de 1a figura compuesta o
" - cc(
2T A PSRN
[ =1
T.= Y=
NA 24, O
|
r.=1.147m Ye=2.5714m il i
[ &
.*.El centro de gravedad de la figura compuestaes o =1.147T m, q l b, :__
y.=2.5714m — I

Figura 4.79
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4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO
el S R Determine el centro de gravedad de 1a siguiente figura compuesta.

=
! 1.5 m—|

Wik —_—
! im
ce(D @)
— 4 285m
— L= Paso 1- Identificacidn de elementos (1), (2), () v (1) figuras 4.80 (c), (d),
ey Ie tn‘ammte: uego calculo de area vy centroide ca
| (&) v (f) rezpecti Iuego caleulo de drea ide de cada
4 2 elemento
=7l | i
—285m—1 4, 2 -
J| 2 a::——_--i-— —2853m
' o tan (60°)
(e)
va Area y Centroide : Area y Centroids :
2| Elemento @ Elemento @
= ce®
by=a=2853 m by=4d.5m-—b=1647Tm
I
j . hy=a=2853m hyi=h,=2.853 m
¥2
I
by h f, « b
: i; Ay=—" 4,069 m? A= 2 _p35m?
2 2
(d) 2,=20,23=1.90m Tyi=b 4+ by = 3=3.402m
vk
s ' ca(® yy=15m+h=3=2451m e=1Lim+h,s3=2451m
Area y Centroide : Area y Centroide :
l 72 Elemento Elemento @
| | <
» ryi=0.5m by==3m
(E} fh::l.ﬁm




i . CONTINUACION

Ag=r« (ry)* =0.785 m” Ay=by-h,=45m V4

Eg:=3m+[]'.157 m=J4.15T m E.¢== by 2=15m i44| / i

W15 m+ 1126 m=2626m  yo=hs2=075m ‘ :’ _'-

Paso 2- Cuadro de resumen para €l calculo de centro de gravedad de la I

| ™.
figura compuesta L ..
Elemento 4; X; Yi A; - x; A ¥
(m*) (m) (m) (m*) (m®)
{1) 4.4 1.802 2.451 7.740 09,4974
@ 2,350 3.40 2.451 7.903 5.750
@ —0.79 3157 2.626 —2.480 —2.063
z) 4.500 1.500 0.750 6.750 3.375
x 10.1:34 " 200103 17.045
Paso 3: Calculo del centro de gravedad de [a figura compuesta ¥ (2)
T A pIETEN
o [} — =
e . He-= . I 1
YA A I | : .
| 8
o | B 0 B4
x. =197 m 3. = 1.6821 m fam } 4 :: i
- e |
.. El centro de gravedad de la fisura compuesta ez o, = 1.974 m g ]| | :! I;
y.=1.6821 m - ! il -
Figura 4.80

EJEMPLO RESUELTO 4.1.6.8

Determine el centro de gravedad de 1a sigutente figura compuesta.

Paso 1: Identificacion de elementos (1), (Z) y (3) figuras 4.81 (b), (c) v (d)
respectivamente, luego calcule de area v centroide de cada elemento

Area y Centroide : Elemento (1) Area y Centroide : Elemento (2)
b=5m by,=3m
hiy=bm hy=34m
A= by hy =25 m? Ay= b’:hgzri,ﬁmx

!—lm ! 3m ! lm-‘-l e :
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CONTINUACION

o = 1
T E=h+2=25m Tyi=1 m—j—a by=2m
Yy i=h,+2=25m pr=hy=3=1m
A
L Sm Area y Ceatroide : Elemento (3)
!13: sy ri m b;{ 2 !'l:; \
= hy:=3 m Ay= =4.5m
i im !
- 2 : === :
(b) Iy=1m+ 3 biy=3m Yy=bm—h,=3=4m
Paso 2: Cuadro de resumen para el caleulo de centro de gravedad dela
figura compuesta
Elemento A; x; Vi A x; Ay
(m?) (m) (m) (m*) (m?)
L 25.000 2.500 2.500 G2.500 62.500
@ —4.500 2.00 1.000 —49.000 —4.500
&) —4.50 3.000 4.000 ~13.500 ~18.000
- bX 16.000 A0 AL
Paszo 1: Calculo del centro de gravedad de la figura compuesta
L = L e
2ime A PISTRS ¥
T = yrl:ﬁl
24 > A;
r.=25m y.=25m

.".El centro de gravedad de la figura compuestaes o, =2.5m,
Y.=2.5m

&

b

(¥}
£

4m

(=)

i

L ]

Moy
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2?3‘1

Determine el centro de gravedad de la signiente figura compuesta.

1Iil.

16m

()

Paso 1- Identificacién de elementos (1), (2) v (3) figuras 4.82 (b), (c) v (d)
respectivamente. loego calculo de drea v centroide de cada elemente

Area y Centroide : Elemento @ Area y Centroide : Elemento '@
byji=16m by =8 m
hi=2m hy=4m
Ty=d3
=h
Ayi=b,+h;=32 m® A,z:b" ! —8 m?
Tig+ 1
= = . +1
m,mb,%E:Hm m:!::ﬂm—f?—(rl?——}_: m
(ma+2)
— — = (1
yy=Admt+h, +2=5m yg=4m—m:2.ﬁﬁ?m
2 (2my+1)

Ares y Centroide : Elemento @

by:=Km hy=4m
= h.
Tigt=3 Ayr= -b‘i—l = #m?
Tyt 1
= «(mi+1 = « (mg+1
(ns+2) 2 (2 “:1."‘]}

Paso 2: Cuadro de resumen para el calenlo de centro de gravedad de la
figura compuesta

[EJTEMPLO RESUELTO 4.1.6.9

EI

B

L

EY

—Em

Bm




CONTINUACION

Elemento 4; X Vi A; - x; A;- ¥
(m?) (m) (m) (m?) (m?)
@ 32.000 &.000 50040 256.000 160.000
@ 2.000 1.60 2.857 12.800 22.857
@ 8.00 14.400 2.857 115.200 22.857
X 48,000 384,000 205.714
}IJL
(e) Paszo 3: Calculo del centro de gravedad de la figura
S compuesta
L1 L
>x-A >y A
=1 =l
ﬂfc = — Y= —
—ar 34 204
"li r.=8m y,=4.2857 m
*_.El centro de gravedad de la figura compuesta ez
Figura 4.82 r.=8Bm, y.=4.2857Tm

EJEMPLO RESUELTO 4.1.6.10

Determine el centro de gravedad de 1a ziguiente figura compuesta.
Paso 1: Identificacicn de elementos @, -@, @, @, @,

©. 2.2, & W 1) @, @, @ 6y fzumns 483

(b). (c), (d). (), (8. (g) v (hjrespectivamente, luego
calculo de drez v centroide de cada elemento ¥4

150 mm ———| |—I}15n~ mm———|

Area v Centroide: Elemento @ ¥ @ \\_ =

ll:lmm--—\.\ .
r, =10 mm ‘U :|—

2 3 imd mm
w-r =T -/ P
Alt -_I'_ =7ﬁ.5-‘l m: -'4-2“= L_ — R Bd mﬂ 1 10mm __:f.-'
300 mom
S " 5 mum
oy i= 1) mm — =5.TH6 mm
J

¥y =310 AT _ 05756 S

= mm——— = 305756
. 3w b Ml b x
= - 4ry :
iy =203 mm +-:;_ =207.244 mm

3T

== 3 4r | (a)
yy=310 mm— = 305.7H6 mm

3w
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Area y Centroide: Elemento (3) ¥ @

CONTINUACION

Tk
by=125 mm = F E8E)
hye= 10 mm S .
Tye= 10 mm + by + 2=72.5 mm
Agt=by« by = 1250 mm* yyi=310 mm —hy +2=305 mm | LS
A= bye hy = 1250 mm” ¢
T,:= 168 mm + by + 2=230.5 mm I g
14 =310 mm — h; <+ 2=3056 mm =
(b)
Area y Centroide: Elemento (5) y (&) ¥
Z C&
by =15 mm =g ) /_ :
fiz, == 20 rem a. __| _____J
Ty 5= 135 mm + by + 2=142.5 mm A '
Ag1=by+ by =300 mm® Yy 2= 310 mm — hy + 2= 300 mm ce®- | = | ;4
Ag=by« hy =300 mm* | |
Tgi= 153 mm + by + 2= 160.5 mm ! s
Yo =310 mm — h, = 2=300 mm j
(c)
Area ¥ Centroide: Elemento@}r
vk
T7:=10 mm B Lo e — C&(®
it Epe=135 mm + = 139.24d mm | j
Aji= =78.54 mm* G 1=
3 E:Eﬂﬂmm+—?=2#4,244 mm ' |
WTy 4 T | |
g 1= = T78.54 mm = v, C{}@J I s I 7
=168 mm — =163.756 mm | |
dor | |
e dr; | 1 %
iy == 200 mm + ﬁ =204.244 mm
(d)
Area ¥ Centroide: Elementn-@]r@
byi= 5 mm TA
hg = 285 mm | — CG(E)
Tge=150 mm — by + 2=147.5 mm
Ayi= by~ hy=1425 mm* yoi=5 mm + by + 2= 147.5 mm ~ i
2 = . ce@- | | i |
A=ty hy=1425 mm Tyy:=153 mm + by = 2=155.5 mm | I 3
Yp="5mm + hy= 2=147.5 mm : :
i

(e)
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CONTINUACION

Area y Centroide: Elemento ({1) y (2

vk
r=5hmm
| A G ID wery 2 wery” 3
i A= = 19.635 mm A= = 19.635 mm
_ﬂ_
| ' Ty =150 mm— = 1% 147.878 mm
ce@4 | I |} | ™ = 3w
| | L — rn
I - y=bmm——— =287 mm
&
= ir
® Eyqi= 153 mm + " —155.122 mm
w
— A1y
Yp==bmm-—_—— =2.878 mm
¥ i 9%
Area y Centroide: Elemento @, @, @ y@
2
cGdl cG
[ [ @ byyi=3 mm
A h“i::-t; mm
| |~ m 4
(S - Areas

J‘i|3==b]u"his= 15 mr
(g.) .-‘1"==bm'|'l-|== 15 mm?
Ap=by-h,=15 mm”’
Am:bm'hm:lﬁ mg‘

E—— cG @8
- Centroides

Hi— r CG@ :E.;;==15Gmm+bm%2= 151‘5 mm

_______ ; Yy =60 mm+ k3 - 2=062.5 mm

18 T =150 mm4-b; = 2=151L5 mm
Y= 125 mm+-hyy = 2=127.5 mm

s
3 ]
______ #_. e =150 mm + b3+ 2= 1515 mm
c6 @ — :?:.* " Yin=190 mm + hy = 2=192.5 mm
() Tyq:=150 mm + by + 2= 1515 mm

Yya=255 mm + hyy + 2=257.5 mm
Figura 4.83
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Paso 2: Cuadro de resumen para el calculo de centro de gravedad de la

figura compuesta

2??‘|

CONTINUACION

Elemento A; X; ¥; A; - x; ATy,
(m?) (m) (m) (m?) (m?)
@ TE.540) 5.756 305.756 452.065 24014010
@ T8.540 207.24 305,756 23345.500 24014.010
&) 1250.00 72.500 305.000 H0625.000 381250.000
) 1250.00 230,500 305000 288125.000 381250.000
(5 300.00 142.500 300.000 42750.000 90000.000
(&) 300,00 160.500 300,000 A8150.000 90000.000
@ —78.54 139.244 204.244  —10936.209 —23109.880
—78.54 163.756 204.244 ~12861.366 ~23109.880
(g) 1425.00 147.500 147.500  210187.500 210187.500
) 1425.00 155.500 147.500  221587.500 210187.500
(1) 19.63 147.878 2.878 2003.576 56.508
iE) 19.63 155.122 2.878 3045.815 56.508
ey 15.00 151.500 62,500 2272.500 937.500
Ty 15.00 151.500 127.500 2272.500 1912.500
as) 15.00 151.500 192.500 2272.500 2847.500
{18 15.00 151500 257.500 2272.500 3862.500
% 6049.270 916464.391  1374396.276
Paso 3: Calcule del centro de gravedad de Ia figura compuesta
2T A LU A
= =151.5 mm = =227.2 mm
DA, 3A

S El centro de gravedad de la fizura compuests sz, =151.5 mm

Y.=227.2004 mm




IHEIEEG hEa L EL IO 6 1) Determine el centro de gravedad de 1a siguiente figura compuesta.

(a) Paso 1: Identificacion de elementos @. @ ¥ @ como se muestra en la
4 figura 4.34 (c), luezo calculo de drea v centroide de cada elemento
=~ Area y Centroide: Area v Centroide:
3
) Elemento (1) Elemento (2)
- 4 :
|/' : o hi=2m by=3m re=3m
RYE
I > A i=h;+b,=6 m* A= —7.069 m’
i
¥
— b = .
z =i 5 m o= 7
F Jom
= — 4.7
y:=0m Yo i= =1L273m
& . Jew
— Ny —
(k) Zyr= 5 =1m Z=0m
- j’ ra
A Area y Centroide: Elemento @
|/ : @ 4m
0] hy=dm  by=3m Ayi=05-hy-by=6 m’
535
e == P — ul
Zm @ y Ty =0 m = ;’s =2m AL — _..;'. —1.333 m
- Pazo 2: Cuadro de resumen para el calenlo de centro de gravedad de la
figura compuesta
Elemento A; x; ¥i Z; Ai-x; A ¥ A; i z;
(m?) (m) (m) (m) (m*)  (m® (m?)
D 6.000 1.500 0,000 1000 9.000 0.000 6.000
(@ T.069 L.27 L.273 0.000 0.000 0.000 0.000
(@ G.00 0.000 2.000 1.333 0.000 12.000 H.000
Z 19.064% 15.000 21.000 14000
(c) Pazo 3: Caleulo del centro de gravedad de la figura compuesta
L _ M-dl _ _il.l'| _
. : 2w A DA YimeA
s £ @ .5 o & =R
- "‘; _r"" 2 - J:-1""' yr'_ zrl_
S AL "
v |5 SA; pIVE YIS
E s S
== | LA :
L AR ¥
o
L2t 18 m" 21 m? 14 m?
2y H.-‘= —J zn::—u
19.060 m* 19.069 m 19.069 m

Figura 4.84 z,=0.944 m y.=1.101 m z=0734m
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Determine el centro de gravedad de la signiente figura compuesta.

Pase 1: Identificacion de elementos l@. @, @, @, @ ¥ @ COMmo 58
muestra en la figura 4.83 (c), luego calcule de drea v centroide de cada

elemento

Area ¥ Centroide:
Elemento @

hi=15m b=15m

A;=05-h b, =1.125 m*

Area ¥y Centroide:
Elemento @

hy=15m W=15m

Ayi=0.5+hy-by=1.125 m”

e LE + !‘#, 9 —_ 2. b‘g 1
T=L5m =2m e =1m

1 3 E 3
yi=0m ypr=0m
= hy = h,
z,:zdm+—3--=35m H=dm+—=35m
Areay Centroide: Area y Centroide:
Elemento @ Elemento @
hy=3dm bys=3m hy=1m bys=1m

Ayi=hy-b=0m*

Ayi=—hy<by=—1 m*

Fyi=—=15m =1lm+—=15m
2 2
E‘:"m 's_MI:" m
== ' e iy
Zi=—=1.5m z=—=0.5m
2 2
Area y Centroide: Area y Centroide:
Elemento @ Elemento @
h:=3m b=1m hgi=6m  bg=3m

Agi=—hg by =—3 m*

E,,-=1m+%=1.5m

=M A
pi=—=1.0 m

b/ 9

z=0m

Ag= by - bg=18 m*

rsszﬁzl-ﬁm

2
— i %
Yai=— =3 m g
e 9
zz=Um

z?ﬂ

[EJTEMPLO RESUELTO 4.1.6.12

§z

(b)

b

® f’

Fm

(c)

Figura 4.85



%0
CONTINUACION

Paszo 2: Cuadro de resumen para el caleulo de centro de gravedad dela

fipura compuasta
Elemento A; X; ¥; z; A% Ay A; -z,
(m?)  (m) (m) (m) (m¥)  (m?) (m®)

@ 1.125 2.000 0.000 3.500 2,250 0,000 3.038
@ 1.125 1.00 0,000 2,500 1.125 0.000 H.938
@ .00 1.500 (.(MH) 1500 13.500 (L0060 13,500
@ —1.00 1.500 0.000 0.500 —1.500 0.000 —0.500
@ —d.(0) 1.500 1. 500 (1.000 —4 500 —4.500 0.000
& 18.00 1.500 3.000 0,000 27.000 54.000 0.000

X 25.250 7875 A%.500 20,875

Paso 3: Caleulo del centro de gravedad de la fizura compuesta

¥ A, YA, > %A
= =] yc:z_'l--t z,i= =l
A, A oA
g o 37875 m’ . m , . 20875 m’
" o2s2mt T 2825wt © 2525 m?
z.=15m 4= L9 m z.=0.82Tm

. El centro de gravedad de la figura compuestaes o, = 1.5 m,
Y.=1.0604 m vy z.=0.827 m
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4.1.7. CENTRO DE GRAVEDAD: AREA COMPUESTA - EJERCICIOS PROPUESTOS

ml}ctcnninc ¢l centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto a los ejes X e ¥
4.49 4.50

jercicios

E

TH

=1 m=] I—-—i m—-—l*—lm-—|

Figura 4.86: FigR01 Figura 4.87
4.51 4.52

2.8m |—}0.8m tr

2m

=

.

Figura 4.88 Figura 4.89

4.53 4.54

Figura 4.9 Figura 4.91
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Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto a los ejes X e ¥

4.55 4.56
3 LY 0752
by ag I L8 2a b15a-f=—=}t13a
R I =T
| |'_'}*ﬂ.?'¢m
L =y
Em
Gl.im a=1m im
12m
l 1 o
a x = : | |-*IJ..'5m=x
Figura 4.92 Figura 4.93
4.57 458
4 ¥ L
i
|
|
I
I
i
i 2
| %
|
=
hT0E x
o i *>
I—? m ! im
Figura 4.94 Figura 4.95
4.59 .60
Y
[1
|
|
o
|
|
|
|
|
/ |
e | i
0= -
|—3m—

Figura 4.97
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Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto a los cjes X e ¥

4.61

Figura 4.93%
463
g Y
| 150cm | =
Figura 4.100
4.65
[y :f'
10m i
i | 3" 10m
o
1!.11# | \
| 7 | |
E I | |
| |
—tm—H—p5m

Figura 4.102

4.62
by
2a
{ g0* iz BO® A
ol i
} 12 m |
Figura 4.99
4.64
I
I
I
I
|
|
a ' -
Sm ! 3 m'—'|
Figura 4.101
4.66

|—15em—

ol

30 em

Figura 4.103
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Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto a los ejes X e ¥

4.467

4.69

4.7

-2 m

o = I *
1'3-4:11*-IIJI

Figura 4.104

Figura 4.106

Figura 4.108

4.68
i
! 3 Iﬁm//’-\ B a=05m
* |
L~ | :
e i
[ Josa:
B =
|
|
I "
2 — 50 e f— =
Figura 4.105
4. 70
II.:(
4 m—‘—l-lm-t——} m—-‘
T ir 0.5m
]
g1
o]
Figura 4.107
4.72

—_—————————— =

"

Figura 4.109

v
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Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto a losgjes xe y

4.73
¥
x
L .8 =
——300mm ——| @
Figara 4.110
4,75
y | [ 4m '
2 | I:[D.im
0.5m
dm
I3im Iim |
x
iy R
Figura 4.112
4.77
b
—1L5m —Ho{Hm-Ho-—1Lm—| _;
I == |
I I
Lol
Hi |
i 1.3m
L1131
|
|
|
| Im
|
I x
0 1 -
Figura 4.114

4.74
i

|

|

I

I

I

I

I

I

I

o |

| 10m |

Figura 4.111
4.76
¥
| 3 | ~lm
4m
2m rlm
2 I"—'I.i m—'l'—lj m'—"1
Figura 4.113

4.78

=25 o=

Figura 4.115
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Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto a losejes X e ¥
4.79

4.80
} by Y
_}_ dm ' 1.5m } 1.5m I
03m Wi \/Q - i
-'r— T r025m
L% Fni lf
0.5m S 5 I8 ]x.
L2m
r.25m
o z e O,
I o —
Figura 4.116 Figura 4.117
4.81 4.82
b &1
r6m
Figura 4.118 Figura 4.119
483 484
1 21 : &
| E ":-E | LR im § 4m [
rl.5m o)
0Em *m
™ i ; Elm
r D.jm—{’:_] b 1 T
: | i A "
im { i 2 "
Figura 4.120

Figura 4.121
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Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguicntes figuras, respecto a los cjes Xe ¥

4.85 4.56

Auadrade
de 0 5m

Figara 4.122 Figura 4.123

4.87 488

Figura 4.124 Figura 4.125

4.89 4.90

L

b
i

Figura 4.126 Figura 4.127
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|

Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto a los ejes X e ¥

4.91 4,92

b

I6m

%

Figura 4.128 Figura 4.129

4.93 4.94

L

~m-1 o jm—-l—l—i'm/—ll——l—l O L

Figura 4.130 Figura 4.131

H oy

495 4.946

]-'JI.

g 53 rr 2. 5m

=]
B

—15m
Figura 4.132 Figura 4.133
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Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto a los cjes X e ¥

4.97 4.98
v
im i ¥t
123m
-l W
Sm
x
ﬂ =
|=——0.75m
Figara 4.134 Figura 4.135
4.99 4.100
¥ ki
T
| 1
| im
I 4‘7
o P
=3 m=t—3m—=|—3 m—|
Figora 4.136 Figura 4.137
4.101 4.102
& } ;
yErER L2 ¥
Im
I 2 ! i

Figura 4.138 Figura 4.139
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Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto a los ejes X e ¥

4.103 41104

02m
\ I'ISII]*= -
) o x
1.5m—l— 0.15m _I_Mm x
1.2m 1.3m
Figura 4.140 Figura 4.141
4. 105 4.100%
K ¥
1.2m .
= 4
Tl N
g '—[ _ | 04m
- I
Ly I.5m
% L,
=
N
0.8m O4m
Figura 4,142 Figura 4.143
4.107 4.108
Bl ¥ - 20mm Ay
—— G — || l—— A —
2 them
”—ﬂ{iﬁi_
lflmm-l_ =
| 230mm
= x
L x

Figura 4.144 Figura 4.145
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Determine el centro de gravedad del drea sombreada mostrada en las siguientes figuras, respecto 4 losgjes xe y

4.109 4.110
&Y
Sm
s 5 :
o —lm ! 2m !
Figara 4.146 Figura 4.147
4.111 4.112
& ¥
AV
— 3 m——
Im
X x
= ] -
Figura 4.148 Figura 4.14%9

4.113 4114

¥E

Figura 4.150
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4.1.8. CENTRO DE GRAVEDAD: MASA - EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO RESUELTO 4.1.8.1

Determinar el centro de gravedad del cuerpo formado por dos materiales

mostrado en |2 siguients figura, 31 la densidad del cubo ez p, =1000 Rt &

Ia densidlad del cilindco &5 p=800 ¥ (5:=0,81 m-s~?)
m:

Paso 1: Identificacidn de elementos (1), (2) v (2) . figura 4.152 (b) luego
calculamoz el peso v centroide de cada elemento

Peso y Centroide: Elemento @ Pezo vy Centroide: Elemento @

pI:IEHI[IE';— Py = 1000 _k‘% ra=2em
m m

V,=8%cm-10em-12 em Vz::n.{zm}z.mm

V, =460 em® Vy=150.796 em™

w=p,-g-V,=9418 N Wyi=py =g V= 14ATON

z =Gem Zyi=0 em

Peso y Centroide: Elemento @

Py = p= 800 E’; ry=2em  Vy=m-(2em)?+12 on=150.796 em’

B M gy Ve 1183 N Zy=6Gem
=Sem =
wy(N] Z;{m) Wy - Z(N-m]
* 1) 0.42 0.06 0.565
Heuradiish @ —1.48 0.06 —0.09
(3) 1.18 0.06 0.07
912 (.55
e -
.l. e R
Zo= =6 em
" (@) 3w
i - Determinar las coordenadas del siguiente cuerpo conformado por tres
. y 3 materiales, considerando con densidad superficial p,=2000 kg.m ™",
) pa= 1000 kg-m ™~y py=1500 kg-m ™
= —]- 1 am Paso 1- Identificacidn de elementos (1), {Z) v (2) |, figura 4.153 (b) lnezo
| ealeulamos la masa v centroide de cada elemento.
E
- A=10cm-4 em Aye=10em-4 em Ay=10em-8 em
‘:"i A, =40 em® Ay= 40 em? Ay=80 em?
|

H"r

I"_‘1BL1'I‘1—""|
myi=p A, =8 kg My =iy Ay =4 kg My =y Ay =12 kg




I,=5cm I,=5ecm T;=5 em Y &
Yy=2cm U=t cm Uy=12 em -
1 Tz 4 {b}
4 -
- = = Ge tei
m;lkg) yilm) m; - ¥ * :
(D) =00 0.02 0.160 R
4.00 0.06 0.24 E
2 N
@) 12.00 0.12 1.44 -
—_— e ey a
24.00 1.84 - O T J
L = L == I"_i m_..l x
2oy oWy
z‘__.:'-]—zﬁm:. yﬂz'-]—:?.ﬁﬂ?m Figura 4.153
my Jom
Determinar el centro de gravedad de la siguiente figura, p; =500 kg-m .
Py =400 kg -m "y py=100 kg.m ™' 3 -
i m
Pazo 1: Identificacidn de elementos @ @ ¥ @ figura 4.134 {a) luego
calculamos la masza v centroide de cada elemento. T
A=4m-2m Ay=4m-3m-05 .L,,:w..'f[zm]“’+[3mn]2 @
A,=8m’ Ay=6m’ Ly=3.606 m i
my=Ay -y Ty = Ay« iy My = Liy- py ¥
i, = 4000 kg 1y = 2400 kg Ty = 360,555 kg @
F=1m Tp=0m Ty=1m . (a) -
z=2m ﬂz::im Uy=15m c i
y,:=0m E?r_-gm n=0m
Elemento i x; ¥ Z; m; - X; m; - y; m; - Z;
(kg) (mm) (m) (m) (kg-m) (kg-m) (kg-m)
@ A000.000 1.00 0.00 2.00 AC00.00 (.00 HO00.00
@ 24000.04) .00 1.04) 133 .10 2400041 S200.00
@ 6056 1.00 1.50 (.00 A60.56 B40.83 (.00
¥ 676056 4360.56 2040.83 11200.00
2Tpemy; DYy 2 zem,
mﬂ:H— H'_z'-t— .= =
2m, >y dom,

r.=0645m ¥, =0.435 m z. =1.66T m
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4.1.9. CENTRO DE GRAVEDAD: MASA - EJERCICIOS PROPUESTOS

D::tr:.rminnr ol centro de gravedad de las siguientes figuras

4.115 4116
S = T4 C-1 48z
o C-2 40
= f—sm—o |—am—o C-335x
s - | L |
- e ECN SR
e =22 Skziom’ = o2 <
= | |
=y | | 3m
S _ 1
h DR ¢ [ e =
C-140Ta —
€-235Ta | | g
c330Tn | ]
2 -3 H!-]cfz ":'3F‘£‘
x
Figurn 4.156

4117 4118

|
Pago= 100 Tn E”r _____ @ _____ {éjr
3m _

| C-1 r60em [
| C-150Ta i 3:“
. O, @ G,
X x
4.119 Figura 4.157 4120 Figura 4.158
Yo ¥ ok
i | Py=6Tn
| 3 Lo t
]._ﬂ_{ _I_ 4m | 45m
'® [ 53cm 50 Cm E
: & e i
P=5Tn
I_ Joom 1_| 43 om 2.83m
s5m i Ly
|30 Pk |
e I_—‘— 10 n‘n'_-'-—f-'__ : i
|'w'| B0 cm F‘ |
1 | Py=ATn 1 ¥ P=TT ! -
20 o =l 5 o

Figura 4.159 Figura 4.160
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Determinar el centro de gravedad de las sigoientes figuras
4.121 4.122

]
am i 3m

Figara 4.161

4.123 4.124

— =

o
35 0m ¥

Prana=1 15i:g."cmj'

Figara 4.163 Figura 4.164

4.125 4138

F—2m—| P=75Tn
P=3Tn —H1m—— @—l-

il
[ (-

| 1m= R -35em | & o
am zm L
| P:=9Ta [——zm _,I. I ——k
[ 23 T e P=Tn j:_rmm=]'.SII:Il:_g."s::mj

Figura 4.165 Figura 4.166
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Determinar el centro de gravedad de las siguientes figuras

4.127 4,128
bz

po=17 Tkg/m?

Pritinry=12 00k mver® pa=Elkzm

Figura 4.167 Figura 4.168
4129 4.130
Figura 4.169
4.131 4,132

= & 3

Ff 5

b o

!
am = g

¥ il : ¥
- pr=13kzim
: o= 528ca rim %
Figura 4.172

Figura 4.171
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Determinar el centro de gravedad de las sigoientes figuras
4133 4.134
~tosmt—  —F08urtosm— ]
Figura 4.173 Figura 4.174
4135 4136
y | 15m | i
) :
p=225kz/m? | = |
Hﬁﬂl@l’n& : |
Figara 4,175 Figura 4.176

4.137
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Determinar el centro de gravedad de las siguientes figurs
4130

Figura 4.17%

4.141 4.142

® Fmﬂ%ﬁf
Figura 4.181 Figura 4.182

4.143 4144

- r

B g =1300kz e
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4.1.10. CENTRO DE GRAVEDAD: VOLUMEN - EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO RESUELTO 4.1.10.1

Figura 4.185

Al @ |

Figura 4.156

Determinar el centro de gravedad del siguiente cono.

Paso (1): Determinacién del elemento diferencial a partir de la
figura 1.185 ().

dV=A=d=

A _ (h-2)’

I;dV
,:E._E:
[ av
h
- ""‘“!___Z_F d
Iz-d,dz K
i i) _h
ZEH " _ X __,i
[A.az Afh-2)*
o h2

Determinar el centro de gravedad de la siguiente piramide.
Paso @: Determinacion del elemento diferencial a partir de la
figuras 1.186 (&) v ().

h

=

b

dV=ygx-dz yu; (h—z)
(]

-

_h—2z

5 m:L’:fh—z}

=

Paso @: Dreterminacion del centro de gravedad con respecto al eje z

f?uv

25'::
j dv
(
h i h
o [h—2)s— [(h—2)d
Iz-y-:rrlz Jz h{ ?) h{ Hlds
_ _E _h
s = =y
TR X B a b
! Jh {h-—z}--h (h—z) dz
1]
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 Tabla de Resumen de centros de gravedad de figuras conocidas
Forma Figura Volumen o ] z
4 3
Esfera 3 w-r ] 0 0
Cono L et 1] {0 E
3 4
Prisma
ey 0 0 h
2
Semi-Esfera 3
= ogrey? 1] ] ik
B
Firdamide
Csinfal 0 0 L]
3 4
Cilindro h
wert h ] 0 2
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EJEMPLO RESUELTO 4.1.10.2 Determine el centro de gravedad de la figura 1.187

Paso 1: Identificacion de elementos (1) y (2) . fizura 1.187 (b) lueso
calculamos el volumen v centroide de cada elemento

Volumen y Centroide: Elemento (1)
hy=10em ¥, =Gom

V.= ; e hyor? =376.991 em®

= h
=0 =0 z,::‘ll]m—Tl':T.Ean

Area y Centroide: Elemento @
ry =06 cm

V= i wary” = 452,389 em®

= = =5 iry
xyi=0 Y= zy=10 em + 'S =1225cm
V. Z Vi-&
(D 376.09 7.5 2827.43
Y €3 A52.39 12.25 554177
AML38 H2369.20
b =
(. } E Ei " V‘
Figura 4,187 Popmi = 10,091 em
2V

Determine el centro de gravedad de 1a figura 1.188

Paso 1- Identificacion de elementos (1) v (2) . figura 1,188 (b) luezo
calculamos el velumen, v centroide de cada elemento

Volumen y Centroide: Elemento (1)
=20 e by =22 om g =24 ein
V,i=b,a,-h,=10560 cm’

— h
=0 Y, =0 zl:z_z_.:ll]m




1 302 4.1 CENTROS DE GRAVEDAD DE UN CUERPO RIGIDO EN EL PLANO

CONTINUACION

oBice
by =25 cm by=22 em iy =24 cm I-'ZI::E n_ha
= = = hy
=1 =1 2= 20 cm+ = = 206,25 em
Vi Z Vi
) 10560 10 105600
(z) 4400 26.25 115500
140460 221100
S5V,
Z="'  — 14779 cm Figura 4.188
2V

Determine el centro de gravedad de Iz figura 1.189

Paso 1- Identificacion de elementos (1) v (2) . fizura 1180 (b) luezo
calculamos el volumen, v centroide de cada elemento

Volumen y Centroide: Elemento (1)
h, =60 cm r =30 em V,=m-r," - h,= 169646.003 cm”
= = = N
T, =0 =0 z|:=?=3ﬂnm
Area y Centroide: Elemento (2) "
ryi= 30 em V= : wery’ = 56548668 em® s
= = e 37y @)
Tqt=0 yy=10 zy1= 00 em 4 5 =T1.25 em
Area y Centroide: Elemento (3) .
hy = 60 em rq:=30 em Vyi= — rehgery’ = 56548.668 cm?
Ty:=0 Yy=0 z,:ﬁ]m—;:ﬁm
V. Z Vi z;
) 168646 30 ROSO350
@ 56540 71.25 4029093
3@ —56549 45 — 2544690
g 169646 GHTITES
Eﬂi'i"\
z =" =38.75 em

LV Figura 4.189
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4.1.11. CENTRO DE GRAVEDAD: VOLUMEN - EJERCICIOS PROPUESTOS

mbﬁmnninar el volumen v las coordenadas del centro de gravedad x, ¥ e 2 de las siguientes figuras,
4.145 4.146

0S8

C

-

Ejerc

4.147

Figura 4.192
4.149

Fipura 4.194 Figura 4.195
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Determinar el volumen y las coordenadas del centro de gravedad X, ¥ e 2 de las siguientes figuras,
4.151 4.152

Figura 4.196 Figura 4.197

4.153 4.154

4.155 4.156

LR e

Figura 4.200 Figura 4.201
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Determimar el volumen y las coordenadas del centro de gravedad X, ¥ e 2 de las siguicntes fguras,
4.157 4.158

4.159 4.160

25 O™

Figuara 4.204 Figura 4.205

4.161 4.162
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Determinar el volumen y las coordenadas del centro de gravedad X, ¥ e 2 de las siguientes figuras,
4.163 4.164

4.165

4.167 4.168

130 0m

Figura 4.212
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Determimar el volumen y las coordenadas del centro de gravedad X, ¥ e 2 de las siguicntes fguras,
4.169 4.170

150 Om

Figura 4.214 Figura 4.215

417 41712

4.173 4.174

Figura 4.218 Figura 4.219
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4.1.12, PAPPUS GUILDIS - EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO RESUELTO 41121

Determine el drea ¥ volumen vsando ] teorema de Pappus Guildis de Ia figura 4. 220

Rotacion respecto al eje ""x":

Determinacion de Area. figura 4.220 (a).
A=(L) (27.y)  L=b
A=b«(2m:h)

A=2mw-h-h

(2)

Rotacion respecto al eje "v'":
Determinacion de Area, figura 4.220 (c).

A=(L)(2m.2) L=h
A=h-(2 7w-b)
A=2mwhb

_"JI.

(2]

u

(®)

{d)

Determinacién de Volumen_ fizura 4 220 (b).

V=)'l-{:! wa;] A=bsh y=g
v=n.h-[zw-")

2
V=m.bh?

Determinacion de Volumen, figura 4 220 (d).

V=A-(2m.2) A=b.h I

b
2
V: h-h-[ﬂ W'E]

2

V=mhb?
Y 4

Figura 4.220
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(EJEMPLO RESUELTO 4.1.12.2

Dietermine el drea v volomen vsando el tecrema de Pappus Guildis de la
figura 4.221

Rotacidn respecto al eje "v": L= ',,l'lh‘ +.l‘_':“r

Determinacion de Area, fisura 4.221 (a). Determinacion de Volumen, figura 4.221 (b).
* ]
b b bl h
A=(L) (2w-2) == VA + . V=A-(27.2) A= e=
2 ‘1,"f11+ﬁ1 2 3
1
A=\h?+b? |27 E]_:W.h.{h“ +h? V= b""..(g w..bf]: weheb
2 2 3 3
¥
(8 & {h)

i

]

Figura 4.221

Determine el drea v volumen vsando el teorema de Pappus Guildis de 1z figuga 4.222

Rotacion respecto al eje "x'':

Determinacion de Area, figura 4,222 (a). Determinacion de Volumen, fiznra 4232 (b
— @ = -1’ — _4r
A=s(L)(2mw-y yE— L=m.r V=A.l12m.y A= y=——
(£) (2 m-v) - (2m-) . o
’ il o
A=1r-r-[2 H-Jr]=4ﬂ-r* p="TT -(Eﬂ'- 4r)=4w it
m 2 A K

Figura 4.222




EJEMPLO RESUELTO 41123

Dietermine el dreay volumen usande el teorema de Pappus Guildiz de 1a figura 4 223

Rotacion respecto al eje "x":

Determinacion de Area fizura 4223 (a). Determinacién de Volumen, figura 4.223 (b).
A:{L}(E wey)  uy=h L=2.w-r V=A.(2my) A=sw-r* y=h
A=2.7w.r.(2mw-h)=4 w*.r.h Vemar?(2m.h)=2.hem? or?
e
v A
(2) (b) y
P “
' T -
Figura 4.223

Determine el area y volumen usando el teorema de Pappus Guildis de la figura compuesta 4.224

Rotacion respecto al eje "y", para determinar el area. segin la figura 4.224 (b}

L=\(8m)® +(2m)? =8.246m A=(L) (2 7.2)

T A =
I:Em-}ﬁ-mﬂ(ﬂ} 4;:5_24;&1’"-{21{-.}1“]
E=2m+-§1.3;=3m A=155.433 m?

Sm

(a) (&)

am

¥

LR

AT 2
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[EJEMPLO RESUELTO 4.1.12.3

Determinacion del volumen, segon Ia figura 4.224 (c) v (d)

byj=2m hy=8m by:=Bm hi=2m \
Ay=h, -h =16 m* T=1lm Ay=0.5-by-hy=8m" =2 m4 ?:—zz.ﬁﬁ'?m
Cuadro de resumen: no—
_ _ B= T = 1588417 m
A x; A;ox; 2 m
(1) 16 1 16
@ 8 2.67 21.33 V=A-(2 w.3) =24 m* (2 w1555 m)
24 3733
V=234.551 m’
S voa

= n’l—l
=— 7

!
!
@
(a) @ ;; ) /

y
+2m4— = ___!_1“_.!___ :

Figura 4.224

Em
Bm

Determine el drea v volumen usando el teorema de Pappus Guildis de Is fisura compuesta 4223

¥ &

| iy I

(2) 5m (b)
> -] )
o]
L,::\.Em Ly=3m r=1m
o L, " o Wer
Ty=1 m+ 5 -5in (45°) Taz=2 m In= = =1.5TI m

- = 2.1
T =1.5m my=1m+—=163T m
X
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CONTINUACION

Cuadro de respmen

E Ltlét
LE. ff Li-.fi _'c=" =
@ 141 1.50 212 3L
@ 3.00 2.00 6.00 P L ——
@ 1.57 1.64 2.57 B
599 10.69
A=(L) (2 7.x,) A:=5.985 m+ (2 7+ 1786 m) A=67.162 m
Determinacion del volumen segun la fizura 4 233
{E}' R
bh=1m hy=5m by:=1m h=1m _:m_i
A=byshy=5m® Agi=byehy s 0.5=0.5m* @
F=0.5b, =0 Feima =13 (c)
I.-— Bl | B Bl it 2::'— m+ 4 = .35t m (D @ 5
@
by=1m hy=3m r=1m |_1m_| =
1,2
Ay:=byshy=3 m? Ay=mw.——=0.785 m’
4 Figura 4.225
Ty=1maiby-05=15m Byl md ot =144
damw
Cuddro de resumen AT
T.=
L: X; Li-%; 2.4
@ 5.00 0.50 2.50 __stwet
@ 0.50 1.33 0.67 T
@) 3.00 1.50 4.50
@ __o01’ 14 112 V=A.(2m.x,)
929 8.79

Vi=0.285 m” « (2 7+ 0.946 m)

V=r55.180 m”
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[EJEMPLO RESUELTO 4.1.12 4

Dietermine el drea v volomen vsando el tecrema de Pappus Guildis de la
figura compuesta 4 226. Dato r=2m

Determinacion de drea figpura 4. 226 ()

Ll::;--rz.'i.:lll?.m Ly=2m fy=41m
— 2av - o =
T=2dm4 =3.2Tim mi=2m+lm Ty=2m
mw
L; X; Li-x;
(D 3.14 3.27 10.28
(2 2.00 3.00 6.00
(3) 4.00 2.00 8.00
&) -2.00 1.00 -2.00
7.14 2228
_ Xhem _ 22983 m’ x:
X= .= T Tt r.=312m b 5w —-I
Xk —T
: 5
A=(L) (2mez) A=T142m.(27.3.12m) A=140.008 m”

@){ @
(b) o
@

Determinacion de volumen, figura 4.226 (c)

b=2m hy=6m r=2m , ”
: T u b
Ar:'!-"l chy =12 m* Ayi=m- 1 =4.142 m* —"l—if"l—l"— x
El::{},ﬁ-h1=l m Eq:-=2 m-+ ?'r=2-ﬁéﬂlm
B
by=1m  hy=2m  Ay=hy.hy=2m’ Tyi=by05=05m
¥
L!' :EI "[':i 1 fE _____4m_______|
(1) 12.00 1.00 12.00 =
(Z) 314 285 8.95 @E
(3) -2.00 0.50 -1.00 (c)
13.14 19.95 % 6
XA, 0.1 i z'!n_
T, = To= I:I:Zm 5 T.=1.518 m | © -
- 1. m o »
E_.i]_‘ —-l—:n‘rr—l-—— =

V=A.(27.7) Vi=13.142m? (2 7. 1.518m)  V=125.347 m Fignra 4226
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4.1.13. PAPPUS GUILDIS - EJERCICIOS PROPUESTOS
Determinar el drea de las siguientes figuras, por ¢l primer eorema

4.175 4.17%

v ok

jercicios

E

-

L 3

—b—
Figura 4.227 Figura 4.228

4.177 4.178

18 m mom

T
T

Figura 4.229 Figura 4.23)
4.179 4.180

b

e

==

i FFom

e

|—11ﬁr1—| x

Figura 4.231 Figura 4.232
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Determimar el volumen de las siguientes figuras

4.181 4.182

Figura 4.233 Figura 4.234
4.183 4,184
A 1 P!
-llb b :
= .
im Im |
x
Figura 4.235 Figura 4.236

4.185 4.186

L

Figura 4.237 Figura 4.238

Determinar el volumen de las siguientes figuras
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4.187 4,188
g |
Soom i
150m
P
| 35m
L
L LA,
B H\_ x
x
Figurn 4.239 Figura 4.240
4.189 4.190
Vb
o
1.5cm ¥ 14 cm
__piem
18 cm
s e
Nl
x
Figura 4.241 Figura 4.242
4.191 4.192

I—mcm——l—ﬁnﬂ—' x

Figura 4.243 Figura 4.244

Determinar ¢l volumen de las siguientes figuras
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4,193

4.195

4.197

Determinar el volumen de tas siguicntes figuras

Figura 4.245

| Boom |

Figura 4.247

Figura 4.249

_-EEI"I"L'I_'IZEI"I'I—I-SEI'H.-_

LB

317

4.1%4
a
Figura 4.246
4.19%6
¥
o
Fia ]
435® "
Fignra 4.248
4.158
N
x
=

Fignra 4.250
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4199 4.200)

Tridnzuls
Equilitars

LR
v

Figurn 4.251 Figura 4.252

4.2 4.202

W oH

Figura 4.253 Figura 4.254

4.203 4.2

= Boom = Bocr. —

Figura 4.255 Figura 4.256

L J

Determinar el volumen de las siguientes figuras
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4,205

‘—lm--i-—E m—-I—lm--l
im
im
Figura 4.257
4,207
.*43
L
|
20 em
40 e
20 em
|
—F15em d—30cm =} 156m -
Figura 4.259
4.209
b
po—
1o Ilem
—10cm 20cm 10cm 1
20 emy
I5em
10em

Figura 4.261

319

4.206
+
S
|
em
1) em
1) em
|
|~ Eem |- 10cm =|=8cm -
Figura 4.258
4.208
h>
oo
60 cm
—
18 om
I
—~} 20cm —140cm—} 20cm 4—
Figura 4.260
4.210
y
"-._Ib
—=12 r:n:r—l"}{}tm-i—-l Zem —|
18 om
23 cm
Figura 4.262
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MOMENTOS DE INERCIA

5.1. MOMENTO DE INERCIA

El momento de inercia, también conocido como ¢l “segundo momento de drea”™
o momento de inercia de drea, es una propicdad fundamental en Ta estitica v la
mecinica que deseribe la resistencia de un objeto bidimensional a cambiar su
estado de movimiento rotacional alrededor de un gje. Este concepto s¢ basa
en la distribucicon de drea alrededor del gje de rotacion y es fundamental en el
andlisis de objetos planos en equilibrio.

para demostrar el segundo momento de drea, los esfuerzos internos en coalguier
seceidn de la viga son fucrzas distribuidas. entonces:

Fuerza resultante

Fn=fkvy-:m
dFf = k-ydA

Momento respecto a x

dM =y - dFy
dM = k-y* dA

M—kfyzdd

Segundo momento de drea,

Figura 5.2: Fuerza distribuida en una viga
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Figura 5.3: figurad

Figura 5.4: figurad

5.1 MOMENTO DE INERCIA

5.1.1. Momento de inercia de un darea

El momento de inercia se representa cominmente con la letra £ y so caleula
utilizando la siguiente formula general para una figura bidimensional;

dl, = x%-dA
d.lfx - Jr;z 'dldl

I;=fy2dﬂ

:J,_fxlcm

Donde:

» [ : cs cl momento de inercia con respecto al gje de rotacién,

= f representa la integral, que sc utiliza para sumar infinitesimalmente
todas las contribuciones de drea alrededor del eje.

s res la distancia desde el elemento de drea dA al eje de rotacién,

s dA es un elemento de drea infinitesimal dentro de la region,

Esta formula permite calcular ¢l momento de inercia de una FAgurs
bidimensional con respecto a un cje especifico. Bl resultado es una medida
de la resistencia del objelo a cambiar su movimiento rotacional alrededor
del eje. Cuanto mayor sea ¢l momento de inercia, mds dificil serd cambiar
la velocidad angular de rotacion del objetoEn la prictica, ¢l momento
de inercia s¢ utiliza para analizar vigas, placas ¥ otros objetos planos en
situaciones de estdtica. Ayuda a determinar como estas estructuras responden
a fuerzas ¥y momentos aplicados, y es csencial en el disefio y analisis de
estructuras y sistemas mecdnicos,

El momento de inercia es una herramienta clave para ingenicros vy fisicos
en la reselucion de problemas relacionados con el equilibrio y el comporta-
miento de objetos on rotacidn en el plano bidimensional,

5.1.2. Momento polar de inercia

Para los problemas relacionados con la rotacidn de placas (segundo mo-
menio de “dA” con respecio al polo “0", se denomina momento de inercia
polar). Los esfuerzos internos en cualguier seceion de 1a viga son fucrzas
distribuidas,

f,,:fr“-cm

Tambicn podemos obiener a partir de los momentos rectangulares de inercia
I;, Lp
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fp:frzd.ﬂ:f{xﬁ+f}dﬂ:fxzd.&-r—f}rldﬂzfxi—f}.

5.1.3. Radio de giro de un drea

El radio de giro de un drea, también conocido como “radio de giro de masa”™
o “radio de giro de inercia”, cs una propiedad que describe como la masa
o la distribucidn de drea de una figura bidimensional se relaciona con su
capacidad para girar en torno a un eje especifico. Bl radio de giro se calcula
. partir del momento de inereia y es una medida de cudn lejos se encuentra la
masa promedio o el centro de gravedad de un objeto desde el eje de rotacidn.

En términos gencrales, el radio de giro (R:I se caleula mediante la siguiente
formula:

IL=rA

, L

VA

Iy =r2A

Fu — f'v

/ A
Dongle:

= 2 oes el radio de giro.
= [: s el momento de inercia del drea con respecto al eje de rotacidn.
= A: es el drea de la figura bidimensional,

El radio de giro se expresa en unidades de longitud {(como metros o
centimetros) ¥ es una medida gue cuantifica céme la masa o la distribucidn
de drca sc concentra en relacién con el cje de rotacién. Un radio de giro
menor indica gue la mayor parte de la masa o el drea estd mads cerca del cje
de rotacidn, lo gue hace que cl objoto sea mds Ficil de girar. Por otro lado,
un radio de giro mayor significa que la masa o ¢l drea se encuentra mas lejos
del eje de rotacion, lo gue dificulta el giro del objeto.

Paolar:

Ip = ."20:"-.'1 o= A

Figura 5.5: igurad

Figura 5.6: figura de polar
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Figura 5.7: figurad

Figura 5.8: figurad

Figura 5.9; figurad

5.1.4. Teorema de los ejes paralelos o Teorema de
Steiner

Los esfuerzos internos en cualguier seccion de la viga son fuerzas distribui-
das.

= f (y' 1+ dy)?dA

I, - f (' +dy)2dA
A

_fy”{fmudyffmmﬁfm
A A A

2
Simplificando: =l AT o g AR
Iy = Iy +Adx®

5.1.5. Momento de inercia de dreas compuestas
Para una seric de arcas compuoestas o partees simples conectadas

5.1.6. Producto de inercia para un area y rotacion
de ejes

momento de inercia para un drea es diferente para cada cje con respecto al
cual se calcula: Los esfuerzos internos en cualguicr scceidn de fa viga son
Tuerzas distribuidas.

producto de inercia para un clemento de arco “dA”

= f‘ (xy)dA

Los esfuerzos intermos en coalquier seccion de ba viga son fuerzas distribui-
das.

I ﬁ(ﬂmﬂ{f +dy)dA

= fx';,;’.fm +¢fxf ¥ dA +..—1yf£da -t—dxdyf dA
A A A A

Iy =Ty +Adxdy
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5.1.7. Momentos de inercia para un area con rota-

cion en los ejes

ls= fy’zdfl = f{}'-c‘ﬂsﬂ _r-.'renﬂjzdzfl
Iy = fﬂdﬁ = f{_}nmnﬂ +x-cosB)*, dA

1 [ 1} ecosB
Identidad Trigonométrica: sen @ = —;ﬁv ;l:‘f.i‘."i'zﬂ = _+;£
L+ L1
Iy = = ; L 4 —2’?50329 I ysent
L+l hL—1
I)J = 1; AL 3 Y cos20 — I ysen2

Ademis: yenfl - cost = % -5en2@: cos 0 —sen® B = cos20

L f AydA= f (ysend -+ xcos0)(ycos@ — xsen)dA
g A
1

Lig= fsenzﬂ + I yec0s20
¥y

Momento de Inercia polar: fp = I +1 g = I + 1y

2y

—Ix

ﬁmgulu para gue fxt ¥ ;"},r sea miximo: tan2a =

L+l 1

2 -+ E \/“1 = “,)2 +4f3}.
= 4

1
IHII-.PI = - A — i {f] _lf_'l"':'1 'I’4I'_Z-‘.

"'.I'I'Iﬂ.l.' =

Figura 5.10: figurad
I.le- ]
Ix { B
—Ix'—, S
i
T —+—4 miomanto
I.'[ T
p\e
a i I
"b'_,.-’ ; s
—h = I
]'I"F.E.'I'. ¥

Figura 5.11: figurad






Capitulo 5. MOMENTOS DE INERCIA

w27

5.1.8. EJERCICIOS RESUELTOS SIMPLE

Determine el momente y producto de inercia de la siguiente fip

szombreada

Paso @: Eleccion del elemento diferencial de area paralelo al gje x

figura 5.12 (b)- L
d{l:b'dy m;::; H.=4

Paso (2): Determinacion del momento de inercia [, y producto de inercia

I, por integracién y teorema de ejes paralelos respectivamente
Por integracion Teorema de ejes paralelas

h

ot e = '

IJ_J-y dA d‘f.ql-d}:y +dA-r_ -,

]

(a)

b
J==J-y“-hdy di_ =0+dA-x -y,

1

YA

b= y‘NL T

1,,:—3 {H,w=b-dy-5-y b
h I__

beh’ % pron? Y

Iy Ly=|—ydy— Iy=
3 2 ’ 4 o e
it L
v

Paso @: Eleccion del elemento diferencial de area paralelo al eje y _l_
figura 6.12 {c).
dAd=hedx 3,p“=-‘-!2'-l =%

(b)

Paso (&) Determinacion del momento de inercia {,. ¥ producto de inercia
}'h

-

[, por integracion y teorema de ejes paralelos respectivamente
b
Por integracion Teorema de ejes paralelos
¥ o
1,= |z da dl, =d I_'+dA %
e &I =y = _-q|+ CE Y, L
0 ;':

2 2 ;
ly=h-|z" dz dl, =0+dA-z -y, 30 U B 1
1,=h- 5 dl_ =h-dr-x 2 ] =

I
hb* h bt b (c)
1= 3 ly=|—Fzde—1,= i

? Figura 5,12

REJEMPLO RESUELTO 5.1.8.1



s

CONTINUACION
Alternativamente se poede calcular el momento de inercia, ceatro de b
gravedad y area de un elemento por doble integracion, de la  siguiente it =y
forma
7
=y = T avd: 7
My=[[y aa My,= [ [y dydz / |
9
/,i"
bk F
My=[ [1dydz— My=b-h A=b-h 9 )
]

o]
&,

Primer momento de drea con respecto al eje % caleulamos g,

b
B i
M,,:ijcldd er=jj-ydyd:|7 MLE=J'J'ydde.'—rM|,,=- Zh
(R
beh*
M. 2 _h
Y R T
Primer momento de area con rezpecto al gje v, caleulamos =,
o b
M, =||=zdA M, =||zdydsz M, =|]|zdydz - M, = ..,
i If i ;
b*<h
M, 2 b
g=—2=_" =
M b-h 2
Segundo momento de drea: Momento de Inercia respecto a
bR
3 1 2 b-h*
I=))y dA I=)]y" dyds L=)]y dyde—l,=——
LA 4
Segundo momento de area: Momento de Inerciz respecto a g
bk 3
2 2 ] b -h
1,=]]="dA =]z dydx I,=] |z dydz— I = 3
o

También se puede determinar el producto de inercia, de 13 sicuiente forma

fﬂ:J’J‘m-yd.ﬁl Iq,:j-fm-ydyﬂm Iwzjj‘m'ydydm_hrq:bg;hﬁ
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Determinar el momento de inercia de 1a siguiente figura uzando el teorema
de ejes paralelos

dl_=1'+dA-y.* dl,=1/'+dA«z*

Paso @: Tomzamos el diferencial de area paralelo al eje y. el centroide del
diferencial ¥ €l momento de inerciz centroidal del diferencial; figura 5.13

®)

3 3
dA=y-dr Y= Dol oD

12 12

E —
2

I'=

Paso @: Determinacion del momento de inercia I, por ¢l teorema de gjes
paralelos

d}1="r’+d&.yr3
A 2 i 2
dl,:d‘t L +y-da:-[£) =3 ":h"+'ri ye o Como y=h
12 2 12 1
a
dime
3
fr h
i 3 E|
E=|idla I e N S L.
3 3 3

i il

Paso (3): Tomamos 2l diferencial de drea paralelo al sje =, 2l centroide del
diferencial y el momento de inercia centroidal del diferencial; figura 5.13

(e)
heb" _ b dy

b =
dimbeely i b= 12

Paso @ : Determinacion del momento de mmercia f, por el teorema de ejes
paralelos

o ]
d"ry"ry +dA-z,

dy < b* A% plidy b .d
dl = ylﬂ +b-dy-[;) = ¥ Y

i COMO x=b
12 4

ﬁ'ﬂ
dl,=—— dx

%
P [ 1

= e dr — [ =

..._
=3
]
—
a
-—

I
51_‘:'
:m| p
&

q
Dl_"_!
=
[}

[EJTEMPLO RESUELTO 5.1.8.2

_'r'"-

L= 7}

el
SRR SRR

¥4

%
B f—

L= 1

X

L

w==hln h

R

Figura 5.13



BEMERD HEaUELTOD 1 8.0 Determine el momento v producto de imercia centroidal de la siguiente

figura sombreada

¥ oa

Paso (1): Eleccién del elemento diferencial de drea paralelo al eje x
figura 5.14 (b).

h
dA == diy i.=— {Drel rectangulo
rezpecto al origen)
k , Paso (2): Determinacion del momento de inercia f_a,'
Porintegracion Teorema de ejes paralelos
-] 1;=Iy’ dA L=T/+A-y’
h
_. 2 p\?
(a) I'= jy" dA J'_m'=fr—b-h-( ]
5 E
2
:r": £ b
]
= b-h* —,_beh® bR ben?
i L= [yt ebay="" B
| . 12 3 4 12
(W " AT 3
v
% ~ Paso @}: Eleccion del elemento difsrencial de arez paralelo al eje v,
b segun la figura 514 (c).
1
I b ,
idA=h-dr Y= i(Del rectangulo
b 2 respecto al origen)
b) Paso (£); Determinacion del momento de inercia _Tg"
Por integracion Teorema de ejes paralelos
=t _,._J' 2 4 I
. Pl III' = | F A Irl—fr +AT,
]
T v . = b*
7 1= fz*’d,q I;::H—h-h-[ ]
] 2
# b
h “ > 4
= b
a .,
% 2 El 3 3 3
7 - 2, bk —, heb®  heb® _heb
o IL/=h- | 2" dz= I/ = - =
Hif 4 1 12 3 4 12
ha‘: ! b" 2
(c) Paso (8): Producto de inercia
I,=0 Por zimetria

Figura 5.14
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QETEMPLO RESUELTO 5184

Determine el momente v producto de inercia de la siguiente fig
sombreada

Paso (1): Eleccién del slemento diferencial de 4rea paralelo al eje x 1

figura 5.15 (b).

b
did=z-dy  z=_-(h-y) .= Y=y

b2 8

Paso @ : Determinacion del momento de mmercia [, v producto de inercia

I - por Integracion v teorema de ejes paralelos respectivamente
Por integracion Teorema de ejes paralelos
N A
> b i
13=Jy‘-:dy=ly’-h (h-y)dy dig=dl +dA-z -y, E
1
h L]
8 di_=0+dA-x -y, (a)
L=|b-y'——=dy
¥4
1] dl 1 i b
; =reilyys—-
b y_d- | y-l TN y 9 y
I.=
3 4 h h
b oy b . h* -y
3 I = — [h— - dy= T
b : “h‘ o) g
e 0 h
Paso (3): Eleccién del elemento diferencial de area paralelo al eje v figura ¥
515 (c). _I_
Y -

h
dA=y-ds  y="(b-2) =l mes -
(b)

Paso @: Determinacion del momento de inercia [, y producto de inercia
j_ﬂu por Integracion v teorema de gjes paralelos respectivamente

Por integracion Teorema de ejes paralelas ¥
5 o
I --Iz“--:- dz= z?-h (b—=)dx dl_=d I +dA-x,-3 i |
ﬂ_“ i - b T " Ty Iy A '
i
" dl, =0+dA-x, -y,
h-x? 3
Ir=lh-zg— . di dl  =y-dr-z 5 h
i W
hez  hex! h e
I= - Io=||—=lb—x)| —d=z .
2 4b T l[b{ }) 2 x
o
h-b* b* - b
I o= Ko ———
12 24

Figura 5.15
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CONTINUACION

Alternativamente se puede calcular el momento de inercia de un

elemento por doble integracién, asi como el drea de la sgte forma,
Muy=|]|y dA Muy=||y dydz
o=J] w=[] h
i
b o€ beh beh
M,= ldy dz— M= " A=
! : : :

Primer momento de drea con rezpecto al eje x. caleulamos ¥,

]
o Gt bk
M= [[yda M= [[ydydz M= [ydy dz M=
nn
b-h*
e M]s - ﬁ - It|-
N
2
Primer momento de drea con respecto al eje v, caleulamos @,
o g fh-s) .
MJ¥=JJ;:?:IA M. = Ijxtiydm M,,:mealy de M, = . E:h
0o
b* -k
M, [ b
$¢— il N R
M, beh 3
2
Segundo momento de drea: Momento de Inercia respecto a =
h
p s i
=[[y*da ra I ? dy da L= [y dyda~r =20
Jfo [ I
Segundo momento de area: Momento de Inercia respecto a y
k
pal By
;y:”:“ dA I = ”m“ dy da 1r=”m“ dy da — I,= ju t
i n
También se puede determinar el producto de inercia. de la siguiente forma
b
w9 il

Jq=ij-ydﬂ IW=IImoytiydz IW=III'FdeT—>Iq= R
b
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Determinar el momento de inercia de 1a siguiente figura uzando el teorema e A e SRR

de ejes paralelos

wik
‘ 2 1 b
dl_=1_"+dA-y, dl =1/+dA-x,
Paso @: Tomamoes =l diferencial de area paralelo al gj2 g, €] centroide del
diferencial ¥ el memento de inercia centroidal del diferencial; figura 5.16 ,
() b
h Y L beht drey

dAd=y-dx = (b—x =2 P gy IS o B

. & /] ( ) & 2 12 12
Paso @: Determinacion del momento de inercia I, por el teorema de ejes i
paralelos

1 1 3 i @
-y R «[b— dx
o e i S Pt | A S A I
12 2 3.b"
1
h* e (b—
I, ( ,IT} d
3.0
il
b h? )
= '

Paso @: Tomamos =1 diferencial de area paralelo al £je | el centroide del

diferencial y el momento de inercia centroidal del diferencial; figura 5.16
(e)
— heb® b dy (b)

b &
dA=m-d r=— (h— = — Fi
i B %= o AT 12

Paso (£): Determinacion del momento de inercia 1. por el teorema de gjes
paralelos

3
dyj -z zV' b (h-y)
dl = +mady- = d
Sy T [2) g2 &
h :‘: h
i 2
. 3-h° y
a 2L <
4 x
Iy=h b

Figura 5.16




BEMERD REaUELTC ) 1 8.0 Determine el momento v producto de imercia centroidal de la siguiente

figura sombreada

I=I'+Ay’ I=1/+A- x,*

Paso @: Para determinar el momento de inercia usaremos el teorema de
gjes paralelos para lo cual necesitamos el drea y centroide del elemento

= \ figura 3.17 (b).
' bh* h beh
I.= = A=
12 s 2
h \ = Paso @: Determinacion del momento de inercia [,
i -
\ I£=IJF+A'FE: 1.1.-‘=1.11_A"'1"r.‘li
__l b p
(a) ~ _beh* bk (RY'_ beR' bt
R 2 \3 12 18
e ) Aoy
T 4
1= beh
36
Paso (2): Para determinar el momento de inercia usaremos el tearema de
2jes paralelos para lo cual necesitamos el drea y centroide del elemento
figura 3.17 (e).
k x Y
; 5 N bt b b-h
Ef_ = L= Tt A=
43 12 4 2

Paso (£); Determinacion del momento de inercia ! .

%
HY

(b) T 2 T 2
I=1/+A-x, IL)=1,~A-xz,
Yo ax o et bk (0Y Reb?  Red?
AT % 3 12 18

e
cg . : = B2 . j?
IL.=1_'4+A-x.-y. i e
\ =Ly T,r 4. it =

© = b*-h* b7 -n? . —fb* «K?)

- — I BT

= 24 18 . 72
Figura 5.17




QETEMPLO RESUELTO 5.1.8.7

Determine el momente v producto de inercia de la siguiente fig

zombreada v
Paso (1): Eleccién del slemento diferencial de 4rea paralelo al eje x kb :
figura 5.18 (b). |

b b -
dA:[h—J:]-dy m:T i X= ;—E Y=y

L

Paso (Z): Determinacion del momento de inercia [, v producto de inercia

I- por integracion y teorema de ejes paralelos respectivamente : I
Por integracion Teorema de ejes paralelos
h 2 . dl,, =d I +dA.z..y, .
1I=J-y‘-[b—z:|d'y= y*-[b—.' y]dy
i
1 dl =0+dA-x, -y, (2)
h
b [r}
J,:Jh—y’—j—-gﬁ dy dl, =(b—x)-dy- "=, v
% :
1] ks
bey  bey' U] >
I_r— Y _ Y T _ y -y
3 4 h I = h s
xy 2 )
b h? il
b X
N _ bR
Iy= 3
Paso (3): Eleccitn del slemento diferencial de 4rea paralelo al eje y figura 7
5.18 {c).
h ]
dA =y-dx y=—m Y= T.=T (h)
b 2
%, 4
Paso (£): Determinacion del momento de inercia 1. v producto de inercia " "
I~ por integracion y teorema de ejes paralelos respectivamente
Por integracion Teorema de ejes paralelos
b fr
o Lt i LA 2 dl, =d I, +dA
y= | T rydz=|=x .b dx oy =d L tddaz .y,
it = aie
g i dl =0+dA-x -y,
h . y
IF=JE-:L"&:: dfq=y-d:1:-r-§
1 b
hex' by
. b T
= I.=|]|— -—dmx
¥ o4b - [b ]
it (c)
T } '3':’*'2
I = L I = h =S

Yoo “ 8 Figura 5.18




CONTINUACION
it
Alternativamente se puede caleular el momento de inercia de un b
elemento por doble intepracién, asi como el dreq de 1a sgte forma.
M,_,:J‘Iy'ﬂﬂ‘ Mhzjjy'ﬂydm :r'%[
b b
b

b-h bh-h

M=.[. ldydx — M,=— A=
0= Ell' ¥ 0= 3

Primer momento de drea con respecto al eje %, calculamos ¥, h {a)
b @
b 2
b-h
M, = [[yda M= [[ydyde MLI=nydwm - M=
i
b-h*
M]I G h
Pl — W
M, beh 3
2
Primer momento de drea con rezpecto al eje v, caleulamos =, A
b—=
" 1
b™-h
M]”=JJI dA M[:=jjr{1y{iz Ml==l.l|'!2:dyd:f:—iMl== %
b <h
= MIF ‘Li - z'b
‘"M, bk 3
2
Segundo momento de area: Momento de Inercia respectoa =
iz b-h'
I_t='|"|'!,p‘1 dA II=IIy3 dy dx I==JJ91 dyde— I = !
" 12
Segundo momento de drea: Momento de Inercia respectoa y
b x
] ] J [ 9 b* «h
f,,=”-m dA I,,:_”m dy de !,:u I: dyde I, = 2
il
También se puede determinar el producto de mercia, de la zigutents forma
b:z
b‘j _hﬂ:
IIH-JJ'E-JdA I,= ”m-ydy dr I,!-DJ "‘[m-ydydm—rfw- :




Determinar el momento de inercia de 1a siguiente figura uzando el teorema

de ejes paralelos

dl_=1'+dA-y.* [.I'..'"=I"*+liA-:n,.3

Paso (D: Tomamos ¢l diferencial paralelo al eje y. y determinamos el
diferencial de area, el centroide del diferencial y of momento de inercia
centroidal del diferencial; figura 5.19 (b).

Y bkt deey®
dd == dr _— =" I gy et S
y y=1 ()  w=7 S S

Paso @: Determinacion del momento de inercia [, por el teorema de gjes

paralelos
i - 3 2 ﬂ:ll- |
dl,=" L yedee Y] =2
12 2 q.57
fe
3 3
] s B
3.5
I
b
[ bk

Paso (3): Tomamos ¢l diferencial paralelo al eje #, y determinamos ¢l
diferencial de area, el centroide del diferencial y el momento de inercia
centroidal del diferencial; figura 5.19 ().

b t+b —,_ hsb" _b-dy
dd=[b—x)-d T T w— [fer %
(b—z)-dy — W) m=— T =

Paso @: Determinacion del momento de inercia [, por el teorema de gjes

paralelos
dy- (b i bt
dl,= -4 +(b—z)-dy-| " ]
12
h
b"li_y-? 63
IL=|- +—d
2 T IA Td
]
= th
4

[ETEMPLO RESUELTO 5.1.8. 8

}'JI.

(a)

(©)

Figura 5.19



BEMERD REaUEL L O 1 8 Determine el momento v producto de imercia centroidal de la siguiente

i b ¥ figura sombreada

F T I 7 =LAyt I=1/+A-x}

Paso (1): Para determinar ¢l momento de inercia usaremos ¢l teorema de

k i 2jes paralelos para lo cual necesitamos 2l drea y centroide del elemento
AT . figura 5.20 (b).
b-h* h b-h
- Iﬂ: RSO |“=. A=__
R H . 12 Y= 3 2

Paso @-: Determinacion del momento de inercia 1,

I==I=‘+A'yrz I=r=ja:_ﬂ'yr2
W b # o
— b-h* bk fRY* b-K*  B-RP — beh?
1= - —] = - Iit=
S (NS 12 2 3 12 18 a6
/ Paso @: Para determinar el momento de inercia usaremos el teorema de
gjes paralelos para lo cual necesitamos el drea y centroide del elemento
h x figura 5.20 (c).
<E P
ki ]
i3 hb 2-h b=k
Il'= T.= A= s
T b | i 12 i 2
Paso (#): Determinacion del momento de inercia I,
(b) - -
L=1't+A-x} 1)=1,~A-z*
] : \
A ko ;—,zh-ba _beh (20 =h-b*’  heb? th.b-‘
2 i 2 N3 12 18 Y36
/ Paso (5): Producto de inercia centroidal
] b* - h?
: - =1+ Az -y, 1.,= =
& | — beh 2:b h
I_'=1_— n— .-
SR 3 3
-— . - 2 pT gt gl o %5
2h/3 | % 1= b« h _2b7-h o b* < h
b 8 18 72

(e)

Figura 5.20
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QEJEMPLO RESUELTO 5.1.8.10

Determine el momente v producto de inercia de la siguiente fig
sombreada

Paso (1): Eleccién del elemento diferencial de areas paralelo al eje x
figura 321 (b).

dA=(2 z)-dy m=2—hh (h—w) x,=1) Yo=Y

Paso (2): Determinacion del momento de inercia I, y producto de inercia

1,y por integracion y teorema de ejes paralelos respectivamente

Por integraciom Teorema de ejes paralelos 5
i i
; 4 b 2
I:=JyJ-2 z:ly:JyJ-h (h—y)dy di=d I /+dA-x -y, (a)
]
W i
2 b 4
I.=1by —E-y dy dl, =0+dA-0-y,
i
oyt by
T - L I =0
3 4 h o
_beh?
ZE
Paso @: Eleccidn del elemento diferencial de arez paralelo al gje v figura
321 () 5

2h (b y
dA=y-dx = |——% = T.=F
TN T

Paso (£): Determinacion del momento de inercia 1. v producto de inercia
I~ por integracion y teorema de ejes paralelos respectivamente

Por integracion Teorema de ejes paralelos

b
b
H ( 2h(b
J:r ~ydz= |- t[ —:I.']d:l.' di  =d I _+dA.x -y
'y
2 t

2 il +dA -z -y,

=0
= 2
- s 2h (B ’
I=2|]z"- 8 T dx 1= __3_-
I
2

I=— I =0
48 Figura 5.21




5.1 MOMENTO DE INERCIA

340

SIEMERD EaUELTL O 1 8 21 Determine el momento v producto de imercia centroidal de la siguiente
figura sombreada

I=1/+A- x*

I==I=‘+A. yfz

¥y T
Paso @; Para determinar el momento de inercia usaremos el teorema de
e ejes paralelos para lo cual necesitamos el drez v centroide del elemento
figura 53.22 (b).
b-h* h beh
h I = = A
x . >3 2
=4
Paso @: Determinacion del momento de inercia [,
! E | " f-..==f=’+f'l'y.f rm'=1w_’1'ye:g
(a) bk’ beh [h]“_b-h“ beh? , b
W 12 2 \3 12 18 36
- Paso (2): Para determinar el momento de inercia usaremos el teorema de
I='h"}-:r’1' gjes paralelos para lo cual necesitamos el drea y centroide del elemento
=kt figura 5.22 (c).
;1' . :" -
% 1,= e b =0 A= il
e 48 2
IS 5 Paso @: Determinacion del momento de inercia 1,
I b - ] )
' ' L=1/+A-x} I/)=L-A-z}
(b)
= 3 4 = 3
J’;=h b _"=h b 0 I_u.’=h b
44

Paso (5): Producto de inercia centroidal

Iq=1ﬂ'+z’l-mﬂ-yﬂ ITP:D
= o Boli y b

IW":ﬂ'— s *{]-:—

Jfm”":[lll

(c)

Figura 5,22
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1919
Determine el momento v producto de inercia centroidal de la si_guiente‘ EMELORESUEL TGO TR

figura sombreada

Paso (1): Eleccién del slemento diferencial de 4rea paralelo al eje x

- &
figura 5.23 (b). ! :
dA=2 x.dy v =at y" = ‘t,,’lrﬂ - y? £.=0 (Del ctreulo rezpecto
al origen)
cE ;
Paso (2): Determinacion del momento de inercia I,
Por integracion Teorema de ejes paralelos
J'_n'=fy= dA
(a)
l';:jy! :lA=Jy342 xdy di_=d I '+dA-z -y,
== : - ik
1'=2- [;q*-\."'r"’—y" dy dl, =0+dA-0-y,
— 1
o w-r =
Torm 1 I,=0
Paso (3): Eleccién del elemento diferencial de area paralelo al zje v,
segin la figura 523 (c).
dA =2 y-dx = '\}If'i —z? 4, =1 (Del circulo respecto
al origen) (b)
Paso (£): Determinacion del momento de inercia
Por integracion Teorema de ejes paralelos wh
j';:f:x dAd 8.5 i dx
b
I)=|z"dA= | 2" 2 yd dl,,=d I,'+dA g
y=|a dA= |z 2 ydx o=t Ly +dA -z -y, Al
8 =2
r Td
= . K.
c
P XY [ =0 U
w T 4 s

Figura 5.23




BIEMERD HEaVEL IO 1810 Determine el momento de inercia v momento de inercia centroidal de la

siguiente figura sombreada
¥4
Paso (1): Eleccién del elemento diferencial de drea paralelo al eje x
—~ figura 5.24 (b).
4_,2 . 4 73 4.r
dA=2x-dy r =x"+y m=\}'r —y Y= (Delel
3T Semicirculo’
() * Paso @-: Determinacion del momento de inercia [, ¥ I_n_-"
Porintegracion Teorema de ejes paralelos
v A I“‘:J-y? dA Is:=IsII+A'yﬂ:
1 z 2
- - d-r
rm=J“dn=J“-2=d eyl U .
E g ; v v ¥ Ty 2 \3em
f | X X I 8 I am -.r" H- r'{
il ' =2 y"\r' -y’ dy L T
# 0 Hewm
\& y
(b) I,= = I'=011
B
Paso @}: Eleccion del elemento difsrencial de arez paralelo al eje .
¥ segin la figura 5.24 (c).
X - -
X |
T idA =g~ de = \,fllrx—;ra r.=0 (Del semicirculo
respecto al origen)
¥ =
l Paso @: Determinacion del momento de inercia "J.r ¥ f;
- Por integracion Teorema de ejes paralelos
O = 0 e e ; o ]
(€) Ly=|x"dA= | z"-yd=x I=1/+A-x,
4 —— 4
s 5 2 3 L L
I!,-jz =‘l|,fr —x" dx I'= P —0
¥y -
X 4 1
K;\ o L,
{ ir \l = B .
5N
Paso (5): Producto de inercia 4
x,=0 (Del diferencial) 220 go= sl
(d) dl,/=0 (Simetria) - T Semicirculo]
Izw:jxy'+*’4'mu'li'}r
dl  =d 1 '+dd.x .y, j
I’y-I] = Ve e rep® d-r _
- = 2 Jem

Figura 5.24




[EJTEMPLO RESUELTO 5.1.8.14

Determine el momento de inerciz v momento de inercia centroidal de 1z
siguiente fioura sombreada

Paso (1): Eleccién del slemento diferencial de 4rea paralelo al eje x
figura 325 (b):
dA =z dy z=\rf—g? rPzal+yt  y.=

(@)

\N]-u

A7

(Dl
i elemento)

=]

Paso (2): Determinacion del momento de inercia f, v 1,

Por integracion Teorema de ejes paralelos
L=I'+A-y} N
J',.=J 2:M:J' *oxdy ; *
ol B L] Y T !r-rj'_rr-'.r" 4or )2
16 4 3w *
JEE— . A A
y ; . Aer
I =J aylrt—yt d =t
= ) u VI youy r 16 Do
wer'

I, =0.055 r'

T

Paso @ : Eleccion del elemento diferencial de drea paralelo al eje v,
segin la figura 5.23 {c).

dA=y-dr ],|'=‘1|,|’|1r‘3—:1:2 =_4'r {Del
derr elemente) v
Paso () : Determinacitn del momento de inercia [
Por integracion Teorema de ejes paralelos
1= [ dA=[2* -y da L=1+A-z]
5 e - 1 - S - &
Jﬂzlz?-ﬁjrz—madm ’”,zrrr e da7r
A 16 4 dear
4 .
_X-T = 4
I,= T 1,/=0.055 r
Paso (8): Producto de inercia ‘
e
Por integracion Teorema de ejes paralelos =
dA=mx:dy .= ; y.=1y I=1/+A-zy [ =4 (d)
T
= 1 1
; T wer"  der der
dl _, =d I ’+;T-- e, It — L] = -1 i
=y = dy u o oR 4 o Jsww 3n
2\ * =
T = {Hll_rl ?NJ) .--ydu 7o - 4 == ! :;].ETE
o 2 ; e 9.7 8 |
1 i
l,= % I1,/=—0.016 r

Figura 5.25
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Momentos de inercia de .ﬁguras mas conocidaas
Forma Figura Ir 1y Ixy
1 b
.
[ beh* hety? h* eb*
Rectangulo h
\ 3 3 4
E j.n:
Rectangulo ‘ 7
(Centroide) W - b b het? _
L = = 12 12
]
1l
; b
I¥i d ;
Rectingulo boh? heb? B2
12 12 24
Triangul .
R:r:fciﬂg::fa b-h' hb? B B b
{Centroids) 36 3 72
:r"‘-
b
Trig 4
el i
T 12 4 8
vk a =
o li
Rsrbfdr:g;o h # beh* het? h? «b*
{Ceniroids) J_ CE .o 36 36 T2
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Forma Figura Ir Iy Iy
beh' heb*
0
12 48
Triangulo
beh? heb?®
— I.= I..=0
T 36 T 48 -
4 4
Cirvisl i o 0
(Centroide} 4 4
A 4
mw E‘l‘ aw ﬂ'il" 0
Semicirculo
v
- mw 'I""r
Semicireulo . _ 0.11 ! 0
(Centroide) : L @ B
- - C il :
a | \
£
!
Cuario de mwer’ mwer! it
circulo 16 16 B
Cuario da
circulo (L0556« ¢! 0.055 -7 —0.016 +*

(Centroide)




1 346 5.1 MOMENTO DE INERCIA

5.1.9. EJERCICIOS PROPUESTOS

m Determinar ¢l momento de inercia del drea sombreada mostrada en la figura, respecto alosejes x ey

- Al 32z

ﬁ L ¥4

=
- =

-
b

ol

=

=
L

x
| b ‘.
Figura 5.26 Figura 5.27
53 54
ey
b ¥ )
-+:F==7= :._I'ﬂ:'%:;,-_ﬁ"i__=-\.
T
k/ Y
x
o | = !
Figura 5.28 Figura 5.29
55 5.6
&y 4y

= 1

Figura 530 Figura 5.31
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Determinar el momento de inercia del drea sombreada mostrada en la figura, respecio a losejes x e y

5.7 58

"H

¥

Figura 5.32 Figura 5.33

Figura 5.34 Figura 5.35

ko L v & e

Figura 5.36 Figura 5.37

Determinar ¢l momento de inercia del drea sombreada mostrada en la figora, respecto a los ejes x ey



5.1 MOMENTO DE INERCIA

L
B
2]

513 5.14
Ay $4
y=2x"+1
]
L]
(]
i
i
; i
i &
L]
L]
=k :
i
i
i x
L] =
! L ! | 9m !
Figura 538 Figura 539
515 5.16
I'J'. L 5
y= z-smix)
x
L4 x
I \oal (xo)
Figura 5.40 Figura 5.41
£17 518
ko by
=x
! £
5589 m
x
L 2 ;I]‘.'I. x
. Sm | ] ]
Figura 5.42 Figura 5.43

Determinar el momento de inercia del drea sombreada mostrada en la figura, respecto alos ejes x ey
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519 5.4

Figura 5.44 Figura 5.45
5.21 5.2
f 3 }.
Im Im
y=-307)
[
Im
x
x
L ¥ I 5 m !
Figura 5.46 Fipura 547
523 5.24
¥ L]

3m

Figura 5.48 Fipura 5.49

Determinar el momento de inercia del drea sombreada mostrada en la figura, respecto a los ejes x ey
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5.15 526
by v
y=2-4
= y=3(1+:49)
x £y
dln *-5151 = ' ! e |
Figura 5.50 Figura 5.51
557 528
by ay r=4 (1-x%64)
¥ =4 (51'.!11%]
& X
| Em | | Em |
Figura 5.52 Figura 5.53
529 5.0
i-r- ll.}
,=2(]_H‘;£I__j '=IE{§-%
i
x
iy =
! im |
Figura 5.54 Figura 5.55

Determinar el momento de inercia del drea sombreada mostrada en la figura, respecto a los ejesx ey
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Fipura 5.57

o
s
L
Ly
E

r=4{1 - cozldy)

L 3

I Sm

Figura 5.58 Fipura 5.59

Figura 5.60 Figura 5.61



5.1.10. EJERCICIOS RESUELTOS

Determinar el momento de inercia de 1a siguiente fipura mostrada

T
i
I
3m |
=12 |
i
|
! (a)
|
1
I
¥ i
' !
— i
] L
| ey @ F— B
& m j—-‘—
# Paso |- Identificacidn de elementos (1) v (Z) segiin las fizuras 5.62 (b) v
| {c). luego caleulo de momentos de inercia centroidales de cada elemento
I——j m_.| * Elemento @
b=5m h=6m Ay=h,-h,=30m’
(+) a L
o = fiy=h
I:r =lx' 4+ A, - ryd It = - L ce e : :m]m"
1 i I (HL} I 3 R
4 ]
hy sy L = h'| "hl h'l r
I"|=ﬂf| +-.|¢l|"-|:.'!:1:]"! Iy = 4 —hl"hl"(ﬂ ] =62.5 m"
= R Elemento @ . r-f :
s — rpi=3m A= E--—:H_Iﬂ-?m
@ T g o, Tem wery? 2 4
Ia=1x3+ Ay- (1) Ily= = +(0m)* =31.809 m
1 2 4
= = =T w-T, e
Lo=Ty+ Ay () Tfy=— 2 —— % 2| —s80m*
(¢) =l Ay (@) Bh=—y 2 \anm
Pazo 2: Tabla de resumen para el caleulo del momento de inercia de la
fipura compuasta
Ix'; Ty’ A; dyi  dxi A-(dyi)? A-(dxi)? Ix; Iy,
m* m* m* m m m* m* m* m*
) 90.00 G2.50 40.00 4.00 2.50 270,00  187.50  360.00  250.00
@ —31.81 —5.89 —14.14 4.00 3.73 —127.23 —196.35 —159.04 —205.24
15.56 200.96 44.76

Paszo 1: Determinacion del momento de inercia de 1a figura compuesta
Ir=200.957 m* Iy=44.762 m*

1
1‘#:=\/I: =359 m 1‘?:=\‘|’ :I = 1.65 m
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4 T ; -
Paso 4: Determinacion del momento de inercia con respecto a2 2o eje CONTINUACION

cenitroidal de 1z figura compuesta. fizura 5.62 (d).

y.=3m L=Iz +A-(n)*
Iz, =1z 1586 m" - (y,)" — 200.956871912017 - m" —142.74.m" .m*

Iz, = 58217 m*

¥ =1407Tm

Ty, :=Iy— 1586 m” - (x.)? — 44.7622008535517 - m" —31.39723314 -m?.-m*
Iy, =13.365 m’ =37

Pase 5: Determinacién del producte de inercia de la fisura compuesta

i

——1.407m 8
it
Iry=lry. 4 A-ai-n Iy =0 lry.q:=0 =
=1
o
Ixy,; A; dxi dyi Ixy; z A g
4 z 4 ' o 1
m m m m m
@ 0.00 3000 2.50 3.00 225.00 ()
@ (.00 ~14.14 3.73 300 —158.06
B
15,56 £4.94 Figura 5.62

Iey= 3 Txy + D Ai-x;- 1,

Ty = 66942 m"!

EJEMPLO RESUELTO 5.1.10.2

Determinar el momento de inercia de la siguiente fizura mostrada

Paso 1- Identificacion de elementos (1) v (2) segin la fizuras 5.63 (b) v (c).

luego calculo de momentos de mercia centroidales de cada elemento
Elementa @
j | b, =0.4
w h. n T+ hl‘ e hjﬁ 4
y=0.8m lez— ----- =017 m
I 12
: o ] = By
—-——B.lm—mi—-—.ﬂjmJ B Ty, =— 12' =0.0043 m*
i
i
; :

(2]
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5.1 MOMENTO DE INERCIA

CONTINUACION
Ve Elemento @
T Tyi=T.0 cm
x] 4 2
0Em @ La=Tatyt Ag- (i) Taty= :.’ =t ;ﬂ (0 m)* = (2.485. 107" m*
7 i 2
P — o WeT a7
La=lu'y+ Ay-(53)"  Tuy= 4’ = 2’ (0 m)? = (2.485. 10" m*
= Paso I: Tabla de resumen para el calculo del momento de inerciz de la figura
I 04m ! compuesta
Ix'; Iy'; A; dyi dxi A- (dyi]z A-(dxi)? Ix; Iy;
m* m* m? m m m* m* m* m*
@ .02 (.00 (.32 (.40 (.20 0.05 0.01 0.0683  0.0171
@ .00 (.00 ~0.02 0.50 0.10 ~0.0044  —D.00D2 00044 —0.0002
0.0 0638 0.0169

(e)

b

i
:
[

Paso 3: Determinacion del momento de inercia v radio de giro de la figurs
compuesta

Tr=0.0638 m" Ty=0.0169 m"'

Iz Iy
ro=t-—— =0.459 m =t - =023 m
\/A ! \/ A

Paso 4: Determinarion del momento de inercia con respecto a su gje
centroidal de l1a figura compuesta

W.=0.394 m
Ir = Iz —A- ()"
Ir,=0.0169 m*

L=z +A- (1)’

St
0.0638 - m* — 0.0469.m" .m”

3

= 0.206 m
. , [float,3 i i
Ty =Ty — A« (5)* —— = 0.0169.m" —0.0128.m” .m
Ty, =0.0041 m*

2

Pazo 5: Determinacidn del producto de inereia de la figura compuesta

[ N

()
Figura 5.63

Ixy,; A; dxi dyi Ixy;
m* > m m mt
@ 0.00 0.3200 0.2000 04000  0.0256
@ 0.00 —0.0177 01000 0.5000 —0.0000
L3023 0.0247
Try=Try,+ Aswieyi Ty, =0 Izyp=0

Izy= ¥ Jzy + 3 Ai.x;-u;

Iy =0.0247 m"
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Determinar el momento de inercia de 1a siguiente fipura mostrada

Th

355,

[ETEMPLO RESUELTO 5.1.10.3

Idm i Jdmm i
01m
03m 5 ?
o @
: | o
=63 m—~] il %
(2) ! 08m |
Paso 1- Identificacién de elementos (1) v (Z) segin fa figura 5.64 (b) v (c).
luego caleulo de momentos de inercia centroidales de cada elemento (43
Elemento @
h:=0.8m 1
— by ey o i :
h,:=02m Iey=—t = (5.333.10 %) m Y
= hy-b? " T @
#=——— =008 m
12
05m ot
b
Elemento @ | F—03m
b‘l': 0.3 m = b:! ' h'zl-' I:C:|
hy:=05m Iefy=—" T 0.003 m'
_ by by )
I's:= =0.0011 m
T
Paso 2- Tabla de resumen para el calculo del momento de inercia de la figura
compuesta
Ix'; Iy', A; dyi dxi A-(dyi)® A-(dxi)® Ix; Iy;
m?* m* m? m m m* m* m* m*
@ L0001 0,000 (1. 168 0.600 0.400 (.058 0,026 0058 b.0534
@ 0,003 0.001 (.150 0.250 0400 0.0040 0.024 n.ma2 0.025
(1310 0.071 0.059
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5.1 MOMENTO DE INERCIA

CONTINUACION

A

Pazo 1: Determinacion del momento de inercia de 1a figura compuesta

[z =0.07063 m* Ty =0.050258 m*

(= dion=0.4m —1

Pazo 4: Determinacidn del momento de inercia con respecto = su eje
centroidal de la figura compuesta

- y.=0430645 m  L=lr.+A-(u)*
I_ —0 4 § Ye x (4 { -n}
| 1]
=] o
= w T :=Tz— A (y)* — 0.07T06333333333333 . m" — 0.057491 08596775 - m
% I Iz, =0.013142 m"
| = 3z
(d) T.=04m
Iy,=Ty— A« (z.)" — 0.0592583333333333 . " —0.0496.m” .m”
Eigwrn.3.04 Iy, = 0.009658 m*
: o o EJEMPLO RESUELTO 5.1.10.4
Determinar el momento de inercia de la siguiente ficura mostrada

v 4

,?\ /\

\\ r 05m ,f’ (a)

Paso 1: Identificacion de elementos @, @, @}_ @, @ yl’ﬁ‘

W

8) segiin las

figuras 3.65 (b), {c). (d). (e} v (£} , luezo calculo de momentos de inercia

centroidales de cada elemento

Elmmm@
by=2y2m

"u‘-'l=1_:rrl+-"'1l'{fl'}2‘

Ir1=ﬁ"1+-“"|‘{ﬁ}a

v
@
hj=2 1.,-"; m :
= W2 m

= byehy? h‘l 5 ”‘l 1 1 st —!'— 1
Iz =— =177T8m %

12 ; ¥

- - J
L b, nl n, [ﬂh.] P L_lﬂ.ﬁm___l

1 3
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CONTINUACION
Elemento (2)

Ty:=10.5m p— A

Try=— ' 0049 m"

4 2 {.3m
i
— WeT,
hy=— " =000 m!
Xz
Elemento @
by=24/2 m hyi=2 1..."'2 m @
" " - iy by (1 hg)*
Ly=1ITy+ Ay (1y)" fz*,.::h“m“ —h"'g ! [ :;3] =1.778 m* (c)
_ . —  hgeby® by (1B
La=Tu'y + Ay (73)° By'ys= 123 == L 3" =L77T8m"
14

Elemento (1)
f4:=' ﬂ.ﬁm e i fl

Ir', = 4* =0.049 "

i x

== Ws=T =

Iyy=- 4‘— =0.049 m " 2
Elemento @

hﬁ*_—Z\.Em h,;::?.ﬁm

_ i _— by (1 BN
Ls= Ty + A (1) Ty = "12“ _h"z “-( "'J =1.778 m"
= - —  hebt heb, (2h )\
"Iyﬁ"f.’d"r.-i'ﬂs'{zﬂ}z 7o =t S e "| =1.778 m*
4 2 3
Elementu@
o m rﬁ"' i = ‘-"'-"1"5't 7]
Te=05m Iz = =0.049 m Iy = = =0.049 m (e}
b
.
T
ARG
i ®
-—11'zm—-|

@ (2)
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CONTINUACION
Pazo 2: Tabla de resumen para el caleulo del momento de inercia de la figura

F L Ty'; A; dyi  dxi A-(dyi)? A-(dxi)® Ix; Iy;

m? m* m> m m m* m* m* m*

)] L78 1.78 4.00 3.97 1.89 56.80 14.22 5867 16.00
@ 005 —0.05 ~0.79 3.7 1.94 ~10.82  -297 -10.87 -3.02
@  LTTITIS LTTTTS 1 3771236 3.771236  56.89 56,89 SH.67  GB.6T
@
®
©

—0.04900 —0.04909 —0.7854 31.712311 3712311 —10.82 —10.82 1087  —10.87
LTTTTTE LYTTTTHR 4 1.B85618 1.885618  14.22 14.22 16.00 16.00
—0,049048 —0.04008 —0,7854 1.944544 1.044544 2,97 —2.97 —3.02 —3.02

9.64 108.57 73.76
Pazo 1: Determinacion del momento de inercia de 1a figura compuesta

fr=108.568747 m'  [y=T73.756062 m'

Pazo 4: Determinacidn del momento de inercia con respecto = su eje
centroidal de la figura compuesta

y,=3.147496 m L=Ir, +A-(u)?

e

100.0.m" —o5.5.m? .m?

Iz =Te—A.(u)* it
Ir.=13.5m"

avi

dyz

T =2.5083589 m

y Jloat,3 1 % o2
Iy =Iy—A-(z.)" ——— T38-m" —60.7-m" -m
Iy =131 m'

EJEMPLO RESUELTO 5.1.10.5

Determinar el momento de inerciz de la siguiente figura mostrada

Paso 1- Identificacion de elementos (1) v (Z) segin la fizuras 5.66 (b) v (c).
luego calculo de momentos de inercia centroidales de cada elemento

VA
Elemento (1) —F
yeke”
hy=5m hi:=2m n =2 2 2
a
I:J—Ifll*'-'ql'(m}! T E
= ; n by-h n+1 . 4
T2, = by oy [_l_ : ]_ ' '-[ J -h1] —0.705 m* e 00
& 341 m+1 (4mn+2
}yl=ﬁfl+"‘"1'{m‘l}? ) —
(a)

g «h 4 . &
T, = by <y o fy <y .[fh'l'] 'hl] — 3125 m*

Tiy 4 3 LT O LT




Capitulo 5. MOMENTOS DE INERCIA

35‘?i

CONTINUACION

Elemento (2)
b ]
(1}
b=l m h,=2m Ty =4 =2 _
i
Ly=Tr'y 4+ Ag= (1) | j2m
b1 x
rie bn - + 1 1 : = oy
Taty=by- g | | — Pa | lacta (" hy| =0.408 m* !
d 0 dna4l)] ng+l (dng+2 Fm
Ya {b:]
L=+ Ay« (5 e i
— o hyeby® byl +1 \? —b
7 Pt S it I e by| =0.992 m* . =
ny+3 np+l | ma42
Im
Paso 2- Tabla de resumen para el calculo del momento de inerciz de la figora @
compuesta S T
(e)
Ix'; Iv'; A; dyi dxi A-(dyi)* A-(dxD?® Ix; Iy;
m* m* m* m m m* m* m* m*
@ .70 d.13 .33 2.60 3.75 22.53 46.85 23,24 5.0
@ 0.41 0.0 2.00 1.44 4.17 4.17 34.72 4.58 45.71
hadd 2762 85.71
¥h

Paso 3: Determinacion del momento de inercia de 1a fisura compuesta

Ir=27.8193 m* Iy=85.7143 m'

Pazo 4: Determinacién del momento de inercia con respecto a 30 eje
centroidal de 1a figura compuesta

yo=21665m L=Ir+A-(u)"

"
_—

27.8.m! —25.0-m* .m?

IE.:==IT—A'{FE T
Ir,=2.8m'

.= 3906 m
Iyge=ly—A-(z,)
Iy,=4.3m"

. Jloat, 3 . i
B LR Temt — 814 om®em®

- dyz —-I

dn

L]

(d)

Figura 5.66




w
EJEMPLO RESUELTO 5.1.10.6 Determinar el momento de inercia de 1a siguiente figura mostrada

Paso |- Identificacion de elementos (1) v (Z) segtn la figuras 5.67 (8) v ()
luego calculo de momentos de inercia centroidales, considerando la
rotacion de ejes de cada elemento.

ryi=2 m.tan (33") = 1.209 m

Elemento @ bi=dm hy:=4m

By okt
Ir, ="' =21.333 m"
12

hl'bin E]
Iy, = ! —91.3333 m
12
Iy, =0 m' =3
- et 1Y, Ir' — 1y,
I:r..::[ "2 3 +[ 1$ y1]-(!Ll£l{2ﬂ]~—fm’y',1-ﬂiﬂ{2tl]
Ir,=21.353 m’
vk
1)
{ = — (I (I, —Iv.
' Iy,::[ et ) —[ - y'i]qmﬁ{iﬂ:]—fz' L -s8in(2 a)
: 2 2 '
‘\ a Iy, =21.333 m"
ol
- m\ e Elemento (2) ry=1290m
| *
v = Wery'  Weryt [Aery)?
e -2 [ ’} ~03123m' ok
s 2 3w
Fl
mWaT
() Iy = H’-:Ln'rn m* ok
Ir'y ,=0m" a=—57 deg
— Il Iy, Ixt s =1
I;r,;-:[ _ﬂ.g_“_-*]J,[ i III"""‘] o8 (2 o) — L2y - sin (2 @) =0.879

Ir,=0.879 m"

5 <08 (2 o) — Iy’ y - 5in (2 a) =0.551

To.= ( I+ 1y

[I'I,_.g—-"_'.l‘ﬂ
0 9

Ty, = 0.551 m*




CONTINUACION

Paso 2: Tabla de resumen para el calculo del momento de inercia de 1a figura

compuesta
Ix; Ty; A; dyi  dxi A-(dyi)? A-(dxi)® Ix Ty,
m* m* m? m m m* m* m? m*
@ 21.33 21.33 16.00 2.'?72 ; 0.59 122.47 5.53 143.80 2687
@ .58 (.55 2.65 158 4.52 .12 54.24 50949 54.79
LE.GO 149,79 21.66

Paso 1: Determinacidn del momento de inercia de 1a fisura compuesta

Iz =140.7948 m* Iy=s81.650m" Y4

Paso 4: Determinacidn del momento de inercia con respecto a su eje !
centroidal de la figura compuesta e

o=25710m L=l +A ()"

loat 4 X - ;
II“::II—Al{yE]I —;j 1408 .m" —122.3.m* . m? i & o
=
Ir, =265 m" . Y
diz [ x
—1.1473F d
To s , Jloat, 4 ; el (d)
Iy =ly—A-(r)" —— B1.66.m" —2455.m" -m
Iy, =57.11m* Figura 5.67

EJEMPLO RESUELTO 5.1.10.7

Determinar el momento de inercia de la siguiente fizura mostrada

Paso 1- Identificacion de elementos (1), (2), (2) v (2) segiia las figuras 5.68
(b1, (e}, (d) ¥ (e) respectivamente. Iuego calculo de momentos de inercia
centroidales de cada elemento
= b T =283 m
1p——
[+ )
Elemento CD
2 ]
15m by =a=2.853m
hy=a=2853m A4 607
E == ? = it R ‘
3 Lim— el o, = 1
; o ' = T = . 1.84 m i5m |
(2) s eyt (k)

Ty = = 1.8401 m*
v, 36
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CONTINUACION
Elemento (2)

=45 m-—b=1L04Tm fiy:=h =285 m
s by by = by o by
Ia'y= M _ 1 062 m* Tif'y= L’_ﬁ =0.5541 m*
=
Elemento @ ry=0.5m
1 q
= W = wT
Iy = —4-“— =0.049 m" Ty = —d’— =0.049 m*
Elemento @
hy=15m by=3m
- bt o [
Ix'y== : I_‘J_!‘ =(0.844 m" Iy'y = R
Paso 2: Tabla de resumen para el cafeulo del momento de inercia de'la figura
(d) compuesta
Ix.; Iy 4; dyi dxi A-(dyi)® A-(dxi)® Ix Ly;
m* m* m? m m m* m* m* m*
@ 1.84 1.84 4.07 245 1.1} 24.45 14.72 26.20 16.56
@ 1.0 0.35 2.35 2.45 .40 1411 27.19 15.18 27.55
@ —L.05 —0.05 —0.79 2.63 3.16 —5.42 —7.53 —5.47 —7.88
@ .54 3.34 4.50 0.75 1.50 2.53 10.13 3.38 1:3.50
- 10.13 39.37 40.73
Paso 3: Determinarion del momento de inercia de 13 fignra compuesta
A Rk Iz=39.3708 m" Ty=49.720 m'

= Pazo 4: Determinacion del momento de inercia con respecto a zu eje
@ centroidal de la figura compuesta
(&) Y= 16821 m 1==1':1:c+a1-{1.rc::?
| _® ;
Iz = Te— A (y.)* 0.4-m* - 28.7.m* .m?
Iz.=10.7 m’
Lim E
T, =1.974
l =, 44 2 float 3 1 ] 3
_| | ly.=ly—A-(1)° ——— 49.7.m" —38.5.m" -m
. im . Iy =102 m"

{f) Figura 5.68
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Determinar el momento de inercia de 1a siguiente fipura mostrada
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[EJTEMPLO RESUELTO 5.1.10.8

e
| ®
YII _
Sm -
(2) :
Sm
= Fm |
(b}
—'-l—] ™ ! im ! 1 m—l—*— z
Pazo 1: Identificacidn de elementos @- @ ¥ @ zegin las figuras 3.69 (b),
{c) v (d). luego calculo de momentos de inercia centroidales de cada
elemento
Elem.entu@ by =5m hi=tim -
= r’I"hl:i 1 = ,:ll"*‘.":l:‘F F
Ir=—" " —52.083m Iy'y=—— ' =52.0833 m
12 12
(<)
Elemento @
by=3m hy:=3m e
— . byely? o Hgebs? 3
Taly="" % 295 m! Tty %% =295 m*
b H
L,
Elemento (3) Sm =
hy:=2m hy:=3m J_
_ B e B _ s bid _—
Iz — “ _H =225 m’ Iy'y= 33? =2.25m’ —3 m—-—l
Paso 2- Tabla de resumen para el calculo del momento de inercia de la figura (d)
compuesta
Ix; Iy A; dyi dxi A-(dyi)? A-(dxi)® Ix; Iy;
m* m* m? m m m* m* m* m*
) 52.08 5208 25.00 2.50 2.50 156.25 L6625 20843 208,33
@ =235 -2.25 ~4.50 1.00 2.00 —A.50 —18.00 —6.75 -20.25
@ —2.25 —-2.25 —4.50 4.00 3.00 =T2.00 =400 V425 —ALTH
16.00 127.33 145.33
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.

Pazo 1: Determinacion del momento de inercia de 1a figura compuesta

1 =127.3333 m’ Iy=145.3333 m"

Pazo 4: Determinacidn del momento de inercia con respecto = su eje
centroidal de la figura compuesta

U=25m L=lz.+A-(n)?
Iz, =Ix— A« (4)" — 127.333333333333 ' —100.0.m” .m’*
Iz, =27.33333 m*

r.=250m

Figura 5.69

Iy, =Iy—A-(z,)* — 145.333333333333 . m" — 100.0-m" .m*

ly,= 4533333 m

]:21'»;51:131‘:5!1'.11:31}r el momento de inercia de la siguiente fisura mostrada

&

EJEMPLO RESUELTO 5.1.10.9

lém
:f":
@
fm |
n=
2m ‘ -
.‘_ %
I0m
Paso 1: Identificacion de elementos @ @ ¥ @ sepin la figura 3.70 (b),
(c) v (d) luege calcule de momentos de inercia centroddales de cada
elemento
(b
Elemento (D
b, =16m hy=2m ¥
L _—
= 21 =10.667 m* Iyy="" 1 =682.6667 m' ®
ll
'_ * .",.____.--— 2
| [
Elemento (2) Ain %
hy=8m hy=4m Ryi=13 i
i
i 7 [} by (ng 4 1) \* =
Iy =hy-h* S e __f'?_h_" _‘!_(*__} =6.618 m" | Bm
3 3mp+1) mp+l |2{2m,41) }
(c

o hashy®  byehy [

Botd  motl | fne42)

1'1-_1'{ﬂﬁ+.|.> 2

=13.653 m"




Capitulo 5. MOMENTOS DE INERCIA 365

CONTINUACION

:f.

Elemento @ @
E'H =Em {d:l'
hy:=4m
=3
" Tty = by hs® 1 iy byshy [ hy=(ns+1)}* T $——:-
=P s . — . x:
TR N8 T anr] mtl (2@ m+E) B
It'y=6.618 m' l |
Em i
— . kel by by 1)}
Iy'y= bs' _bshy by (nyt1) —=13.653 m*
ny+3 g+ ::n3+ 2) Figura 5.70
Ix; Ira A dyi  dxi A-(dyD? A-(dx)?  Ix;  Iy;
m* m* m? m m m* m* m* m*
6] 167 GRLGT 32,00 5.00 H.00 S00.00 24800 BID6T  2730.67
@ 6.62 13.65 .00 2.86 1.60 [ | 20.48 71.92 3.3
@ 6.62 13.65 .00 2.86 14.40 fin.d1 1658.88 71.452 1672.53
48.00 095451 4437.33
Paso 1: Determinacidn del momento de inercia de 1a fisura compuesta
Iz=954.5143 m’ Ty=4437.3333 m"
Pase 4: Determinacién del momente de inercia con respecto a su eje centroidal de la fizsura compuesta
1= 4.2857 m I i=Tx—A- (y,)* — 954.514285714286 - m" — 881.62677552 .m” .m® = 72.888 m*
7= 8 m Ty =Ty —A-(2)* — 4437.33333333333.m" —3072.0.m% .m* =1365.333 m"

Determine, por &l métado de los nodes, 1a fuerza en log muembro,

T5hhai [ 1 1o establezca a1 estén en nsifn o compresidn, 108 elementos del sistema
RES de armaduras
T
30 mm _/
e Paso 1 - Identificacitm de elementos (1), (), @), @ (5. &, 7).
o \ ®0.8 0086 6 .8y@ . fguws 371 {) (). @)@, 0.
]é/ | (=) v (R). lnege del momente de inercia centroidal de cada elemento
o ,,--""'_ Jx3 Elemento (1) r =10 mm
’ 1 2 2
= =, =T W=r 4r
309 nil = ' — ' [ | =548.785 mm*
y — 16 4 dar
5 p
= - —.  went owen® fary? ’
Iy'y= — . =048.THL mim
1 4 4
() i Em
o B :
= 3
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%'[‘
@

@
rl ll:llnmJ \lﬂz Flhan
(b)
R
JrL——lzrvm.:l—-l =
@ @
(e)
A ¥
T | T
2 l——': L—:
K
I~ 15mm =] |=15mm -
® ®
(d)
T_
BT —
@

Elemento (2)

Elemento @

Elemento (1)

Elemento @

Elemento @

Elemento (7)

Ty =10 mm

f_:r' ‘_‘K-Tg 'I'I'-I"_&_-
AT 18

] = 548,785 mm '

==y 'ﬂ'-r
T’y = = 548,785 mm
hy:=125 mm  hy=10 mm
o B ha? .
a
nyﬁ-zh’!;“ = 1627604.1667 mm”

by=125mm  h,;=10 mm
= b
Ix'y= ‘IE‘ = 10416.667 mm "
I W i
Iy'y= = 1627604.1667 mm
=15 mmn fi;:= 20 mm
— by h?
Ty 'S 10000 mm”
= «b?
l;.r"ﬁ:=h"" 5 = 5625 mm"

12
lg:==15 mm =20 mm
I_:rﬁ._E'-'—h'-“-—_uumm

12

k|

I_z.-’ﬁ—h“];" = 5625 mm’

i 2
- MeT wer ar
Iy=— T 7| =548.785 mm
16 4 3
2 2
— W=T R 4T
Iy=— T 7| =548.785 mm
16 1 3w
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Elemento Ty= 10l mm
4 2
= T =T, H
Talp=" = J1(—"] =548.785 mm
16 4 3w
4 2 ]
e T T 4r
Ify=—" -~ _* [ 3] — 548,785 mm*
14 1 im
Elem.entu@ 1y =5 mam fy:= 285 mm
3
Ty = bl _ osisaes 7 mm"’
12
21 =N
Iy'“':hu = 2068.75 mm"
12
Elemento i b,,=5 mm fiyp =285 mm
= Bonsfiin?
Irg= " " = 0645468.75 mm "
— Byg=Beg®
Iy =2 —9068.75 mm'
12
Elemento @) r,,:=5mm
= eyt _r-r”“‘ N 2_34‘2._”'“4
ST 4 3 %
= ’er Ny ar
I, = I " [ n] — 4,909 i
[[§] 4 am
E]em‘entu@ r, =1 mm
e MaT M=T aTr
7 iz e 12 34.200 mm?
16 4 3w
2
Iy'yg= feibi - S i - . Tz —%4.299 mm”
11 1 R

Elemento ({3, (4, 15 y 18 fiyz:=15 mm liyy:=3 mm

= bygehyy’

Tx'ygi= 0 — 2125 mm®

= hygo b

Tty = ”‘I % 1125 mm?

Ir'yy =I5 =1y

Ir'yy=Ix'yy I'ss:=1'i

Ir! g = Ix" Iy =1y

[ETEMPLO RESUELTO 5.8

*T rﬂr

E
?} =

@L )

| Smm|— —{5en|—

td]

rll Smm

B ® ® &
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Pazo 2: Tabla de resumen para el caleulo del momento de inercia de la figura

compuesta
I Ty'; A; dyi dxi A-(dyi)® A-(dxi)® Ix; Iy;
mm* mm* mm® mm mm mm* mm*  mm* mm?
Y GAR.TR4A03 GAS.7R4S00  THEI0S163  305.7RRS68 NTSRAGAIS 74242430 260202557 TH297EAS 315081038
@ HARTR4803 GARTR4RC  TRAIOSIG3 Q05 TARSGH 207 244132 TI42424.30 603031274 TI4297108 GO39861.52
[:I:.'I IIG.GGRT  162T60L0T 1201 M 2.5 TIGZSEEG0 GHTOS128  LI6290G6T  S107T016.67
@ HBHIGGERTY 162760417 12510 Hin 0.5 | TGE2RI250 BRATZRIZN  VIA2NIGEY  GRO4O46.Y
) 16BN H6E 00 kLT 1425 270000 S I8Th 2T010M0 GOOTHD
) 10000 5625 300 300 1605 SYO0O00  TY2ZS0TE  2TOM0MO0 77300
@ ~548.7R48 —R4H.THAR  —TEAIOEIG 204244032 130.244132 - GVODO4G.6 - I52IR02.0 —GRO0D4G5.4 - 15233516
@ —BAR.TH4S B4R THAS - TEARORIG 204244132  IGLTANSGS  GTIG4GG 21061855 6R00MGE.d  —21G6T] 8
® DRARIRR. T ABGEYE 1425 147.5 1475 FIDUAGEGS  FUOBGEE1 40648125 RI0G5E25
@@ GEASIESR.TE OGS TS 1425 147.5 1555 BIO0ZGHG.E J4456856.3  A0G4HIZS  S4qR08E5
) 342000602 342000502 OEMMOS4] ZATTORA00 ATATTOM  I6RG26508 4203T0HEE 106025648 420400 185
@ J4. 2000502 342000602 1963405410  ZATTOS400  IGALIZEOGE  IGZ.GRGHOA  4T24TI00  10GOZRGAE  4TRR0T.SLRD
@ J1.25% 1126 1% Gi.h 1515 BeHIIEL Th S4A2HE. T BRGNS R
@ X122k 10.25 15 12%.5 1515 DABA4ATE B44A2H3.TH 2AETH B44205
@ a1.25 125 15 P95 151.5 SESHATTS  B442HAYS  BABAVS BA4205
7 3125 125 15 257.5 1515 A4503.75  BAZEIYE 004625 344295
6049.27 FTRITIAE 161127069
] Paszo 1: Determinaciim del momento de inercia de la
£ 7 dxd fizura compuesta
= L
° 7/ I = 3TOR3TH32. 776784 mm
S| 7 ! : ST
o s % Ty=16112T06Y9. 280451 mm
Hm b Paso 4: Determinacion del momento de inercia con
§ i respecto a su eje centroidal de 1a figura compuesta
+ % ® = £ £ y=227200356mm L=Ir+A.(y)"
41 1 g T
H i Ix, =lz—A- (1)
& j | - Iz, = 5E5TAGOS. 43086 mm"
I - 1 &
@] 1] |
i dn 3 2
i, 1= 1515 mm I,=Ty,+ A(x)
)
2
Figura 5.71 Ty=lu—A-(z)

Iy, = 2228371403964 mm '
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5.1.11.

EJERCICIOS PROPUESTOS
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mﬂctﬂn‘ninc el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes figuras, respecto a los gjes X e ¥.

537
v
o ¥
T D o e e P S L —
&
e —
L Ifm
-
Q [E——
=
/—\ 3 6m
o x
I—lm—' —2m~-2m-]
Figura 5.72
W
- 3im ;1 m‘i‘— |
1m
ifm
o .
Figura 5.74
541
br
4m i 4m i_"
I Sm
: ]
o I -

Figura 5.76

538

a
Figura 5.73
¥
im i im |
im
Figura 5.75
B
Im
Im
6m
T
Figura 5.77




Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes figuras, respecto a los ejes x e Y.

5.43 5.44

. 4¥ 1a
[* =t i
| |—;—1m
| i —_
B~ T
1m
lm 2= 1lm 4m
2m
. et
! [ . ) = e
Figura 5.78 Figura 5.7%
545 546
JI._'!( }I‘
J,.-—rﬁl:l-r_m
o >
60" x
o s -
—3m ! Itm
Figura 5.80 Figura 5.81
547 S48

Figura 5.82

Figura 5.83



Capitulo 5. MOMENTOS DE INERCIA 371

Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes Figuras, respecto a los efes v e ¥,

549 5.50
by
_..j;',;a-
o i, e x
E 1dm !
Figura 5.84 Figura 5.85
a.31 5.52
Y oy
Alcm
Allem
x
o L. o ;
| 120em | =
Figura 5.86

40'cm |

Fipura 5.89
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Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes figuras, respecto a los ejes x e Y.

N

et

o —16 m—‘
P e

e o 2Em

Figura 5.90

Figura 5,92

4m 1o 1m-|

5.50

S0

= 0sa
=2 -.-'l-v-l-— -

Figura 5.91

:—5 m——-I-lm"}——li m—"l

i ‘l-r 05m

Tm

Figura 5.93

i
B
L

yH

Figura 5.95
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Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes Figuras, respecto a los efes v e ¥,

5.61
b .
x
| 45 cm o
Figura 5.9
5.63
r 1 1
L. i 4m | ‘]_:1 -
lm
Tm
im im |
x
a =
Figura 5.98
5.65
L
—2m ——f&m-{-lm-l—-lm-—l—-— 2m—| JJTLS =
]
2m
4 m
x
2 -

Figura 5.100

5.62

-

o I—-—3 m—-l-—-3 m—-l
Figura 5.99

5.006

Jl-“-

r 1im

o
-
2 1

Py
o l
M

Figura 5.101

—4m—
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Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes figuras, respecto a los ejes X e Y.

567 5.68
b 4y ¥
S [ im .L im i IL
t i : T 1
_If_ . rd25m
) Iim
_I:/., 0Em i
1m o (R
4m O
im
r 023m _
i lm
@ - ) /’>K§ e
=2 m—] R
Figura 5.102 Figura 5.103
5.69 5Th

¥ &

Y& 4m i 3m—|'1m"|'—

im
x
: -
Figura 5.104 Figura 5.105
5.7 572
"t Nl | 1
L e m
|
L
:EmJ
l5m -
. rl.m
I]m—i:; k] __ : :
| lim <450 .
] L 1 5
im | x L "

Figura 5.106 Figura 5.107
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Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes Figuras, respecto alos efes v e ¥,

573 5.74
¥
—&m
|' =
a &
x
Cuadrade
de 0.5m

Figara 5.108 Figura 5.109

575 5.76
L a=fm o |
T dm
10 m
a
SR - T t—an i R

Figura 5,110 Figura 5.111

577 578
¥
¥ oA |""2m"'|—"'3 m'——1-—2m--|
£ ]

TH

r=8m

Figura 5.112 Figura 5.113
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Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes figuras, respecto a los ejes X e Y.

579 5.80

¥4 |

14m

2lm  x

Figura 5.114

381 .82

J,lh

T

¥

Figura 5.116 Figura 5.117

L
¥ ¥ b

—~}1 Zem{—

it Jom

0 em

a0 x
e Jom

Figura 5.118 Figura 5.119
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Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes Figuras, respecto a los efes v e ¥,

5.85

5.87

5.59

I a
E 6m i
K]
| 15m
3 I
Gm
X
a —tIlmi— .
Figara 5.120
¥
T
T
. )
.-.,n £
o =
a3 i ]
Figara 5,122
b ¥
VTR

Figura 5.124

556

}'J

Fignra 5.121

Figura 5,123

5.90

Figura 5.125
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Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes figuras, respecto a los ejes x e Y.

R | 592

0.2m
} £ 600 t
[ &
2.5m—— 015m B O .
1.5m 1im
Figura 5.126 Figura 5.127
593 594
| 4 m | Im 1Y
by | fﬂ.ﬁm
18 E| i
= ¥
B l | hiﬂ !
I
I
a8 i ;
o - i
L fasad * ’
— Lim~- I 1m
0Em  Im 14 | =
o -
Figura 5,128 Figura 5.129
595 5046
by
Sm
Yok
im
o x

Figura 5.1.3) Figura 5.131



Determine el momento de inercia del drea sombreada de las siguientes Figuras, respecto a los efes v e ¥,

597 598

Figara 5.132 Figura 5,133

5.949 5108

Figara 5.134 Figura 5,135

101 5102

4y i
I.::::I:ﬂ'_'_h..-l

r12m

Figura 5.136 Figura 5.137
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6 ‘ FUERZAS INTERNAS

6.1. FUERZAS INTERNAS

Las *fuerzas internas”™ en un cuerpo rigido se reficren a las fucrzas y
momentos que s¢ desarrollan dentro de un coerpo debido a la accién de las
fuerzas externas y las resiricciones impuestas a cse cocrpo. Estas fucrzas
internas actian cn ¢l interior de la estructura o cucrpo rigido y son cl
resultado de las interaceiones entre las particulas o elementos que componen
el cucrpo. Las luerzas exlernas son las que actdan directamente sobre
la superficie del cuerpo y se aplican desde el exterior, como las [ucrzas
aplicadas, las cargas ¥ las reacciones en los apoyos. Estas [uerzas son
relativamente faciles de identificar v analizar. Por otro lado, las fuerzas
internas no son directamente observables desde fuera del cuerpo y reguieren
un andlisis mis detallado, Estas fuerzas internas se desarcollan en respuesta a
las fucrzas extornas v las restricciones impuestas a la estructura, Las fuerzas

Figura 6.1:

internas incluyen: Componentes rectangulares
de fuerzas internas cnon
4) Fuerzas Axiales (N): Son fuerzas que actian a lo largo del eje de cuerpo rigido

uni estructura, ya sea de compresidn (empujando hacia adentro) o de
tension (estirando hacia afuera).

b} Fuerzas Cortantes (V): Son fuerzas que actdan tangencialmente a
través de una seccidn transversal de un elemento, causando gue las
partes de la estructura se deslicen entre si.

¢} Momentos Internos (M): Son momentlos gue provocan Lorsion o
Mexion en un elemento. Los momentos inlernos son responsables de la
defvrmacion v b Mexidn de una estructur,

6.1.1. RELACION ENTRE CARGA-FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLEXIONANTE

La relacion entre la carga, la fucrza cortante v el momento flector on una viga o una estructura sometida a flexion es
fundamental para el andlisis de dichas estructuras. Agui e proporciono la relacion v las ecuaciones que representan
eslas expresiones:
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= Carga (I"): La carga sc refiere a la magnitud de la fuerza aplicada cn
un punto especifico de la estructura. La carga puede ser una fucrza
concentrada o una carga distribuida a lo largo de la longitud de la viga.

= Fuerra Cortante (V): La fucrza cortante es la fucrza que actda
perpendicularmente a la longitud de la viga y tiende a cortar la viga en
una scccion transversal dada,

s Momento Flector (M}: El momento Mector es ¢l momento gue tiende
i hacer que la viga gire o se doble alrededor de su ¢je longitudinal. B
momento fector puede ser posilivo (curvalura en ¢l sentido horario) o
negativo (curvaturi en el sentido antihoranio).

Relacidn entre Carga, Fuerza Cortante y Momento Flector:

La relacidn entre carga, fuerza cortante (V) y momento flector (M) en una
viga sometida o flexion se establece a través de las ecuaciones fundamentales
de equilibrio y lus relaciones de carga, fuerza cortante y momento flector én
diferenles secciones de la viga, La relacion general se expresa de la siguienie
manera;

=
I
Bz

Donde:
» ¥ s la fuerza cortante en un punto 2 lo Jargo de fa viga,
= M es el momente flector en ese mismo punto,
- QJT es la tasa de cambio del momento flector con respecto a la posicion
a lo largo de la viga.

w=fixt P

e 1!

b

Figura 6.2: Viga sometida a cargas externas, donde dx es la diferencial de
andilisis para determinar las fuerzas internas en la viga

Anilisis del tramo en estudio: considerando cada variacion de carga.

(I »
[¢ kS 1ﬁ |
£ CEm R

Carga Distribuida Carga Punteal

Ca.rga. Momento
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Esta ccuaciin refleja como la fucrza cortante es la derivada del momento
flector con respecto a la posicidn a lo largo de la viga. Esta relacion es
fundamental para el andlisis de vigas y estructuras sometidas a flexion, ya
gug permite determinar como la carga aplicada y su distribucion a lo largo
de la viga gencran fucrzas cortantes v momentos flectores en diferentes
scociones de la estructura,

En resumen, la relacion entre carga, fuerza cortante y momento flector
en una estructura sometida o flexion se expresa @ través de la ccuacion
V= %. que relaciona la tasa de cambio del momento flector con la fuerza
cortante en la viga. Esta relacion es fundamental en el andlisis y diseiio de

estructuras en flexion,
Se puede facilitar trazar los diagramas de la conante y momento flexionante

al usar las relaciones diferenciales basicas que existe entre las cargas, las
fuerzas cortantes y momentos flectores.

YR=0/ V—-wdx—(V+dv)=0

dv=w-dx
dv "
dr

Donde 4¥/dx pendiente del diagrama de fuerza cortante.

Fendiente del diggrama de  Intensidad de lu carga
cortanle cnun punto — distriboida en ese punto

Ademas, sc cumple:

V:fwa‘_x

Cambio en la corfante entre
los puntos A vy B

Area debajo del diagrama
= de cargas distribuidas entre
los puntos A v B,

d
—M+w.:-x-§—{v+dv)-d.r+{M +dM) =0

dM = Vdx
dM
e
dx

Ademas, se cumple:

Pendiente del disgrama de
momento flexionante en el =  Contante cn ese punto.
punto
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amM
E = I[l—"dx

Ademas, se cumple:

Cambio en el momento
flexionante entre los puntos —

Area debajo del diagrame
de la cortante entre dos
puntos.

Procedimiento de Andlisis para Determinar las Fuerzas Internas:

El procedimicnto de andlisis para determinar las fuerzas inlernas cn una es-
bructura, como uma viga o un mareo, generalmente implica scguir estos pasos:

a)

b)

c)

d)

)

Dibujo de la Estructura: Comicnza por dibujar un ¢squema elaro
de la estructura que descas analizar, identificando las ubicaciones y
magnitudes de todas las cargas aplicadas y las condiciones de apoyo,
Esto incluye fuerzas concentradas, momentos aplicados y cargas
distribuidag,

Seleccion de Seccion: Elige una scccitn especifica de la estructura
en la que desces analizar las fuerzas internas. Esta seccion debe
ser lo suficientemente pequeiia como para considerarla como un
cucrpo rigido. Puedes seleccionar miltiples secciones a lo largo de la
estructura si es necesario,

Diagrama de Coerpo Libre: Dibuja un diagrama de coerpo libre
de Ia seccion clegida. Esto implica representar todas las fucrzas y
momentos actuando en [a seccidn, incluyendo las cargas aplicadas, Ias
reacciones ¢n los apoyos v las fuerzas internas desconocidas (fuerza
cortanie ¥ momento fector),

Aplicacién de Equilibrio: Uliliza las ecuaciones de equilibrio (suma
de fuereas en x, suma de fuerzas en ¥ ¥ suma de momenlos) para
resolver el sistema de couaciones vy cncontrar las fuerzas internas
desconocidas, Esto implic:

= Sumar las foerzas en direceién horizontal y vertical igual a cero,
= Sumar los momentos alrededor de un punto igual a cero
(gencralmente al punto donde sea mis conveniente).

Definicion de Signos: Establece un sistema de signos consistente para
las fuerzas internas (fucrza cortante y momento fector) @ lo largo
de la seccion. Por lo peneral. se adopta una convencidn de signos
positivos para simplificar el ondlisis.

Cialeulo de Fuerza Cortante y Momento Fleetor: Utiliza las
ceuaciones de equilibrio para caleolar 1a fuerza cortante y el momento
flector en la seccidn scleccionada. Estos valores son las Tuerzas
internas que actian en i estroctura én ese punto.
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2) Repetiv para Otras Secciones: Sioes necesario analizar varias
secciones a lo largo de la estructura, repite los pasos 3 a 6 para
cada seccion, teniendo en cucnta las cargas ¥ condiciones de apoyo
especificas en cada una,

£} Dibujar Diagramas de Foerza Interna: Una vez que hayas calculado
las fuerzas internas en todas las sccciones relevantes, puedes dibujar
diagramas de fucrza interna que muestren como varian la fuerza
cortante ¥ el momento flector a lo largo de la estructura,

g} Interpretacion de Resultados: Examing los diagramas de fuerza
interna para comprender como se distribuyen las Tuerzas cortanles y los
momentos fMesores en la cstructura y como afeclan su comportamicnlo.

6.1.2. DIAGRAMAS DE FUERZA AXIAL, CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR PARA POR-
TICOS SIMPLES

El anidlisis-Determinacion de las fuerzas internas conlleva a mismo procedi-
micnto gue para vigas. Entonces, el procedimicnto en mension determina las

fuerzas axiales, cortante y momentos flectores para estructuras en el plano e
estaticamente determinados. J]
'J'j; I:|I-
-
Vi
B My M &
3--_ 4-(-—- — Wx
A T M T
Vs
A B#]
- -1
Vi
‘3 S
* ¢ Ale
M Mz
. N,
b.N3 i
M, T
] 7
il‘—h\-‘-’l 1 —=Va +
By 4 D

T T

Figura 6.3: Pdrtico discreteado en sus componentes de fuerzas internas para
todos sus clementos del portico
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6.1.3. EJERCICIOS RESUELTOS

EJEMPLO RESUELTO 6.1.3.1

Determinar la fuerza normal, fuerza cortante v momento flexionante sobre
los puntos C v D de lz viga que 32 muestra en 1a figura,

o5

Paso (1): Determinacion de las reacciones en 10s apoyos, a partir del

D.CL. de la figura 6.4 (b).

ATn-2m—8Tn-6 m-1-R_,d!-H m=i0

A B § k. = PMu=0;
§§. P 4Tn.-2m+8Tn.6m
| P o BN
—2m | 4dm 2 m— 8m
4 Tn
= »F.=0; H, +0=0 R, =0Tn
(a)
+1 3 F,=0; Ty 44 Ty Ry, ~ 8 Tr=0
BT
B Ryy=8Tn—Ry—4Tn=-1Tn
Ri: 4 E ¥ E
: L Paso (2): Determinacién de las fuerzas internas, usando ecuaciones
T de equilibrio
o e Im—| _ Segmento AC.usando ¢l D.C.L. dela figura 6.4 ().
R—-isr 4Tn REF
B YF,=0; Ny+ R, =0 Np=0Tn
(b)
+1 Eff‘*,:li.'r.- —.-I"I'.M—‘I-"'(;-'I-d Tn=0
Vo=4Tn-R, =4Tn
4 B s
R0 |
-.....-.....* 1--. N
¥ [
5 T i e +OE Mq=0; Ry (6 m)—4Tn(4 m)+M-=0
Pa— i m -
] | Mg=—Rp,» (6 m)+4 Tn+(4m)=10Tn-m
Ry=1Tn 472
- Segmento AD | uzsando el D.C. L. de la figura 6.4 (d).
(el
= MF.=0; Np+ Ry =0 Np=0Tn
£Tn
+1 5 F =0; Ry 8 1Tn—-Vy+d Tn=0
Ry A B Dy +® ’ '
]
T it Vpi= Ty, —8Tn+4Tn=—5Tn
'—Em I 4m { #
RSl AT i Y Mp=0; Ry, (6m)—4Tn(4m)+Mp=0

Mp= —RA?-{E mj+4 Tn-{4m)=10Th-m
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- Segmento ED | nsando el D.C.L. de Ia figura 6.4 (). CONTINUACION

= M F.=0; Ny=0 Np=0Tn
Mp Vg E
+% ZFH="; REII'+ Vu:ﬂ‘ ll{n:: —.RHH=—-\'.-IT“ N;-Giﬂ T
I lm r
+ OE Mp=0: Rﬁ’r'{z m}_Mncn Ei_;ﬁ Tn
(e)
M,,::Rmy-[ﬂ mj:lﬂn'l.-m
- Segmento EC | usando el D.C.L. de la figura 6.4 (f). iTn
M. | € .
% SF.=0;  Np=0 Npy=0Tn ..E
N !
% I 2m |
+1 EF;,F”‘; R.M,+V,,—H Tr=0 V":—RHH+R ™m=3Tn B, =3Tn
+OEMC=D; Ry (2 m)—Mp=0 0
M;;.‘:Rﬂrl[z m]:'lﬂ-T'n-m Fl‘glll'ﬂ 6.4

Determinar la firerza normal. fuerza cortante y momento flexionante sobre el
punto I de 1a viga que se muestra en la figura,

Paso (1): Determinacion de las reacclones en los apoyos. a partir del
D.CL. de lafigura 6.5 (b).

+DEM,.|=I.I: BEN -6 m 4 Rey-4m—4 kN-m=0
— i *
_ gy SN CmAARNm
4 kNm c 4Am
A -~ E
] LS
: [Ennm. § -
| = LF;:[I; R, +0=0
I im | 2m | Im |
2 Ry =0 kN
(=) +1 SF,=0; Ry, +8 kN —Rp, =0

Rpyi=—8 kN 4 Rey =3 kN




CONTINUACION

Paso @: Dietermminacion de las fusrzas internas, usando ecuaciones de

equilibria
AXFm - Segmento AD _usando el D.CL: de la figura 6.5 ().

R_q_-. A -‘\_j 5

ET T T n» 3 F.=0; Np+ Ry =0 Np=0Tn
| im | 2m i 2m
Ry Re, ey
z - +1 Y F,=0; Ryy—Rey—Vp=0
(k)
Vp=Ryy— Aoy =8 EN
Ra=l 4_1_‘3“"” o, M + ¥ My=0; My 4 Rey - (1 m)—4 kN -m— Ry - (5 m) =0
I *l:*f - M= R - (1m) 44 kN -m 4 R, - (5 m)
i
1 Im | Iim v Im = Mp,=8 kN -m
:RIJL},=3fk’:"-T K. =11kN
- Segmento ED . usando el D.C.L. de la figura 6.5 (d).
(c)
= EFIEU; Np=0 Np=0Tn
Mg Vi # +7 %] F,=0; Vip+8kN=0D
H;_Hi - T Vp=—8EN
' L I + Y My=0;  ~Mp+8kN.1m=0
@ BEN My=8kN-1m=8kN.m
Figura 6.5

EJEMPLO RESUELTO 6.1.3.3

Determinar la filerza nommal, fuerza cortante v momento flexionante sobre 2
punto B de la viga que se muestra en la figura

Paso (1): Determinacién de las reacciones en los apoyos, a partir del D.CL.

2Tnim
de la figura 6.6 (b).
-!-DEMAﬂﬂ; —2Tn-m '-6m3Im4+6m-Re,=0 X--T ! L e T 1-
B
2Tn.-m'-6m.3m N
Rey= MmO s Tn b |
Gm
% YF.=0; Ry =0Tn
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+7 EFU=D =

Paso (2): Determinacion de las fusrzas interas, usando ecuaciones

de equilibrio

Ry 4+ ey —2 T m -6 m=0
Ryy=—Rep,+2Th-m'-6m

R-*Il'z i Tn

- Segmento AB , usando el D.C.L. de 1a figura 6.6 {c).

= EFn::ﬂ;

+1 3 F,=0;

+ OEMu:“:

Ny+R, =0
Ny=—HR, =0Tn

~Vy—2Tn-m™ -4 m 4 R,,=0
Vey=—2Tn-m'-4dm+ R,

Vy=—2Tn

My+2 Trem ' od me2 m—Eh.-i m=1l
Mp=—2Tn.-m '-dm-2m+R,-4m

MH:E T!n.-m

- Segmento CB | usando el D.C 1. de la fipura 6.6 (d).

= M F.=0;

FiT EF”:“;.

+ Y My=0;

—~Np=0 Ng:=0Tn

Vp—2Tn-m ' 2m+H;,=0
'r’5=2 Tn-m"-ﬂ m_RCI.I
VHZ—ETh

~My—2Tn-m™"-2m.1 m4He-2m
Mp:=-2Tn-m "' -2m-1m+Re,-2m

M’:‘:H Th‘m
Ny 0
Respuesta:=| Vi | =] -2 Tn
My Em

CONTINUACION
1Ta'm
Bio ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ % ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
-Ax 3 - hC
A B
I_Im_
bm
By By
{b)
2Tn'm
1} Y ¥ L . 2 | ¥ ¥ Ms
_{:“ B i; HNg
Vg
4m
R, =6Tn
(c)
2Tn'm
Vi
Mo ¥ % % % % %
Mg E I #
B I S
R, =6Tn
(d)
2To'm
Vi=2Tn
0 ¥ Y ¥ YYYY
'} ] HMg=0
A B ; 5
Mg=tTn-m
Hm
RA:.FGTH
(e}

Figura 6.6
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EJEMPLO RESUELTO 6.13 4 Determinar la fuerza normal, fuerza cortante y momente flexionante sobre el

punta B de la viga gue se muestra en la figura

8 Tn'm Paso (1): Determinacién de las reacciones en los apoyos, a
partir del D.C1. de 1a figura 6.7 (h).
| Em
] v L F r
§,{ ) 8 w=s "
’ | —2m— m
12 x
' o + DM, =0; My—wed me10 m=0
(@) My=w-4m-10 m=320 Tn-m
8 Toim % 3 F.=0; Ry +0=0
Raz d f Y ¥ ¥ ¥ L J8
5. 5 +t 3F,=0; Ry, —w-4m=0
£l = =
| S m T Ry, =uw-4m=32Tn
R.'.ﬁ
(®) Paso (Z); Determinacion de las fuerzas internas, usando ecuaciones
de equilibrio
- Segmento AB  usando el D.C.L. de la figura 6.7 ().
§ Toim = Eﬁ;=‘“,‘- NH"FRA‘._::“ Nu:=“m
A Mg
& ¥y ¢ v ¥ } +1 1F,=0; Ray—Vu—w:2m=0
I5 —_ =4 -
320Tn-m Vg Yo =2y =B 2= 1010
i fm Zm—
32T= +OEM3=D; Mg+My—Ry 10 mtw.2m-1m
My=-M,+R, - 10m-w-2m-1m
(e My=~16Tn-m
- Segmento CB | usando el D.C.L. de la figura 6.7 (d).
= Eﬁ;=‘“,‘- Nu=u N":=“m
8 Tom -
> +1 Y F=0; Ve—w+2 m=0
]
MH,' Y Y ¥ ¥ Y Y Y Va=u-Im=16Th
L c
Mg
& + O M,=0; ~My—w-2m.1lm=0
My=-w-2m-1m
(d) My=-16Tn-m

Figura 6.7
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[ETJTEMPLO RESUELTO 6.1.3.5

Determinar lz fuerza normal, fuerza cortante y momento flexionante sobre e
punto B dz 12 viga gue se muestra 2n la figura,

10 T

6 Tn'm l
¥ ¥ Y Y Y ¥ ¥ (=)

i
4 0 [ C
BI——3m
I 12m

Paso @: Determinacion de las reacciones en los apoyos_a partr del D.C.L.

de la figura 6.8 (b). 10 Tn
. I'n
wm=h —
m 6 To'm
DM =0; R, (12 m)—w-6m-9m—10 Tn-9 m=0
T | Y ¥ ¥ ¥ HC
Em.9m+10Tn.0 :
R w.bm-9m+10Tn ™ i Th 5 )
12m
| tm Gm
F‘-"—T RGF
I EF:,:H,: Ry +0=0 Ry =0Tn
o =1 (b}
+1 3F,=0; Ry + Ry —w-6m—10Tn=0
Hyy=—Hey+w-6m+10Tn=11.5Tn
5 To'm
Paso (2): Determinacion de las fuerzas internas, usando ecuaciones M
de eguilibrio a = ;¥ ¥
« Segmento AB  usando el D.CL. de la figura 6.8 (¢}, antes de la i;’ Mg
fuerza Ve
~ | 6m Im=—
= 2 F=0; Np+ R =0 Np=0Tn 115Tn
+ Y F =0 Ry —Vy—w.3m=0
Vp=Ryy—w-3m=—6.5Tn (c)
+ OYMy=0; My—Ry-9miw-3m-15m=0 10T
Mp=R,,-9m-w-3m-1.5 m=76.5Tn-m
6 Tn'm ¥
- Segmento AB usando el D.CL. de la figura 6.8 (d), después de la fuerza
F A Mz
] L | T
% 3K =0; N,=0 Ny=0Tn -B_’Ns
VE
+1 F,=0;  Ryy—Vag—w-3m—10Tn=0 L S Fm
5Tn

VB::RJF_W'E m—lﬂ‘]’h:—lﬁ.ETﬂ {d}
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CONTINUACION

+OEMH=[I; My—R; -9m+w.3m-1.5m=0
My=R,,-9m-w-3m- 1.5 m=765Tn-m

- Segmento CB | usando el D.C.L. de la figura 6.8 (), antes de la

6 Tnim fuerza F
Va % SIF.=0; Ny=0 Np=0Tn
Mo ay vy f ¥ Y ¥ ¥
1 hc
L +1 X F,=0; Roy+Vy—we3m=0
im Vp=—Re,+w-3m=—165Th
345
(e)
+ OYMy=0;  —Muy+Ry-3m—w-3m-15m=0
My=Ry-3m-w-3m-1.5m=765Tn-m
Hi:$n - Segmento CB , usando &l D.C.L. de la figura 6.8 (f), después de la fuerz
F
6 Ton'm 3 EF2=”1" N”'=ﬂ Nn!=ﬂ'“
Vs
}"'IE L L | 4 F 5 5 L
-LH—- l.c
Nz +7 EF!I:{}; Rta+vu—tﬂ-ﬂm—lﬂjh':“
Im Veg=—Rg+w-3m+ 10 Tn=—65Tn
Eoy
0 + OEM,;:U; Myt Ry e 3 m— w3 me 1.5 m=0
MH::H,-_,H-Hmﬂw-ﬂm-l.ﬁm:TG,EIh-m
Figura 6.8

EJEMPLO RESUELTO 6.1 3.6

Determinar la fuerza normal, fuerza cortante v momento flexionante sobre
el punto B de la viga que se muestra en Ia figura.

Paso (1); Determinacién de las reacciones en los apoyos, a partir del D.CL.

de la figura 6.9 (b). 9 EN/m
o EN
=10
m
wel2m 2 A
+ OEMA=0; M, — — 1Z2m=0 ¥
2 3 & . 0 &
: : ; ——
My=""12T 2 1o m=432 kN .m 1 _—
2 3 f 2
n F.=0; Ry +0=0 {a)

Ry, =0Tn




CONTINUACION
e 12 -

+1 EFH= ] ’ RH:H'_ 2 ]
=12
R.;[!-:: _HI 2 " =54 kN
Paso @: Determinacion de las fuerzas internas, usando ecuacionss #Hm
de equilibrio
- Sepmento AB . usando =] D.C.L. de la figura 6.9 {c).
Bard 1
D C
2» EF,__:I]; N3+Rh=l] N_,—;::(}TI’I- Mq_ B
I B2
w_'!ﬂ.,., % I*w.ﬂ_ﬁm
12 8 T m Ry

+1 3 F,=0; Ry—Vy—uw-2m=0

w, -8 m
Vo=Ry —— — —SoRN
- w,-8m
DM, =0; My My~ Ryy-8mt . 8m
wsHm 1
My=— ,+R4,-ﬂm— = -_{Hm
Mpy=—64 kN -m :
- Segmento BC | usando el DUC 1. dela figura 6.9 (d). (©
= M F.=0; Ni=0 Nyg=0Tn
I ENm
e (w—1w,)+4m 6120 ﬂ/lT
+ L] 4 == - =N T
13F,=0; Vi—, -4 m : 0 |
w—1n,) -4 m Va
Va=w, 4 m4 =) =30 kN VRN A T r
Ny E c
w—a =1 m
@EM;;:(I; M gy — w0 T2 m—{ ;} -24m=u b
(d)
w—u)-dm 2
Mpy=—w,-dm-2m— {——Eli—---f--dm

Muz—ﬁ*‘-‘ w-m

Figura 6.9




BIENERD WEaUl A0 Gl o | Determinar la fuerza normal, fuerza cortante y momento flexionante scbre

el punto B de la viga gue se muestra en la figura

53 To'm

4m |

(a)
Paso @: Determinacion de las reacciones en los apoyos, a partir del D:C L.
de la figura 6 10 (b):

+ GEM.*:”;

S5 Tn-2m-3Tn-m'~dm-(6m)+ R -8m—-4Tn.m=0

5Tn-2m+3Tn-m "~4m:(6m)+4Tn.m

yoi= =10.75 T'n
Ry, —
3Tn 3Tom
n M F.=0; Ry =0Tn
L L r L L L J
ﬁc
4m +1 Y F,=0; Ry+Re—3Tn-m'-4dm-5Tn=0
Be Rdy.:—ll"”u+:-l‘1'h-m_1--i m+5Tn
=626 Tn
(b)
Paso (2); Determinacion de las fuerzas internas, usando ecuaciones de
equilibrio
- Segmento AB . usando el D.C.L. de la figura 6.10 (c).
> BLF,=0; Np+ Ry, =0
Ny=—Ry=0Tn
Mg #
L : +t 2 F=0; —Vy+Ry,=0
* | Ng Vg=R,,=625Tn
[ Im FE
6.23Tn +O% Mp=0; My—Ry,-2m=0
My =Ry +2m=125Tn-m
(e)

- Segmento AB . usando ¢l D.C.L. de la figura 6.10 (d).

> BF,=0; Np+ Ry, =0
Ny=—R4y=0Tn




CONTINUACION

+13F,=0; —Vy+Ry—5Tn=0

V=R, ~5Th=125Th 5Tn
= 4 To: Mg
@LMH=II; Mp-Ry-2m-4Tn.m=0 G 4 nm{ -5-»
Mli:=f£,1,u-2m-+rl Tn-m=16.5Tn.m | A Nﬂ-
I Im '1"'3
- Segmento CB . usando el D.C L. de la figura 6.10 {g]. £.25Tn @

= 3F.=0; Np+Ryp=0
N,,:—Rdm:ﬂTn

3 Tnim
+1LF,=0; Vyt+Re—3Tn-m'-4m=0 Vs
V=R +3Tn-m'-4m=1.25Tn Migy B 3o w e 1
.—GT' c
- Mz e )
@EM,,:H; —MB+H(,.!,-ﬁm—.'i’]"‘n-m"-4m-4m=u Lﬂm &
My= Ry +6m—3Tn.m '«4m.4m=16.5Tn.m R
(e
- Segmento CB , usando el D.CL. de la figura 6.10 {f).
= 3F;=0; Np+Rp=0 5Ta 3 Tafm
Np=—M,=0Tn Vg
Mﬁlf A ¥ ¥ ¥ ¥
nl 'y —i ] C
+TE}F=I]; V"-I-H(_-y—:!_f'n-m Am—5Tn=0 i 4 s )
n-m
Vip=—Re+3Tn-m'-4m+5 Tn=6.25Tn Lgm_ &iis
10,75 T
D M,=0; Myt Roys6m—3"Tn-m 4 meam—4Tn.m=0 (£)
My=Rey-6m-3Tn.m '“dm-4m—-4Tn-m=125Tn.m Figura 6,10

EJEMPLO RESULTO 6.1 3.8

Determinar la fuerza nommal, fuerza cortante y momento flexionante sobre
el punto B de la viga que s¢ muestra en Iz fisura.

Paso @: Dieterminacion de las reacciones en los apoyos, a partir del D.CL.
de la figura 6.11 (b}

B Tn'm
6Tn + DM, =0;
—3Th!m_’!ﬁm 2
. Gm|—4 Tnan—=6Tn8 m+ A0 m=0
A = ¥ l e > (:i i ) i Rﬂr
%-‘ 4Tom B " ; 1 g
H - i
| i im—‘—ﬁm—| o, ﬂm-[:{im]+41h-m-l~ﬁih-ﬁm

2
(a) HERCE:M.B‘I‘:: 10 m
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CONTINUACION

% 3 F.=0; R, =0Th

= & i i
+1 NF=0; Ry 4Ry w'._ﬁm:u

BTn.m '+6
Ryyi=—Roy + M O 6 Tn=152Tn
B Tn'm
6Tn Paso (2): Determinacién de las fuerzas internas, usando ecuac
de equilibrio
Fax 4 ¢ -Segmento AB, usando el D.C T de la figura 6.11 {c).
4Tom™ B | anies de 1a fuerza I
I 6m Im——Im— % M Fr=0; Ny+R, =0 N;=—R, =0Tn
K
Ay {15!:} E'I'.?r
=y pa 16, -1
+1 Ply=0; -VyiRy— — Tn-m'-am=0
W i
3 16 .
V=R, — . Tn.-m -4m=4.5i3Tn
4 | Mg
¢ .1 ) 16 . im
NE+ DEMDI“: —,ﬁ"{vrl‘i m+r Tﬁ.-m_ ol 1L ~ -+MH,II]
f i * ;ﬁ 4
15.2Tn My=Ry4m—— - Tn.m" 4 m-_;ﬂ=4£-.573 Tn.m
(e )
- Segmento AB  usando el D.C.L. de la figura .11 (d), después de la fue
F
5 3 Fr=0; Ny+R=0 Ny=—R, =0Tn
I_FTn."m'

16
+1 Y Fy=0; —Vy+R,— =z Toam ™ ed mi=0

Mz
.f 2 16 = ey
Ng Vi=Ray—- = Tn«m '-Am=4533Tn
Vg

15.2Tn
@ + Y My=0; —Rﬂn--im+%‘1‘n-m"-dm-d‘_Tm+MH—4Tu-m-l]
g M,,::RA'-Jlm—-];Ih-m'J-d m‘!r':‘ +4Tn-m
3 1o My;=50.57T8 Tn-m '
13§Tnf
6T
” \ i - Segmento CB , usando el D.C.L. de la figura 6.11 (e}, antes de la
My E 3 l fuerza F'.
yYyYy L
wﬁ € = Y Fr=0; Ny+Ryu=0 Ny=—R,=0Tn
—:m——zm—l—zm—

. B, 16
+ =0 = e L MiE 2=
. .. T 3 Fy=0D; lirf,_,+JI'¢"—:III 61n 51‘11.2 = Tn-2=0
B




. " CONTINUACION

Vip=—Re, 46 T,-H.E m.2+Th.2:4.533‘Ih

8 "
. -;."n.:z..% mo— lri? Th+2.1m=0

fi &4 4

+ D My=0; ~My+ Rey-6m—6Tn-4m—.

B 4 16
My=Roy-6m—6Th-dm— Tn.2. m- Z Tn.2.1 m=50.578 Tn-m

= Segmento CB , usando el D.CL_de la figura 6.11 (f). despues de la fuerza

i ngrm
% 3 Fr=0; Niz+R,=0 lan.-‘
w ﬁTI!
Ny=—HR, =0Tn Vg
Migag ¥ y y vy 58
-{--- ) c
H 16 s !T'-;Tn-m “
+1 3 Fy=0; VH+H,;}‘—£;'I':-1—-€_ T2 5 Tn-2=0 —Ilm—p—1Im —2m
2 : 14.8Tn
o] 16
Vi=—Ro,+6Tn+ 3 Tw-2+ % Tn-2=4.533Tn {f)
¥l =,
Figura 6.11

+ DZMﬂzll; —Mp+ By -6 m—6Tn-4m— E '1"1:-,-2-‘; - !_f Tn2-1m—4Trn.m=0

My= R - Em—6TH-4 T2 e T 2+1 n— 4 Thi-m=46.578% Trsm
i 6 3 3

EJEMPLO RESULTO 6139

Dieterminar la fuerza normal, fiuerza cortante v momento
flexionante sobre el punto B de Iz viga que se muestra en la figura.

123Ta

(2

Paso (1): Determinacion de las reacciones en los apoyos, a partir del D.C.L.
de la figura 6.12 (b).
+ O EMy=0; —1270-2 m+6 Tn-m—12 Tnsin (30°) .5 m—12 Tn.cos (30°)- /3 m+ Ry, 5.5 m=0
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CONTINUACION

12Tn-2m— 6 Tn-m4 12 Tr-sin (30° 5 m 4+ 12 Tn-cos (30% -3 m

H“'-.= s

Hyp=12Tn

s M F.=0; Ry.—12 Tn-cos(30°) =0
Ryp=12 Th-cos(30)=10.292 Th
F4x=10.39Tn 5, M
%r +1 2F,=0; Ryy—12 T'n—12 T'nesin (30°) 4+ Ry, =0

-11 Fj s Rpy=12 T +12 T - in (30°) — R,
- B

| &P R.-lgz i1 h
R, =6Tn
Paso @-: Dieterminacion de las fusrzas internas, usando ecuaciones
@ de equilibrio.
- Segmento AB , usando el D.C.L. de la figura 6.12 (c),
Figura 6.12 antes de la fusrza 12 Tn.

= SF.=0; Ny+Ry=0
Ny=—R, =—10.3092 Tn

+71 EFH.‘:U; —Vﬂ-q-ﬁ'.d!zﬂ
V":RAEZE h
+ OYMy=0;  —My+Ry-2m=0

My=R,,-2m=12Tn-m

JEMPLO RESUELTO 6.1.3.10

Determine la fuerza normal intemna, la fuerza cortante v el momento
flexionante en la viga en el punto B

Paso (1): Determinacién de las reaccionss en los apoyos. a partir del D.C.L.
figura 6. 13(0).13 (B).

2Tn'm
+OEM4=G; B (8m)-2Tn.m '-8m-4m=0 L
. am . - i | ¥y Y 1
R, =2T'n. m -Em 4“:83‘&1
Bm P
% S Fr=0; Ry +0=0 Ry=0Tn '
- ] 'l’ ¥ 1 s
+t S Fy=0; Rpy+ Ry —2 Tram -8 m=0 e 45

.'E,,,,:=2Tn-m '-Hm—ffr;!,:H‘I‘m

(a)
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CONTINUACION

Paso @: Disterminacion de las fuerzas internas, usando ecuaciones de
eguilibrio

Mpura G.03(c).
- Segmento AB _usando el D.C.L. de la figura 613 {c),

= Fe=0; Np+8 T'n-cos(45") =0
NH"'.—_—H Ih-lﬂﬂﬂ[dﬁ’}
Ny=—5.657 Tn

1 Y F,=0; —Vy+8sin(45") =0
V=8 Tn sin (45")

Vp="5.657 Th

+ DX Me=0; My—Ry - (4m—4 mecos(45")) =0
My=R,, (4 m—4 m-cos(45%))

My=19.373 Tn.m

2Tam

|
|—4-cu5(45 B —I

Figura 6.13
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6.1.4. EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar ka fuerza Normal, fuerza cortanie y momenio flexionanie en ol lado izquierdo y derecho del punio B

0S8

jercic

E

de la figura
.1
10 ENm 4
Ay ¥ 9 T 1 "C
#ﬁv ] [ =
a 4 m—-—f
F 10m I
Figura 6.14
63
| 2Tnm
5Tn
-4 l Iyl ¥ ¥
» Jc
A | \ iy
: |
I—— Im— Im 4m |
Figura 6.16
6.5
4 Tn'm
c ¥ ¥ D
a z
==t LB~ L.
I0Tn
o
4
e
I im {

Figura 6.18

6.2
=¥ T i
i :
By
i am W
12m ]
Figura 6.15
64

6.6
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Determinar la fueres Normal, fuerza eortante vy momento flexionante en el lado izquierdo y derecho del punto B

de las siguientes figuras,

6.7 6.5

¥ Cabls 5

(¥}
=1
[=]

e !1_
. T
B
7]

N

Figura 6.20

Figura 6.21

6h.9

610

Figura 6.22 Figura 6.23
611 6,12
2Tn
=-1m
el ¢
25m o s __l:
3iTn >
25m
pasy
I im

Figura 6.24 Figura 6.25




Determinar la fuerza Normal, fucrza cortante y momento flexionante en el lado izquierde y derecho del punto B
de las siguicntes figuras.

.13 614

w 15 Tn
o o Inm

1Tnm
£ |
gﬁl f‘: i r v 1 | 1 =
| —7 £ | ‘a
¥ 1m ] Im 1 Im 1 ! P ol I
Figura 6.26 Figura 6.27
6.15 .16

2m
L =5 L | [
2m
A
T T
|-— =31 —
Figura 6.28 Figura 6,29
617 6,18
-t
5 WY
1r 3
m T
| B o . !
— ] ;
* ‘KC s E
15m— ! im——21m ! 4m
Figura 630

Determinar la fuerza Normal, fuerza cortanie y momenio flexionanie en ol lado tzquierdo y derecho del punto B
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de las siguientes figuras,

6h.1% .20

w=5-gen| 16 a

e
tn
)

al}_ Ea o ‘
15m
I im —-! im |
Figura 6.32 Figura 6.33
62l T
e a
w=TEEm T ﬂ e
2Ta'm
3Tn'm
| 1 ] i | ¥ 1
A = F ) o ]
| a
| Im 1 Tm Im | im 1 4m |
Figura 6,34 Figura 6.35
6.23 0.24
T LA
A B
3iZm G U
2 G
— [
T |
f im ! im i Im |
Figura 6.36 Figura 6.37

Determinar la fuerza NMormal, fuerza cortante v momento flexionante en el lado izguierdo y derecho del punto B



de las siguicntes figuras.

15 6.26
Figura 6.39
| By 628
10 Tn
a
5 To'm
AM ¥ m D
L i |
| B MiTﬂE}T e c ‘
| 2
) Jm I Im Im 1
Figura 6.41
630

4 R
| ¥ &
ﬂ
I
I im 1 tm
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Determinar la fuerza Normal, fuerza cortante y momento flexionante en el lado izquierdo y derecho del punto B
de las siguicntes figuras,

6.31 6.32
2Ton'm I'a
L‘U_Li L] LM_UJ
C
-l
4m
A \\ B
o
Figura 6.44
£33
,.I"liﬁl'ﬁ'" ~ 30 To'm
2 Tufiis ia 3Tn .
50°
c & o
1 r ¥ ¥ ¥ [ ] 1
i TR . i 4B
. T ) o A £ o 3 =" 3
a | | I
"-l.im-l—-ilmv—--—lm—-zm-l-;,m-___q_m_I_l_sm__ I Im— 4m 1 Im
Figura 6.46 Figura 6.47
6.35 636

il

A Dy |

|‘—3m—'l—2m—"|

Figura 6.48




Determinar la fuerza Normal, fuerza cortante y momento flexionanie en el lado izquierdo y derecho del punto B
de las siguicntes figuras.

637 638
12kN
a
FENim
6EN-m
(1 Y ¥ Yy Y _1{ 3
Al
| B} G
I 4 Em b 4.Em
Figura 6.5 Figura 6.51
639 .40
300 kt/m SO0 100 Ta L Tl
a
200 I:N-mS i
B o g o
AY Y Y Y Y Y Y [f{c ¢ ¥ =Y i 3
d S i i . Comom
i |
e 5} 1), e S ], == e S L= --| Im 2m—= Sm ! Sm 1
Figura 6.52 Figura 6.53
Gl

.42
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Determinar la fueres Normal, fuerza eortante vy momento flexionante en el lado izquierdo y derecho del punto B
de las siguicntes figuras,

643 .44
20 To'm Eli a
R ) 2P
].'D Tﬂ _\ :IA TIL]‘.'EI. n
03 [N l
¥ ¥ '!jE B o I
i L] J
Tem 4 Tnmya '
Im— -—Zm—l-zm—-L lm—--—ZmJ-—Em—-l—Em—-
Figura 6.56 Fipura 6.57
645 h.46
16 kN
8 kN'm
A
v v v ¥
-—5m im | 12m

Fipura 6.59
647 648
1To'm
i ¥ L Y ¥
! ] =
B E
\' Rehuls
Sm
—a|./—a
15m
A g J_ o g— =
im I Iim I 2 m—

Figura 6.60 Figura 6.61



= T

Determinar la fuerza Normal, fucrza cortante y momento flexionante en el lado izquierde y derecho del punto B
de las siguicntes figuras.

649 650
0EN |2
2 2
2= "¢
—_— :
1EEN B 2
4m
12 kN
-
im

A & I:%B—-

Figura 6.62

—Im 1m T Im

QL-NI

Figura 6.66 Figura 6.67
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Determinar la fueres Normal, fuerza eortante vy momento flexionante en el lado izquierdo y derecho del punto B

de las siguientes figuras,

6.35
AV ¥ ¥ ¥ N
Figura 6.68
6.57
16 kN/ma

J i

¥
6.5%

Figura 6.72

656
41m93 LN 3
AYYYYYY TN
!— Sm
Figura 6.6%
6.58
g
E Im
e
RN
! Im
Figura 6.71
6.60
kN A
C M D
Im s
6 Tam
pnw, E
— .Q.\ £
Im

‘--'“'—g ? F
A
l l14m 24m

Figura 6.7}




6.1.5. EJERCICIOS RESUELTOS COMPLEJO

Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante que
produce la fiuerza sobre la viga,

Paso (1): Determinacitn de las reacciones en los apoyos, a partir del
D.CL. dela figura 674 (b).

20 Tn = EM_,.:U; —20T':1-2n1+]'?(:”-51nzﬂ
A i.ﬁ C H(-:':';—mim.:zm:h‘-:[h
g ] im
| Zm ! im %
5 YF.=0; R =0T
(a)
+1 2 F,=0; Ry +Rg—20Tn=0
20 Ta ﬂ,‘?‘:—ﬂ?{;ﬂ—zﬂ Tﬂ}= 12 Tn

Paso (2): Determinacién de las fuerzas internas, usande
Ry 4 u € ccuaciones de equilibrio
T - Fuerzas internas en el wramo 1-1, O<x <2 m_ figura 6.74 (c).

| Im im
R‘Fl.y R-:-, = EF,:“‘.‘ N;;"I"z&:“ NHF—R&="T“
(B) X
+1 2F=0; Vi(r)=R,=12Tn
=@ 3P Mp=0; M,— R, .7,=0 M, (z;) =Ry, =,
Ry~0 4 BI e e
D ' - Puerzasinternas en el tramo 2-2, 2 m <z, <5 m. figura 6.74 (d).
1
. S . % 3 F.=0; Ng+h, =0 Ny=-R,.=0Tn
R, =12Tn
{c) +1 2F,=0;  Ry—201Tn-V,=0 Vy () = Ry — 20 T
20Ta = 2Mp=0; —Ry-z+20Tn-(5—2m)+My=0
Ry~0 4 BL My My (2g) = Ry 23— 20 Ti- (73— 2 m)
e—’ My
/ Paso Dia de fuerza cortante ¥ momento flexionante, como se
4 . 3
|\'! muestra en la figura 6.74 (g}
I X 1
Ry =12Tn z:=[0m 1m 2m] zy=|2m 3m Sm]

(d) Vi(x):=12Tn M, () = Ry 7y




CONTINUACION

V-;{zﬂ:ﬂh—ﬂﬂ!h Mz{zﬂ:ﬂﬂ"-z?—i'ﬂﬁ-{:m?—ﬂm}
Rezumen de momentos en los dos tramos

Vy(#)=12Tn Vy(r)=—8Th
M, (e} =[0 12 24] Tn-m M, (2,) =[24 16 0] Tn-m

20Tn
4 B c
L 1
R, =12Tu : R_.=8Ta
! .
7 1 1
V(Tn) ! :
I I
I I
12 Vlz ! :
|
(e} Iim i
Im
-8
W{Tn-m) i =R, -0
I
I
M=1205

Figura 6.74

EJEMPLO RESUELTO 6.1 5.2

Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante que
producen las fuerzas sobre la viga.

Paso (1): Determinacion de las reacciones en los apoyos, a partir del D.C.L

de la figura 6.75 (b}
1059 101 Lo EM,‘:“; _I“".‘N‘H"j"_m'kN‘ﬁm+Ruru“jg.n=“
Hnn._:"]m-.'!m-i'-?ﬂm-ﬁm Ry, =15 kN
4 B c D 10 m
I
! jm I Im | 4m ! = EFI_=|]; R_h:ﬂh'i'
(2) +TRF,=0; Ry + Ry, —20 kN—10 kN=0

R yyi= By, +20 kN 410 kN =15 kN

Paso @: Dieterminacion de las fuerzas intemas, usando
ecuaciones de eguilibrio




412

CONTINUACION

- Fuerzas internas en el ramo 1-1, D<z, <3 m, figwa 6.75 (c).

S F.=0: Ni+R,.=0
NI :—RM:HEN
Ry A i c D
—'T | | T +1 N F,=0; V,(2)=Ry=15 kN
3 3 1 4
| = I = i I = P Mg=0; M, —Ry .z, =0
Ry, B M, () =Ry,
(b)
- Fuerzas internas en el tramo 2-2, 3 m< <6 m_ figura 6.75 (d).
3 M F=0; Na+ Ry=0
E._q.n=':| 4 ') :M:]' NEZ—RMI[Im
If-}!' B
‘llbl 1 3. F,=0; Ry — 10 EN-V,=0
I X | V,{::I:-I} =R, — 10 EN=5 N
R, =151N
©) = » Ma=0; gy a4 10 KN« (25 = 3 m) 4 My=0
c
M: {I“:} !:fl'.:.qr-ﬂf:*— 10 kN - {.T;E—:i m}
10 KN - Fuerzas internas en el tramo 3-3, 6 m<2,<10m. figura 6.75 (g).
M! = = =
Rk=l.'.| A l E ‘I = EF:J-—D: 'NT:I'Fj?-.,q..!-—{'-i
{ Nyi=—Rpe=0 kN
— | v,
. % l +1 S F,=0; Ry —10 kN —20 kN -V, =0
B, =13kN Vs (m) =R, —30 kN=—15 kN
(d) :
i LM“={J‘.‘ =Ry 10 KN« (g — 8 i) 4+ 20 BN - (o — 6 n) 4 My =0
Ma{ﬁg}:_—ﬂdy-ﬁﬁ—luw*{ﬂ;-—ﬁm}—m}W'{fq—ﬁm}
0B 208N Paso @ Diagrama de fuerza cortants ¥ momento flexionants, como se
muestra ¢n la figura 675 (f)
Ry=0 4 l l D &.13 r=|0m 15m 3m| x=|imim b6m| m=|6m Sm 10m|
- 1
3 —}—3m | " Vi(z)=15kN M, (z)=0R,,
. & ! Vy(a) =5 kN M, (m5) =Ry, 10 kN « (2,3 m)
B, =15k

Vy(rg) =15 kN

My () = Rpy= Ty = 10 kN« (T 3 1) — 20 kN - (13— 6 m)




CONTINUACION

V) (x)=15 kN M, (£)=[0 225 45| kN -m
V() =5 kN My (z,)=[45 50 60| kN -m
'l"ra {2:3}=—15W M;{$3}=[ﬁu 30 t}]kN-m
10kY 20 kY
A L i B Y c D
L) -
156N 15 ka8
im 3m 4m 1
; | | 1
VikN) | H :
i L : 1I i
=5 % :
¥ 5 H
| 1
|
() |
| -15
I 1 =15
M{EN-m) I ! :
|
PR i
4% ! : M:=!5-(10—x_=:l;=|
ey |
M=15x | : i
| | !
[ 1 1
L 1
Figura 6.75

EJEMPLO RESUELTO 6.1.53

Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante gque
produce la fuerza sobre la viga.

Paso @: Dieterminacién de las rezceiones en los apoyos, a partir del D.CL
de la figura 6.76 (b).

ETon'm
T
R Y ¥ Y VY YYD ~8—-12m-Gm+ Ry, 12m=0
= m
% m
I I2m !
(a) b +1Z2m-lim
a
= o m Ryy =48 Tn
5 YF.=0; Ry.=0Tn

+1 Y F,=0; Ry, + Ry, —8 _"‘2.12 m=0




CONTINUACION e
R}l

R .‘:—H; 485 —-12m
A iy ™m o

=48 Th

Paso (Z): Determinacion de las fuerzas internas, usando
ecudciones de equilibrio
= Fuerzas internas en el ramo 1-1 D<x< 12 m, figura 6.76 (c).

ETonm
. EF_‘={}; Nﬂ'{'Rl‘#:“ N_.;:=—RA,=IJTH
Baz: 4% ¥ ¥ % ¥ 3 3 ¥ 1 i B Tn
A +TNF,=0; V-8z+l,=0 V(iz)=—8"—z+R,,
m
2m
Ry, e N - ROV
Ay fh:l = g=0; + ;-m-i_ Ay =
Tn @
Miz)=-8 ST — ey em
() " a Ay
ETom
Paso @ Diagrama de fuerza cortantz y momento flexionante, como s&
G muestra en 13 figura figura §.76 (d).
4
Bolw v v v ¥ v ¥ |5 El momento méaximo se donde la cortante es igualia 0
4 B¥/ M
Wi
n
= V[z]::—ﬂh-:+ﬂﬂy=ﬂ =" —6Gm
R, =48Tn m ETn-:m
) (e) :
M{z}:—ﬂh-r-%—kﬂﬂruz M(6m)=144Tn-m
m
§ Tn'm
BResumen de cortantes en los dos Tamaos
AY._ ¥ ¥ ¥ ¥ Y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ Y ¥ Y YE z=[0m 6m 12m]
{ 1
12m g AD
R, =48Tn rnﬁ_fmrn Vig)=—8"_"-z+Ry
|
. |
: I i @'
43 : M(z)=—=8Tn-m'- s + Ry
(VTR B l
:
I
E Resumen de momentos en los dos tramos

Viz)=[48 0 —48]Th

M(x)=[0 144 0] Tn-m

Figura 6.76
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Diibuje los dizpramas de fuerza cortante y momento flexionante que
produce la fuerza sobre la viga.

Paso (1): Determinacisn de las reacciones en los apovos, 2 partir del
D.CL. de Ia figura 6.77 (b).

= EMri:ﬂ:

= 3 F.=0;

+1 3 F,=0;

Tn
4 Bm-Adm-20Tn-8m+M,=0

415

[EJTEMPLO RESUELTO 6.1.5.4

4 Tom

20Ta

m

Md::d n eHmed m+'2l'lTh-Hm
m 2

Md=zﬁghim

i, ,=0Tn

Ryy-4 "8 m—20 Tn=0
I

Ry, =4 b «Hm+ 20 Tn
m

R-41= 52 Th-

Paso @ : Determinacion de las foerzas internas, usando
ecuaciones de equilibric

- Fuerzas internas enelttamo 1-1, O0<x <8 m, figura 6.77 (c).

n 2 F.=0;

+1 3 F,=0;

4 Tn'm

3m

(a)

20 Tn

N,,-I-HM:G NH.‘-:—IIAI:{}I‘II RA:E L

M
~V_sziRy=0 iz
Tn E
Viz)=—4 T4 Ry,
m

Tn
M-'--“l rI-u-:]-:—R__dF-l:]:—MAZn
mn 2

M(z)=—2 ey

'IE +RJ‘|H":E_MA
m

Ar

Paso (2) Diagrama de fuerza cortants y momento flexionante. come se
muestra 2n la figura 6.77 (d).

s=0m.lm..Em

Tn
Viz)=—4 - et gy

Eesumen de momentos en los dos tramos

M(z)=—2 31: x? LRy ex— M,

8m

(b)

4 Ton'm

0 "4
EEETn-q

I
52Tn

X

(e




CONTINUACION .

4 Tn'm ii
44
A4l
Cd'l ¥ ¥ 9 r ) F f B VI:.'T_]:= a6 | Th
a2
188Tn: T ; a8
|‘ ® s
V{Tn) i 20 |
£ I Vi=i2dx I
|
20 —288 |
(d) ~238
| ; —192
: I —150
MiTn-m) : M{x)=|-112 | Tnh-m
L | —T8
| |
I | —i44
| | —22
|l Mi{x=-2-+50 =288 I i
[ I -
L. |
1

-288

Figura 6.77

EJEMPLO RESUELTO 6.1.5.5

Dibujz los diagramas de fuerza cortants y momento flexionante gue
producen las fuerzas sobre la viga,

13 Tn
9 Tn'm

& Tn'm

(a)

A 3 = ¥ ¥ IE

—

! 4m 4 m

Paso (1); Determinacién de las reacciones en los apoyos, a partir del D.C.L
de la figura 6.75 (b).

= %NM,=0:
Tn
T T 2
- l-I‘!m--111-1—]!'-"|"‘|:t--'l'|l1:— m -[n'lm+ --lm]-l-ﬂuy-!imzﬂ
e 2 3
T :im-—im 2
6" Am-Am+15T-4m+ -(-:m+ --4m]
m 2 3
Ryy= =36.5Th

Hm




Capitulo 6. FUERZAS INTERNAS

417

23 E]"}:ﬂ ; My, =0Tn

CONTINUACION

i . in L dm A _ 15T
+1 3F,=0; R+ Ry —6 i pm=18 Tn-3 e 9 Ta/m
4 & Tnf
R4,:=—H¢,y+ﬁm-ﬂm+]5m+3ﬁ- = it
m ™m
Ryy=42.5Th Bax 4 Y ;¥ ¥ ¥ ¥ B
Paso @ : Determinacion de las foerzas internas, usando C T
ecuaciones de equilibric i e
- Fuerzas internas en el tramo 1-1. 0<x, <4 m, figura 6.78 (c). 5 =
Ay By
(k)
23 E]"}:ﬂ; N, +Ry =0 Ny=-I;,=0Tn
Al I'n
+1 3 F,=0; V, ()=, 6 Ty
6 Tom
Tn
= ¥} Mo=0; -M,-6 -m.-m+m,-m,=ﬂ i
i * DAY v ¥ L B L B L A .
Tn 4 _,i %—;1{
M (x,)=—3 o) Rz Pl | Pl
1( I} m (e L LR A
X
325Tn
- Fuerzas internas enel ttamo 2-2, e m< i, <8 m, figura 6.79 (d).
= 3 F.=0; N,+R, =0 Ny=—R, =0Th
{e)
; T'n 3 (2 —4)
+t 3 F . =0; R, -6 vy — 15 Th - g —d) N *_Va=0
e M Ay s Ty—1a y (z2—4) 9 ']
I'n 3 Tn 4 =
Volmy) =Ry, —6 sty — i T — e (Ty—4m w=jla4)
3(Ea) =Ry =6 " -y e i o ) 3
& Tnimx !
= S My=0; L5
0 49 ) | B Y ¥y
3 3 (wa—4) {1 % "‘l"
Ry Tyt Gy | — | 416 (m—1) + = (my—4) = | — [, —4} |+ M=0 s K
s m‘[? HE =t gt [3 (2 }]+ ! 4m | Vs
_ . S 1 Tn . adsT =
Mt{“’x]l:ﬂ.&ﬂ'l’:—dF'*: —15Th {mz_dm}_iﬁ (w2~ 4 m) AT
Paso (%) Diagrama de fuerza cortante y momento flexionants, como se (d)

muestra 2n la figura 6.79 ().

Rezumen de cortantes en loz dos framos

m=0m,im..4m p=4dmbim..28m

T™n
v, {z{} =R, —6 pe ¥

fl “ "




418

CONTINUACION

3z, " Th-24z,-Thn-m+92Th.m"
V, () = 2 )

Am’

Fesumen de momentos en los doz tramos

(<) M, () =~3 L "+ Rpye
m
15 Tn Mg{m,} =10.125. [—mz’ T': = 12w Tn +92 1y« T+ 544 Tn-m
3Tn'm m ™
6 Tn'm
325 —6.5
Y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ Y ¥ E 26.5 —12.57h
& T Vi{m)=|205Tn  Vy(z)=|-20 Tn
325Tn 36.3Tn 4.5 a7 KTR
‘m 4 m | B.5 —36.5
1‘_’{1‘"} V=325-6 I :
115 “‘-\\_H_\‘I } I
2 : 0 82
| 29.5 T2.375
| 6.3 1 M, (x))=|53 |Tn.mM,(x;)=|56 Tn.m
I N 0.5 32,125
| | VA F - M 9 365 82 0

B Tn-m) 2|

EJEMPLO RESUELTO 6.1.5.6

Dinbuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante que
produce la fuerza sobre la viga

Paso (1): Determinacién de las reacciones en los apoyos, a partir del D.CL

de la figura 6.7 (b).
- EM4={}; 10 EM/m
10 kN

i ?:-lsm-mm
- S5m0 mt Ry - 15m=0 Ry, = =l kKN

e e 10 w4 Ry, - 15 m gy = T

4 ’B
s MF.=0; Ry =0kN R
N ! 1im !
+1 EFu=l],- Rdy+ﬂﬂy—£—-15m=[l
2 m (a)

|
H.-i;r:: -—HHI,-I-% %-15 m="25 kN




Capitulo 6. FUERZAS INTERNAS 419 i
CONTINUACION
Paso @: Disterminacion de las fuerzas internas, usando ecuaciones de

zguilibrio 10 m
- Fuerzas internas en el tramo 1-1, 0<x, <15 m, figura 6.79 (2).

n SF.=0; Nj+R,=0 Nys= Ry, =0 kN
Baz 5
@&, &
+1 EF”=I]; Vl (m.}:RM_E N | H\T T
3 2 mJ i
| 15m {
9 TieTy T R—“’:‘ R‘Eh
= YM,=0; M+~ "' "' _R, .x,=0
¥ H 1+3 5 3 Ay T 5
3
T kN
M, (z,) =Mpy- 7, T oF

Dz 12 misma manera podemos hacerlo de derecha hacia izquierda

"nl.r=i'-x]

- Fuerzas internas en el tramo 1-1, 0<xy <15 m, figura 6.79 (d).
M;
5 SIF,=0; Ny=0 = 119—»
¥ =y r fia B'i' o
Vi
£ T
+1 3 F=0; Rg— lu-ziﬂ +z o -m_;-ﬂ-{—'r’::l] | *
m 3 2 m* R, =23kN

kN 2 = kN

Vy () = — Ry + 10 -1y e -2'-'1-2";5' (c)
= ¥ M,=0;
w2 BN 2w o, kN
Ry »ag— 102y - . e - —M.=0
%2 R apeT il v s Tl

.2
Ty h'h'+2 Ty 3 kN W=1-(x2)

Mah) =B o= Wimsr g — e g W
10 EN/m

Paso (3) Diagrama de fuerza cortants v momento flexionants, como se LA
muestra en la figura .79 (2). My ¥ ¥ Y ¥ ¥ 1
Reszumen de cortantes en los dos tramos fut] E A B 3
z,:=|0 6 866 12 15| m =15 9 6.34 3 0|m o
30 KM
2
" kN
Vi(m)==""""" +25.kN (d)
3.m’

e B
. k-N+-l ”’w_m.m




o
CONTINUACION Fesumen de momentos en los dos tramos

—1," kN
10K/m M, (z,) = T ;< kN
3 b
e T, kN Hn kN
2 M, {3?2} = = i 4 50wy kN
0 m® m
A B
A i m 15m
25 1 50 kN 6m 9m
I5m | Fy=| 5606 m Tpi=| 6.3 m
12m im
V) : s =
55 V=15 1| i m
13 13
B.66m Vilm)=| 0001 kN  Vy(z)={ 0.001|kN
1 | :
: . 30 -50 50
|
(- |
|
: o0 0
i 126 126
: M, (z)=[114.338 | EN-m M, (z;)=| 144.338 | KN oo
! 10% 108
' 1] ]

Figura 6.79

EJEMPLO RESUELTO 6.1.5.7

Dibuje los diagramas de fuerzz cortante v momento flexionante que
producen las fusrzas sobre la viga.

27 Tnimy
Paso @: Dieterminacion de las reacciones en los apoyos: a partir del D.C.L 9 Tom
de la figura & 80 (b).
r
= B IM,=0; j
27 Tn ' Hk
—2—-ﬂn|-ﬂm+ﬂh-m+ﬂ!‘=ﬂ
™
Tn “
M= A dmatim—9Tn.m=720Tn.m
2 m 27 T
n» ¥ F.=0; Ry=0Th
. STom
. 27 Tn
+tt R F=0; R,— s Hm=0 R i r)
E B
Ryy= i T" Om=121.5Tn LEEY
2 m Sm

- - Ry, (b)

Paso @: Determinacion de las fuerzas internas, nsando ecuaciones de

—cauilibrio




Capitulo 6. FUERZAS INTERNAS

- Fuerzas internas en el tramo 1-1, 0 <r; <9 m, figurz 6.80 (c).

% 3 F.=0; N +R,=0 N, =-R,.=0Tn

. .
+1 EF=0; V,(x)=1215Tn- T
m
"3"1 £ Tm
T m? ~ Ry oy + My =0

-

= S My=0; M1+ ’

3
M, (.']'..}7: 121.6Th.o — m; Tn

m

Die 1z mizma manera podemos hacerlo de derecha hacia izquierda

4§T|

CONTINUACION

4]
3 —-T20Tn-m

- Fuerzas internas en el ttamo 1-1, 0<x; <% m, figura 680 (d).

= 3 F.=0; N;=0

? a
+1 EI-}:IJ; ~2T -y L 43 '-1-!-:1.';,- 1 4+ Va=0
m 2 T

V-;{I-'g}‘a:z.?tﬁfg-i.:—ﬂ- wdy s

 In _ Ty £ Tn
+ =iy »

o= M,=0; 9Tn-m—27.r,- |
> s e 2 m 2 4 m®

W=3x

27 Te'm

9

A

M,{mz}.—_ﬂ Th.m—13.5 ;1-:12 ?‘.!'..l_+_..._ a3

Paso (2) Diagrama de fuerza cortants y momento flexionante, come se

muestra 2n la figura 6.80 ().

Rezumen de cortantes en loz dos framos

Vi(e)=1215Tn - 1.5 2. :::

s Th

Tn
Vi (i) =27 o ey « ——1E%g e Cz‘i‘

m

z," Tn

M, () = 1205 Trea,—— - — — 720 Tn-m s

213
1
™m ™ Thmn
My (1) =9 Tasm—1352," —4+— —
m 2 l|l:|-.|.1

T =0m,3m.9m T=9m,im.0m

(&)

T20To-m

(d}

27 Ta'm

1215 T

Vi=121.5-3x2

121.5] 121.5] I
108 1 3
Vifm)=| 75| T™ Va(@a)=| g7 5| T® ki
0 L1}
- M x=1215- 3720
730 T e
— 360 —34
M, (z)=| "4, | Tn-m My(z)=| “go| ™
L] 9 Figura 6.80

Term

8 Tom



BEMERD REaUELICG 1 o Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante que

produce la fuerza sobre la viga.

Paso (1): Determinacion de las reacciones en los apoyoes, a partir del D.CL
de la figura 6.81(b).

£ 1N/m & ¥/m , ,
EM,.1="1‘ & kBN - Am i EN . im +|:,r| Hi}'l'ﬂi,'y'“*“=“
" 2 " 2
4 - kN 4 kN
c 6 -‘:‘-lm+ﬂ -":‘-[nm}
@% By — . i —0 kN
I 3|I|. I 3’ m I i
(a) X
5 »F.=0; Re=0Th
[ = &k 3
= i +1 B F,=0; Hny+ﬂqr—(ﬁ i m]ﬂ:l:l
m 2
kN 3
Bai: 4 ' £
| Im | 3 om |
R.J.l.}' RC}
(b) Paso @: Determinacion de las fuerzas internas, usande ecuaciones de
equilibrio

- Fuerzas internas en el tramo 1-1, O0<x; <3 m, figurz 6.81 (c).

* qu_:”_;' NB+I!M={} Nﬂ:=—ﬂm=“ﬁ

Tm kN 2Nz .1,

WHL +1 EFr_—..H; —l-"l—ﬁ Ir+ﬂﬂy+ ; =1
L1 2m
BN m

EN EN .
v, {m,}.—_—ﬂ — 2+ Ry +1 — :1:1'*
M, m m

2
0 oAy ¥ f ¥ ¥ ¥
% ;- e

Vi = B My=0;

: T T
o M1_9mz._zmm.- 2 '+umm.- L=0
me 23 T 2
T T T
M.(:r,}:=!4w:r.+2ﬂ,r:r.r Gt 1—6,‘”;17.- :
m? 2 3 m 2

(e

- Fuerzas internas en el tramo 2-2, 3 m<x, < 6 m. figura 6.81 (d).




2

. . CONTINUACION
: 2EN —adm)-(x,—3 M
+1 3F,=0; —V,—6 k) + Ry — (=2 ‘1 (=2 )
m 2 2 m
kN 3m 2kN (my—3m)-{z;—3m
V-_»{ﬂ".’z} Mol T -l-RA'— (‘3 :'2 { 2 }
m 2 2m
G kNm W= (5,3
= S Mo=0;
My
kN kN T—1m 2 3
My— 0 kN 7y 42 - (:rz—ﬂ m}“+[i :im-{ 2 }':i} L"ﬁ. o
6 1 m - £ F
o :, e {::3—1 m} —3 m_j i
My(n) =0 kN 7,2 . (;—3m)" -6 — 3m. =%
& - 9EN
(d)
Paso @ Diagrama de fuerza cortante v momento flexionante, como se
muestra en la figura 6.81 (g).
Besumen de Cortants ¥ momento
V) (&) =—6 o o+ kN +1 kN x,*
m mj
] .
T kN Gea-kN
Vy {:r'a} =:—£= e 2 -9 kN
m " 6 KNm 6 KMm
b 2
H !-m R lm
M, () = I CT : +9-x, - KN l
3-m m 1 Fij
3 e
" kN demy” RN 4
My (2 im——r L T —9.7,-kN +18-kN-m &
3. m
m e im I'm
T,:=0m,05m..3m =3 m, 35 m..0m :
V(Tm) i
I
- : - : g !
0 ] Vi +0 :
6.25 —0.25 i
4 T !I‘J
Vi (x)=|2.25 | kN V() =| —2.25 | kN i i
1 -4 I | Valsaadotn
0.25 —6.25 | I
= | I
'“ - rl 9 MiTn'm) : i
I 14
0 9 }
3702 BG5S |
6.333 8,667 }
M () = | 7.875 | kN -m M, (3) = | 7.875 | kN -m |
K667 i3
H.as 3702
9 S (2)

Figura 6.81




SEMERD REatELIOG 1 o) Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante que

produce la fuerza sobre la viga.

Paso @: Determinacion de la fuerza resultante de la carga
distribuida v su ubicacién, figura 6:82 (b).

10 BN
i =1 () w=k.x" w=h w=h k= ;i
dA - da dA=k.a" -dn
b ] L]
F, J' dA=k J:"* PO 0 ot BT B L
4 b 41 bt o+l 4l

Jﬂ:dA J!ma.l.:-m“ dr F
Lo 11-

-h"+2

n+2 _ (n+1)eb

B [ = k-hnl-l 42
J- dA sz“ dx S
A i1
10 EN/m
Fg 2" Reemplaramos los valores
].*:r't“:cE h=1llm h=10 kN -m. ) n=2
. bh-h  100-EN o (nt1)-b  15.m
T S St Aot g ool o S R
= ! i1 3 42 2
o Paso @: Determinacion de las reacciones en los apoyos; a
partir del D.C.L de 1a figura 682 (c).
(b)
@ M, =0; Ry, (10m) — Fyex,=0
Fgex
Rgy= = =25 kN
10 kb LY
H SF.=0; Ru=0Tn
Fax 4 E
R, Rg,
Paso @: Determinacion de las fuerzas internas, usando ecuaciones de
() equilibrio
- Fuerzas internas en el tramo 1-1, 0<x, <3 m, figura 6.82 {d).
= NF.=0; N"+H,q=(l N[,:=—RM=IITH.
2
y=k.x® J:::-I" —y kN_. ylz)=kex" — kNI

" ]

¥ 10.m 10.m?




25|
CONTINUACION

kN kN T kN
w(10m)=10 =" #(0m)=0 " Vi{E) - =210
m m 10h=1r FR=).€.;3'J Fr
+1 2 W =1 §
b ¥ = H"l'-:mj-ﬂt, N
-V,- - +R_1'=l] 0d
10«1 -3 e I,
M | My
4 n
€y kN
v, {n:.:]. "=R.-'Iy_ -:m.ma B.33a7
(d)
o EMH=“-'

kN.x* .z 1)-
M, — Ry, o+ = :ri_(i:l_[ﬂ+ }IIJ=H

Wam® .3 n42

® kN Ber
M1 (Il} = ft&v ﬁTl — :*I "[T — -rl]

W.m’ 4
A
Paso @ Diagrama de fuerza cortants v momento flexionants,
como se muestra £n la i 6.82 (&)
Resumen de Cortante ¥ %Emu 5 RELA 10m e
r=0m.1lm. 10 m Ir :
V(Tn) :
8.333] 0] B V)= 30+ .33 :
B3 H.325 :
RUGT 16,553 I
T.433 24,325 |
6.2 31.2 & 3%m
Vi(m)=] 4167 kN M, (i) = 36.458 | kN -m | |
1.133 4.2 } } i
—=3.1 38325 | Mie=£120-8353% 13937 i i
~8.743 $2.543 : !
—15.967 20.325 : i
| =25 | | O :
|
1

Determinacion del momento

mAXImo

Vil =0 ()
i
o, kN

Bay— " 5-=0 T =638 m L opidre
am

Momento Maximo

M, =M, (6.33 m)=39.371 kN -m




426

BIEMEREO HEaUELTOG 1020 Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante que

fTo'm
C'I L f ¥ ¥ ¥ 'D
12Tn &
— 4dm

| i6m |
(2)
8 Tn'm
r F L F ¥
2T
—- 4m
REI.
! : 36m 1I
Ry R,
(b)
¥ 2
M - My
=Vi Dy
E -
g 127w
—iiT ®
4
T — i
R, R.:T
(c) (d)

producen las fierzas sobre el marco.

Paso (1): Determinacion de las reacciones en los apoyoes, a partir del D.CL
de la figura 6.83 (b).

@ PMp=0; Ry (36m)-12Tn-2m48 Tn-m™ 46m-1.8m

i
LT A AT - M RO 1M oy

% 3 F=0; —Rg+12Tn=0 R, =12Tn

+1 U F,=0; Ry 4Ry —8Tn-m™' 36m=0

Rg,:=8Tn-m™" 36 m— R, =21.067 Tn

Paso (2): Determinacién de las fuerzas internas, usando ecuaciones de
equilibrio

- Fuerzas internas en el tramo 1-1, 0<x, <2 m _ figurz 6.83 (c).

+1 3 F.=0; Ry + Ny =0 Ny=—R,;=-7.733Tn
= Y FE.=0; V=0

Vi=0Tn
= 3 My=0; M=

M, (x,)=0Tn

- Fuerzas internas en el tramo 2-2, 2=, <4 m, figura 6.83 (d).

+T EFH=D; By +Ny=0 Ny=—R,;=—7.T33Th
= Y FE.=0; Vet 12 Tn=0
Vy=-12Tn

= ¥ Mg=0; M+ 12 T'n (23— 2 m)

M (23) =12 Tn- (2, — 2 m)

My(2m)=0Th-m M,(4m)=—24Tn.-m




- Fuerzas internas en el tramo 3-3, 0 <y <3.6 m_ figurs 6.83 ().

= M F.=0;

+1 L F,=0;

< 2 Mp=0;

Vy{0m)=7.733 Tn
Vy (3.6 m)=-21.067 Tn
V,(0.9667 m)=0Tn

Ny+12Tn=0

_V:t + ’tdv'" 5 fl"h "m_l *mx:”
Vy {’-"1} =My, ~8Tn.m Lamy

T
M;4+8Tn.m '.my. ; +127Tn-2 m— R, «23=0

M, (z4) ==—4 Ta-m'.z,” + Ry —24 Tem

Mi{0m)=-24m-Tn
My (0.967 m)=—20.262 Tn.m
M,[3.6m)=-48Th.m

Ny==12Th

- Fuerzas internas en el tramo 44, 0<x, <4 m, figura 6.83 (f).

+7 ZFH:‘H;

-
=

e EMH=U|‘

SF.=0;

Mi(0m)=0m-Tn

Rm!.-fNﬂ. =l

V.{_—RK‘_:[I

Nyi=—Ry,=—21.067 Tn

Vi=Ry =12 Th

~M~ Ry

I4=IJ

M, {'Td:} =—Rg -z,

Mi(4m)=—a48Tn.m

Paso @ Diagrama de fuerza cortante ¥ momento flexionants, como se
muestra en la figura 6.83 (g), (h) y (i), 72353 Ta

C
11 Tn
g
e ks
£ =
= -
i ,'_-..l|
4=
Diaprama Axial
(g

o

£

o

.[Lg

-12Tn

-21.067 To

E

13Tn

Diagrama Cortante

() Figura 6.83

CONTINUACION

ETn'm
M
Y Y Y YV
-
W
12Tn
- 4'm
T-'_E_'_
R__‘?
(e)

Xa

Frs
-
R,
(£
-4ETn-m
-24Tnm
-24Tnm A8Tnm
— 0.96m 4— D
iy
B
A E
Diagrarna Momento

(1)
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BEMERD REaUEL IO G 10 01 Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante que

produoce la fierza sobre el marco.

e E o 20Tn
Jin
Paso (1): Determinacion de las reacciones en los apoyoes, a partir del D.CL
de la figura 6.84 (b).
e = 3 My=0; R4 m420Tn-5m=0
-0 =
Rjjy — ﬁ s :—'25 Th
- "
—ta—— .
s Y F.=0; R, +R4—-20Tn=0 (1)
{a) +T R F,=0; Ry+Ru=0 Ry :=-Hy=25Tn
- - Determinacion de las fuerzas sobre la romlz, figura 6.84 (bl
¥
0 Ex D 20 Tn
J?E& : = 3 Mg=0; Ryy-2m—R,,-5m=0
Ray-2m
g = o =10Tn
& hm
Im
. 5 M F.=0; Ry —E. =0 E,=R;,=10Tn
_ _4 B Hs +1 3 F,=0; Ry, +E,=0 E =R, =-25Tn
R % $
t tm rRﬁ Reemiplazando
Ray ¥ Ryt Ry —20 T'n=0 Rg:=20Tn - R, =10 Th
) Paso (2): Determinacién de las fuerzas internas, usando ecuaciones de
equilibrio
M
M’r%“\ - Fuerzas internas en el tramo 1-1, 0<x, <5 m, figura 6.84 (c).
—=+=
[
+1 EFH=D; Ny Ry =0 Ny=—R;=-25Tn
Sm = Y FE.=0; Vi+ R, =0
Vi=—R, =—10Th
- 4 = Y Myp=0; M+ Rppem =0
Rax
R, My (1) =Ry

(c)

M, (0m)=0kg-m M (5m)=—50Tn-m




)

- Fuerzas internas en el tramo 2-2, 0<my<d m, , figura 6.84 (d).

+1 2. F=0; Vit Ryy=0 Vy=Hy,=25Tn

N-g = —RA, =—1n“

= SN F.=0; Ny+ R, =0
Ax

LT ZMﬁ-:ll; Mz—RA!'z:‘l'Rﬂ;'Em:ﬂ
My (2,) =Ry — R 5m

M, (0 m)=-50Tn-m

= Fuerzas internas en el tramo 3-3, 0 <z, <5 m, figura 6.84 (e).

% 3 F=0; Vyt+ Ry, =0 Vi=—Rp,=—10Tn
+ Y F =0 Ny—Ry, =0  Ny=Hp =25Tn
= 3 My=0; M4+ Ry +x4=0

M3 {J.‘-d} = I{&' ﬁ:]

M;(0m)=0kg-m

Paso @ Diagrama de fuerza cortante ¥y momento flexionants, como se

muesira en la figura .84 (), (g)y (h).

€ £ 25Tn
1072 &
=
i = = &
55 & = =
A B A

Diagrama Axial Diagrama Cortante

(£ (g}

Figura 6.84

CONTINUACION

M;

- —
i.} Ma
Vi

|

M,{4m}=50Tn-m

(e)

M, (5m)=50Tn-m

-30Tam

RO TR 50Ta-m

A E

Diagrama Momento
(k)




BEMERD HEaUELTOG 1 040 Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flexionante que

~ B
T3m

100 kN

produce la fuerza sobre la viga circular.

Paso (1): Determinacion de las reacciones en los apoyoes, a partir del D.CL
de la figura 6.85 (b).

@ 3 Mp=0; M, — 100 EN -5 m=0

M = 100 kN -5 m = 500 kN - m

% 3 F. =0;
+1 2 F,=0;

Ry.=0Tn
Rﬂy— 100 kN =0 ﬁ'.'j_ﬂ, =100 kN

Paso @: Dieterrminacion de las fusrzas internas, usando ecuaciones de
equilibria
- Fuerzas internas en ¢l tramo 1-1, 0<x, <5 m figura .85 (c).

S Fy=0; N, +100kN.sin(@)=0 Nj= =100 kN « sin (#)
P Fr=0; V,—100 kN.cos(8)=0 V= 100 kN - cos (6)
M =0; —M,—100 kN-5 m-sin{0)=0 M =100 kN -5 m-sin ()

Paso @ Diagrama de fuerza cortants ¥ momento flexionants, como se
muestra en la figura 685 (d). (e} v {f)-

&:=0 deg
N, =0 kN V=100 kN M,=0kN-m
=3
N, =—n0 kN V,=86.608 kN M, =250 kN -m
= 4k”
zimiB—| ©
f—r-sim(8)y—]| N, =—T70.711 kN V,=70.711 kN M, =353.553 kN -m
= 60"
{c) N, = —86.603 kN V,=50 kN M, =433.013 kN -m
="
Ny =—100 kN Vi=0kN M, =500 kN -m
100 kN
SOEN 0K 366127 i sy 230KNm g
J{._?E::;.. = -: \ = 353kN-m =
\ TOT N b
< ] 1 j — )
seoy N \ | & '-.\;‘ | 435KH
. Sepchoage! il |
= \1‘-\3}(“1 IR | .\{\\ H\. I
~ = N gas 30
e \\\\I = \‘1\3(\./_"
3ﬂ=[“~“| Sl
> _{_—__ = |-I 3'}"!”“"&_\\\". I
=100 8 E 0k %!_____L__'\;Q_,H SO0KM - m
Dizgrama Axial Diagrama Cortante Disgrama Momento
(@ Fifdea 6.85 &
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6.1.6. EJERCICIOS PROPUESTOS

l}cmﬂninar la tuerza Normal, fuerza cortante v momento flexionante en ¢l lado izguierdo y derecho del punio B

o
=

Jjercicic

E

de la figura
6.61 062
24 1
8 Nim in
A | i i i)
i E Q =) ]
| ’**im 4 Tom i
: T ! ! 3 m I 9 ol 1
Figura 6.86 Figora 6.87
6h6ld .
10T o
24 Tnm e 4Tn
=
B
4 Y I Y YT Y Y Y Iz 4 -]
Q ' !]i 2Tnm
| | I | 4 |
I-—E- m im 1 im 1 ' S , o '
Figura 6.8% Fipura 6.89
6.65 b.66

Sm

Figura 6.0
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Determinar la fuerza Normal, fucrza cortante y momento flexionante en el lado izquierde y derecho del punto B
de las siguicntes figuras.

667 .68
15Tn 0Tn
i Tom l
4 i B
= —
[—3 m ! 3m ! im ! 3 mJ
Figura 6.92 Figura 6.93

669 .70
Ca&l.’a\
f‘-ﬂém
¥
B
fm
Figura 6.95
6,71 672
5 Tat 6Tn
R F
Im AR
5 f' 4 ¢

.
=
|-

3Tn |

—
o

I Im

Figura 6.96 Figura 6.97
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Determinar la fueres Normal, fuerza eortante vy momento flexionante en el lado izquierdo y derecho del punto B

de las siguientes figuras,

6.73
19 T Cable
l 4 Tom
= : 3)

L ]

i i

I 2. ] I I 24m 1

Figura 6.98

6.75

2Tom B ‘ £
—2m—{—2Im ] 4m I 4m 1
Figura 6.100
077
fetg,
i 3In ?'f""“-i'.l
lm 2 Tnm
{ 2

- ,g,,,c
lm Sm—l-ﬂjm. Gm

Figura 6.102

674
24 Tn
i S
B Tnime
1Y 1 i
A : B
I-— Im——|—3m fim |
Figura 6.99

6,76

4 Tam
c) —+
Im
A
T W
|-— Gm- -
Figura 6.101
6.78
3 Tom
34 Tn 7 Tem
3\]
l B ' EERE =
A g
| e o tTom
Rl o 1 ! Tm 2m—
Figura 6.103

Determinar la fuerza Normal, fuerza cortante v momento flexionante en ¢l lado izguierdo v derecho del punio B
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de las siguicntes figuras.
679
20 Tm

w=b.senix Bl v

A

! 4m 4m

5& i c‘)
|

Figura 6.104

641
wedsen o8 Tt
3 Tom
-1 : T YET I VY
i
A = R S Tam C o
| im ! Tm ! 2m
Figura 6.106
o83

Figura 6.108

.80
Figara 6.105
6,82
wk Cahlz
ITn'm }}”1’1‘1
B
40 Y fF T Y Y Y [ﬁ
4m Sm I
Figura 6,107
[ %.%]
5 Tn_-m
4 Tom
A B )
0Tn
im e
13Tn
n l c
—— !
S |
| 4m ! 4m ] 4m 1
Figura 6.109

Determinar la fucrza Normal, fucrza cortante y momento flexionante cn el lado izquicrdo y derecho del punto B
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de las siguientes figuras,

6.85 .86

12

o 8 Ta
f : | ©
r ‘ B
Lm | im { 3 m—l
Figora 6.110 Figura 6.111
6.87 .58
2Tn
3 Toime £ Tilees & Tn'm
1 B r o
) . s }
L) o I Tonm
4im | 4m 4m |
Figura 6.112 Figura 6.113
6.5%9 .M

' T 23 Tn

Figura 6.114 Figura 6.115
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Determinar la fuerza Normal, fuerza cortante y momento flexionanie en el lado izquierdo y derecho del punto B
de las siguicntes figuras.

6.91 6.92
12Tn
Figura 6.116 Figora 6.117
693 694
10Tn -
g 1w
5 Tfm - { Hin o,
)
i
I.Em—l .?é;-'lﬂ:
| [
1 Al [ l & 4 1 ! i)
A Il : ; i - T g D
B
B = Do E o B I
L | ! Em ! 4 m !
=2 m=|=—35m A — i 5 e Y e g
Figura 6.118 Figura 6119
695 6.96
4 Tn
l 5 Tam
e
B =
i 4m
=
- 9Tn
—_— | —
4m

Figura 6.120 Figura 6.121
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Capitulo 6. FUERZAS INTERNAS

Determinar la fueres Normal, fuerza eortante vy momento flexionante en el lado izquierdo y derecho del punto B

de las siguientes figuras,

697 6. 98
24 kM
12 kM
12 ENm
M EMNm
w y L F 3
(.d!' §
I | i
I 6m it fm
Figura 6.122 Figura 6,123
6,949 6. 108
F
SEN I Tt 56 To
11 Tam l
A e 0
SEEEER 1 = [ 3
i l = mEmm o
llem ! 4m ! 4m 1
e T e R p—
Figura 6.124 Figura 6.125

6. 101

6102

Figura 6.126

Figura 6.127
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Determinar la fuerza Normal, fuerza cortante y momento flexionanie en el lado izquierdo y derecho del punto B
de las siguicntes figuras.

G103 6104

Elipse & Toim 20Te

el ==
Lim ||| IIm 1 SmJ

Figura 6.128 Figura 6.129
6105 G106
. TEN
36 Em 13 KNim e
A B
Y T LY ¥ 3
AT o
i
4 N-m "
—3m | im Em
Figora 6,130 Figura 6.131
6. 107 6. 108

6Tn

h.-'j
=
B

Figura 6.132 Figura 6.133
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Determinar la fueres Normal, fuerza eortante vy momento flexionante en el lado izquierdo y derecho del punto B
de las siguicntes figuras,

6104 6110
20KM o
- . 24 Tom & Tk
|‘—J m a m—'-| =
c. 12N
B
Sm
Im Fuotula
Tl
¥ -5 T
10 Tam Ly
Sm Yo
\ =1 1L
‘ o Fuy S
| im lm 1m 1'm—
Figura 6.134 Figura 6.135
6.111 6.112
FEN i =,
\E . B 8 EMim
5 Rétul 13 .
| - z 2m
fa s
L [ B K c E
SEN — =
ek Retuls, '
!
L
2
', g Dl
| Am Im I.- Im Im—if 4m {
Figura 6.136 Figura 6.137
6.113 6114
% Rotuls ”
SR s
- D
= £ Tom
& > iz
ﬂ "Wy
! B
4 = g,— Rohuls
< i

a:T——Em—-T-MJm | fm

14 kI

Tm |

Figara 6.138 Figura 6.13%
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Determinar la fuerza Normal, fuerza cortante y momento flexionanie en el lado izquierdo y derecho del punto B
de las siguicntes figuras.

6115 6116
12 kNim .
AY ¥ ¥ ¥ [
26Tn L
-
E
im ] Im |
Figura 6.140 Figura 6.141
6117 6118
S EN/m
Ay & 3
§: ;u i1
\_d. ﬁ’}
4
B Sm
1 Tonm g
4 Fadl G
i ol
% e 121%
L-Zm--—im-» im |
Figura 6.143
6119 6.120

[ﬁ%ﬂl%\;}\ l”m
;] c

T

kB 21 KN -mf
: 1\ "

i

f 14'm 1m 1 m—i

Figura 6.144 Figura 6.145
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Determinar la fuerza Normal, fuerza cortante y momento flexionante en el lado izquierdo y derecho del punto B
de las siguientes figuras,

6121
Sk
; ! B
im f E
=
: 2 C 2
Jm Jm 1
Figura 6.146
6123

Figura 6.150

lm- =1 MmO = ]
Figura 6.148
]
: nmw| 18
1. |
8 kN-m D torm
2L ;
- peid
ﬁ =)
=
——
im im !

<7 l|:::"‘I-J:I;l

6.122
12 Tn 4 Tnm
1m
L s
I 3m
Figora 6.147
6,024

T

1m—

e
! 4m ! lm jm !
Figura 6.14%
6.126
m” v,
§ Tom i
P, | j :

12 ENim

AN

F ¥ ¥

Figura 6.151






CABLES

7.1. CABLES

Laos cables desempenian un papel crucial en la ingenicria cstructural, va gue
son elementos fundamentales en la construccion de estructuras modernas
de gran envergadura v complejidad. Estin disefiados para soportar cargas
de traccion y compresion en forma de fuerzas de tension, v su aplicacion
abarca desde puentes colgantes iednicos hasta techos tensados v sistemas de
suspension.

Los cables v cadenas son:

F

Para formular las condiciones
= Cable con carga —+  de equilibrio, las cargas deben

concentrada coplanares al cable
Tipos
de % = Cable con carga
Cables distribuida

= Cable sometido a
SU Propio peso

L

Hipodtesis de andlisis:

— Perfectamente flexible ¢ inextensible,

Las fuerzas de tension gue actdan cn cl cable son siempre tangentes cn
el punto aplicado,

El cable tiene una longitud constante antes y después de ser aplicado
la carga.

— El cable es inextensible.

— Para el andlisis por elementos fnitos un segmento del cable popede ser
trutado como cucrpo rigido.

Figura 7.1: Uso de cables en Semiforos
y puentes colgantes



7.1.1. CABLES CON CARGAS CONCENTRADAS

Las cargas concentradas en cables pueden inducir efectos como la concen-
tracidn de ensiones en puntos de carga v la redistribucion de las fuerzas
a o largo del cable. En cables sometidos a cargas puntuales, las iensiones
tienden o aumentar significativamente en las zonas cercanas a los puntos
de aplicacidn de carga. Esto puede resultar en un aumento localizado de las
tensiones y, si ne se considera en el discio, podria provocar fallos prematuros
en la estructura, PROCEDIMIENTO DE ANALISIS:

Para determinar las tensiones sobre los cables se pueden determinar, a través,
del método de nodos y métode de las secciones

Figura 7.2: figurad

PROCEDIMIENTO DE ANALISIS: METODO DE NODOS
Para determinar las tensiones en los cables se usa 35 ecvaciones de cquilibrio

E Fx=0, E F}’:ﬂ.

v 4 T ¥4 ¥
F,
AR <o RE:; &
Ay :

B, & -4 E
e - ——

A E x B x o R& x

A\ P2
Fis
Frny
€] L) (c)

PROCEDIMIENTO DE ANALISIS: METODO DE LAS SECCIONES
Para determinar las tensiones en los cables se usa las ecuaciones de cquilibrio

YFEx=0.YFy=0.YMg=0

¥ 3
Ry 43 D, .
R } x
Az F I
“R_!L-f
E : A c
3 " Fax : /m‘)" *
Pl P
B3
\J Fi ot VI Frc Y

) )] {c



Capitulo 7. CABLES

7.1.2. CABLES CON CARGA DISTRIBUIDA

Para deterrminar la tensitn en el cable consideramos al cable sin peso, el cual estard
sometido a una cargs distribuda 1w [:r] , &l cambio de tensidn se denotars cono @717,
la distancid donde acteara la resaltante de 1a carps distribaida se considerara como
una distancia fraccionara Q{d:r:l cdonde D= =1

A

v

Aplicamos las ecuaciones deequilibrio; luego dividimos las ecaaciones entre dr,
ademas, se cumple dy=0, dii=0_d1'=0

i} E_F::U; =

lim {—T-cmfﬂ]+fT+4ﬂ"}-tnﬂ{ﬂ+dﬂl} d{'.f‘-m(ﬂ}} =0

(T+dT)-cos(B+d8)

idx— 0 dx ilr
i Fy=0; —T'=min(0)—w(x) dz 4T+ 4T) sin (0 +d0)
iy 150 (8) —w (i) dr+ (T'+ dT) sin (0 + d6) d (1« sin(8)) —wlw) .. (2) W ix)dx
il —ail i ix
Q.li-‘_
B
+0 Y My=0; () <ol (Q«dhe) — T wcos(0)-dy+ 1 sin(8) dr
T-cos(d} g
w{z}-rh:!_q-;h}—'.I“-_r.‘tm{ﬂ}_-rl:,r+'j"-ain{ﬁ].r!.u: dy gt —dx——

" )
! —=tan(0 Y
ﬁ—m.:] i dx i) i \/,fds

Integramos la ecuacidn I, v obtenemos | que representa la fuerza de tension
horizomtal en cualgquier punto

T -cos(8) = Fyy = Constante ... (4)

Integramos la ecuacion 2, ¥ obtenemos la signiente ecuatidn

T'.ainiij]:Jm[z} dir -..(5)

Dividimos las eceaciones 3 entre 4, luego realizamos fa segunda integracidn ¥
obtenemns la ecuacidn para determinar 1a curva dal cable

;::r;:E:;—;=FL”JTH[T]dT mn[ﬂ]=FL”J'm{:r]:iz y=Fi" (Jur{::]tl:i.’]d:‘ﬁ
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-t

7.1.3. CABLE SOMETIDO A SU PROPIO PESO

Para determanar la tension en el cable consideramas al cable con su peso, el cual
estars sometido a una cargs distribuida w (s . el cambio de tensitn ce denotara
condg df', la distancia donde acteara la resultants de la carga distribuida se

- considerara como una distancia fraccionara () I:riH:I cdonde D=(l=1
W =wizl

T - L8 { E)} = P‘” = {TML‘IEHHBE

<[(1)

4 \ Il'-s:'n{ﬂ}:J-m[s]:is -(2)
E=i w(z)ds R

o =5 [ o0 (%)

T+HT

De la figura obtenemos
(T+dT) cos(B=dd}

da=1\d® 4 dy?
ds [{dz\* (dy)? ‘} dy\?
= =1/1 e |
e la) () = “
T B
\/d— Reemplazamos la ecuacion 3 en 4
@
ds 1 g
E=\/1+(F—” Iw[s}ds] ... [5)

dy Al integrar la ecuacién 3 obtenemos la écuacidn siguisnte




7.1.4. EJERCICIOS RESUELTOS

Determine la tenzion en cada segmento del cable mostrado en a figura, ¥ IaiEF SEMPLO RESUELTO 7.1.4.1

longitud total del cable

Paso (1): Construccidn del D.C L de todo el cable, figura 7.3 (b).

Paso @: Determinamos las reacciones en los apoves por equilibrio
= EFI="; R“:r—R.r'lz'=n ""(I]

+D Y Mu=0;
=70 Tn(3 m)—50 Tn(6 m)—Rp, (2 m)+ Ry, (9m)=0 ... (2)

+T E.Fyzﬂ; R415r+ Rp,=1201Tn . (3)

Para poder determinar las reacciones hacemos uso del método de las
secciones, figura 7.3 ().

2 Bay Fo R
+0 M Mp=0; Ry, (6 m) — Ry, (3 m)=0 R : 5 g
Rppy=2 Ry, L b Y I
4]'11 fm
Reemplazamos la ecuacion (4) en (2) para obtener Ky, v R,_,r |
i
]
~70 T'n(3 m)—50 Tn(6 m) — Ry, (2 m)+2 Rp, (9 m)=0 '
¥501n
g 210 ‘Ih:i-];ﬂi T'n _ 31875 Th T0Ta
-—3m~|—-—3m—-—-—3m—-

Ry =2 Hp =63.76Tn  Hy,=Hp, =31.875Tn
Feemplazamoes en la ecuacion (3) para hallar Hy,, {b)

R.-'b;"' E_ny=]2ﬂ ' Rﬂyzlmlm—ﬂm‘,:ﬁﬁ.ﬂﬁﬂl

¥4
Para determinar 4, hacemos uso la seccion de fa figura 7.3 (d). IR R‘Ag.- ¥4
AY
A
F Mp=0; —Ry (3 R +4m)=0 = A HEREE e
0 My ay(3 M)+ Ry (y+4m) - . R ‘
Hy, -4 m
g i —4m=12%m y+ém Faz
Rr‘l.#
¥rh ] L
Pazo @: Determinamos las tenziones sobre loz cables uzando métodg de 3 W x
las seccicnes. Tension sobre el cable F, 4. figura 7.3 (c).
Fin Y um
i %= 3m
= LF;:“; —R_,‘“-l-F_‘"l =0 (C} {lj-}

(3m) +{y+4m)




CONTINUACION

[ P 2
4
¥ RD} Fap=Rs.- ‘J( m) +(u+4m) = . 654 T
i \ im /
-_"I.RmE f 4
+1 F,=0; Ry —Fap- ’;Hm = =1
fied H\IJ{R m) +({y+4m}
f 3 2
C 3 4
3 A —-l x Fau= R.-'lu' J[ m] +{_'i.||+ l'l'l-} =tid.id Tn
¥ 3m | y+4m /
Fes Tensién sobre el cable Fy, fizura 7.3 (¢).
¥sora
s DIF,=0;
(=) |
. " 2
B wgl 3 Nog ok VEm) 49 ]::u.n:;n
(2 m]g+ﬁr3 s
:l'."‘
EDyﬂ +T EFH=[I: —Fﬂn u'! +R”u.—5“=“
(3m) +y"
B 2
- ; . 7
- b (07 VO 427 |,
i
1]
3 Tension scobre el cable Fop. figura 7.3 (f).
3
Foc 2 F,=0; Rp—Fep 2 |=0
1/{:{ m) +(6m)
1,”# T I
{:f} Fff]‘l:=-"£jjx" [' m]‘.j :r;[ .m] =7|-'3?5 m
i
+ L F,=0; RrJy—Fcn[ um m]:“
6375 Tn \/{3 m) titm)
Ellll. Ay
56.25 Tu Fop=Rpy (Bm) +(6m) | .\ o751
3188 Tn G

L=V 4m) 4(3m)” +V(5m) +(@m) +V(3m) + ()

Lj_ull_dj = 16.06 m
Fag| [64.654
Respuesta = | Fpeo | =1 34.714 | Tn
'fl-‘ll".'n ?1-275

[y]=[1.201] m

Figura 7.3
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Determine laz tenziones en 1oz cables por el método de los aodos

Paso (1): Para la solucién del presente problema haremos el uso del
método de los nodos

Nodo B: Por equilibrio del DUC L de Iz figura 7.4 (a).
= EF-.:=“; Fm'_;*f.‘.{m[ﬁ]—F;m'm[ﬂ:l=(l ..,[1]
+ Y R=0; Fpe=sin(0) — Fya-sin (o) - 50 T'n=0 ...(2)

i)

[EJTEMPLO RESUELTO 7.1.4.2

e

Fro

Nodo C: Por equilibrio dal D.C.L de [a figura 7.4 (b).
3 v
= EF,:H y Fc_n.' — —chu*m{f?}:ﬂ . am [3]
Va5 @)
+1 P F,=0; Fepe- —Fepsin(0)—70 Tn=0...(4)
45

70Tn

e
\fy;f +9

8
vl'ykﬂ +49

4+y~. 3
Vi +8 g+ 25

sin(0) =

bt

cos(0) =

sin[a) =

V(yh.-z + 8 .+ 25

cos(a) = 3

F&-::l‘lh Fm::li-h FL-”::].I"I- yh__::lm

Foi Ysoma

- dm : 3 m
f'.ljf;" ,:—PHA' = =[I

y’ykg +8m y,.+ 25 m*

Yi 4 m+y,. | (L]

Fe: + Fpye —T0 Tn=0|
V[yh:z+'9 m’ '

\’ljyh__3+8 i .+ 25 m®

3 m

Fep-
\}}45 m'

Fepe 'E_ —Fpge 2T —50Tn=
v 45

= find (FH(; i FJ_M ' F{',"ﬂ ' H&r‘}

[Fro| [34.714
Fiyy|=|64.654 | ™90 Y =1.204 m (<)
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EJEMPLO RESUELTO 7.1.43

Determine la tension en cada segmerto del cable mostrado en la figura, v 1a
longited total del cable

Paso (1): Construccitn del D.C L de todo el cable, figura 7.5 (b).

Paso (2): Determinamos las reaccionas en los apovos por equilibrio, a
demds_ hallamos h

s EF;,:”; R.;h—Rﬂ_‘:“

+0 Y My=0; Ry, (8m)—4Tn.3m—8Tn.-5m=0

_4ATn.3m48Tn-5m

| — —=65Th
{a) Ly Km
+1 L F=0; Ry, +Bp,=12Tn
Ry=12Tn -1, =55Tn
Determinacion de la reaccion Ry, y Rp,. segin la figura 7.5 (o).
(R Boy T +0 Y M,=0; Ry (1.5 m)—R, (3m)=0
A D
- - Ry (3 m)
Ry =— o1 Syl =11 Tn
R:nx Ax 15m
15m
5 B Ry =R,,=11Tn
i c Determinacion de b, segin la figura 7.3 (d).
¥3iln +0 LM.=0; Ry, (3 m) — Ry, (h) =0
-—3m--—2m—-|-—'3m'—-
R eldm
he= ¥ (3:m) =1.7T3m
(®) Ry,
Paso @: Determinamos las tensiones sobre los cables usando metodo de
lzs zecciones. Tension sobre el cable My, figura 7.3 (d)
K
A
R, T T ¥ = 3 F.=0; Ry —Fige:+ £ = =0
- 2% 4 (h—1.5)
15m Ry,
5 Fuo= _=11.102 Tn
. A T
- 1 2
\f[*z m) +(h-1.5m)
ATo Y 4R
Fza +T EF:u-:”; R-Du"'Fm’."[ u‘_ b z —5Tn
IE= =l (2m) +(h—1.5m)

(c)




CONTINUACION

ETh-—
Fr= Roy =11.102 Tn
hi—1.5m
2 | vk
Vizm)' +(a—15m) T &
D,
o
Tension sobre el cable Fyy . figura 7.5 (&)
4 Fez
e EF;g:nJ —.R_.v‘_,-l'F,q‘u(-ll.HI . ]‘:ﬂ
3* 415" 3%
h-1.5 - o __
s *
Fop=— A 12298 Tm
* ¥y iTo
V3t y15? =3
\ 1.5 d
~Fap|——" |+ Ryy=0 @
3?1t
R.,q 5o
Fog= . =12208Th 7 :
= 1.5 4 Boy
Nemerg Sy
: ’ R.-‘u: A D - -
» A Ry, *
Tension sobre el cable Fiy,. figura 7.3 (f).
15
a s q Jm h
+4 LP,:I}; Ry —Feg ;}2—]=D | 3 =
] Foc
(3m) +(n) e
R
Fop= - = =12.777T T
3 m (e) i
]
Viam) +(n)?
635Tn
. h
+T E}"g=ﬂ; R]_E—Fcﬂ —— —'!'- e -]:ﬂ
¥ 2
\/[“ m) +(h) 11 Tn
2 >
3 i
=By _E_miﬂL]:mmm

Fan 12,298
Respnesto:= | Fpo 1= 11102 | Th

Fon 12777

|hl=]1.773 | m

Figura 7.5




EJEMPLO RESUELTO 7.1.44

Fry ik
15m
] B
] 1 x
J"-Sm 13
Vit Fac
(a)
4 Fep
Fes b
0
1 I
1:" x
'ET:: |
(b) ‘

(e)

Determine las tensiones en los cables con el método de los nodos

Paso @: Para la solucion del presente problema haremos el uso del
metodo de los nodos. Nodo B: Por equilibrico del D.C L de la figura 7.6 (2)

— EF,._:I'F;

~F ap-

Am 2m
- |+ F ~|=0...(1)
\ll[:i m]'e +(15 m]l‘g ] ) [\/[2 m]tll +{h—1.5 m]'! ]

+T ZFH':“‘.'

Fuisl— ;.Em . e f;—l.ﬁm :  ATa=0
Vam) +(15m) Vi2m)" +(h—1.5m) ~(2)
Nodo C: Por equilibrio del D:C.L de 1a fipura 7.6 (B).
= F.=0;
2 3
_FII.T" f 3 = 5 + Fg';”-' - T =0 R, [3]
‘1."'[2 m) +(h—1.5m) (3m) +n
+ L F,=0;
Flgen ':“'5’“ — |+ Foe "2 —8Tn=0...(4)
Vizm)' +(h-15m) (3m) +h?
F,.u;=1m Fm::]Tﬂ an=l'1"n h=1lm
P J! m : $Fyre : 2m H L
f{sm} +(1.5m) \j[:!m} +(h—1.5 m)
ZFJI.ir' i l:‘_ﬁ:rn. = —Fgee t_ L z —4Tn=0
V(3m) +(15m) (2m) +(h—1.5m)
e 3 el = +Fen- "——i“:— =0
\II:E m) +(h=1.5m) \l'([:i m) +h*
h—1.5m h
!‘I’x;_ 3 +'F.f.'_l,l- _"_. —H T"ﬂ=l]
V‘I[‘J m]g +{h-1.5 m}ﬁ ] ['\l‘[ﬂ m:lg +h? ]
Fan Fag| [12.208
Fre: ; Fpp|=[11102| Tn
“Ne=find (Fap, Fre Fop, b ik
Fep {(Fasrs o Fop: h) Fop| 112777

Figurs 7.6

h [h]=[1.773] m
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[EJTEMP ; 7145
Determine 1a tension en cada segmento del cable mostrado en Iz fizura, y 12 ML Ba Bl 0 1L 4
longitud total del cable

Paso (1): Construccion del D.C L de todo el cable, figura 7.7 (b)
im .
Paso (2): Determinamos las reacciones en 1os apovos por equilibrio & zﬂf
x
dm
% 3 F= = =
L F.=0; Rpy—Ryy=0 =1} S—
m 10617
+OEM:}=H-' L%‘—lm—-
20 Tn(3m)+10 Tn(Tm)—R,, (8 m)=0
20 <3 ) .
Ry, = 20Tn-(3m)+10Th-(7m) e (a)
Em
S F.=0; Ry Ry, + 30 Tn=0 Dot
+1 =05 ez — My +30 Tno= :
Rﬂn = _'RA.-E -+ 30 Th- = ]3-75 Th- PI D
Agregamos ecuaciones usando el metodo de las secciones para determinar I
las reacciones v &, segin las figuras 7.7 (d) v 7.7 (c). respectivamente; o 206N
+OEMH=D; —Ry (1 m)+ Ry, (1 m)=0 X >
Ry =Ry, =16.25 Tn 4
-1
Ry =R, = 16,25 Tn — g
by "Aw 10837
lm_tt 4
+ N Mo=0; —Rp, (h) + R (3 m)=0 l“"—-—lm—-
Ry (3m
= (s { ] =2 538 m "FA-_;
(Row) (b)
Paso @: Determinamos las tensiones sobre 1oz cables usando método de
las seccicnes.
DY ¥
Tension sobre el cable Fy,. figura 7.7 (e). D ol
+ = i ; ir
5 SF=0;  Rptbep[ — 2 =0
Z /
(3m) +(x)* o 20
Jawr s -
Fepy= Ry, Bo) +i%) =21.28TTn
T =1
El
Feg

(©




454 B  7:1cChsss|
CONTINUACION

12 F=0; Ry —Fope

3
—m] =0

2 i
Viam)” + (="
]
- o
¥ Fep=Rpy V‘{-* m) +{z) ]:21,237:[‘"
Fzp 3 m
4 Tension sobre el cable Fy,. figura 7.7 (f}.
el + 1m
B —* EF,:H; —Rl,“-!-F,qn =0
Lo 2m’
10EN x
A V2 m?
y Fuon=Ry~|— T =22.981 T'm
Ay
o i 1m
(d} LA F=0; F |~ Ry =0
2 m*
. 2 m’
¥ Fm:=nr,,.("f ™ |=22.981 Tn
D}' + A FAE
D, n ; Tension sobre el cable Fiyy., figura 7.7 (d).
I ﬁa 1’}“ i} EF_::{I F
3m - g ___I | -
-—1m 8
J— R+ Fye; it +10Tn=0
¥ - 2 p
% -| Fre Ay \/[:r:—l m] +{4 m)
'\"I T
(e) 2 Faoo= (- 102w} | L1 +1Em) |47,
z—1m
13.73 Tu 4
+ T 2F=0; Ry + Fre T - =0
VJ[I—I m) +(4m)

Fm: = R_.‘y .

\f[z_l m) 4+ (4m)’ ]:17.41‘.“:

im
20EM

itud del cable

Lm-_—'lu'l{'::]" +{:t-rs':]I +\.||I[4 m]] +[z=1 m]! +‘|,'II{I m}! +[1 m]n =063 m

Fan 22 981
= =117.
- Respuesta = | Fye 1 :11 T'n
Fop 21.287

1625 Tn |z]=]2.538] m




JEMPLO RESUELTO 7.1.4.6

Determine las tenziones en los cables con el método de los nodos

Paso @: Para la sclucion del presente problema haremos el uso del método

de los nodos.
F|:E| a3
Nodo B: Por equilibrio del D.CL de la fizera 7.8 (2).
B EF=0; Ta| ‘“‘:' —m-m-[ : J+m=u (1) D
\IJ{QT—]:] +(4)* V2 Cc 20N
$2F,=0; : -
e =
oo |———— "1t | —||=0 (2)
\I’ . 2 vz ;
(x—-1) +(4) ()
Neodo B: Por equilibric del D.CL de l1a fizura 7.8 (b). Fee
o 3E=0; :an_.',m( :” - -l ——____|=0...{3)
Va' +3 v‘tm o) +m*
ye 3 L] :ll
L1 RF=0; -rm[ > —Jmﬂ =0 e+ (4) Fae
Ve +H’ u'{z_l} +(4)?
4
f B |f=1 i
[ The=1kN Tp,=1kN 1.,=1kN z=2m T S
; : 10kX
Toer =R —I}M-[L_]Jru}m:u Fur -
V’[r lm] +(4 m} V2
(k)

4m
Tlm}' I!m ]:"
[\'i[:r 1 m.] +(4 m}

20 kN —Tep» z—é e z_lzm )=
\/ﬂ +{3m) \[[z—lm} +(4 m)

iFT Pl 4

et —Tfggss T . =0
V)J‘ -I-{'lm} Vj{:x—l'm] + (4 m}

|

1}-#':
??m =find (T, T, Top )
Ten
T

Tyl [17.41
Tha|=]22.081 | N
Top| [21.287

Figura 7.8
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EJEMPLO RESUELTO 7.1.4.7

Determine la tension en cada segmento del cable mostrado en la figura, v 1a
longited total del cable

Paso (1): Construccitn del D.C L de todo el cable, figura 7.9 (b).

Paso (2): Determinamos las reaccionss en los apovos por equilibrio

5 YIF,=0; Ry, 60 kN—30 kN=0

R.d”::'l':rll EN + 30 EN =00 kN

+DEM:J='D;
—60 kN (4 m)—30 kN (x) + P(12 m)=0 ..-{1)

(@) A F=0; ~Iy 4+ P=0 i)

Determinamos M., segon la figura 7.9 (c).

b A +DE Mpy=10; Ry (8 m)— Ry (4m)=0
Ax
4 |I R—hiz R"'H %22"15 l‘.N
Smx
5 P=R,.=45 kN
- dm
% » Beemplazames en la ecuacién (1), para determinar
P
rund kN kN P
— — 30 ; y —
ke 60 kN (4 m)—30 kN (z) + P(12 m)=0
-—4m—-
x ! m==—ﬁﬂkﬁ-{4m]+?-[lim}=l“m
(k) 3 kN
Paso @: Determinamos las tensiones sobre los cables usando método de
laz zecciones.
Tension sobre el cable F, 5. fipura 7.0 (d).
+ i " 4 m
= 3 F.=0; Ry APl —— _|=0
2 2
V({am) +(8m)
x f F 2
- 4 5
Fapr=Hpp- \I( m) +{Em) = 1MLE23 kN
[ am
™
S0KN Fre
f Bm
o f 22 F,=0; Ry —Faye —_— =0
sl 3 . ! PO

(e)




A =g CONTINUACION
\I'I Y
= [dm] +{Hm]
=gy | — s = TH).623 kN A
e -‘!-cn: A x
Tensidn sobre el cable My, fizura 7.9 (e} -

& r—4m 4
N4 EF:!=“ ' #ie r =0 8
[1,#{M m)’ +(a)’ ]
F."L'E
Frpp=Pa ‘/[E__{ T]i+_{£'r_l':|=_]:54ug3 EN
r—4m
(4)
+ 1 2F= o : _|—a0 kN =0
r [ﬁm—mﬁh m}*]
¥
3 #
Fm::mm.[‘!j_!‘-f__“' T} i[f 'E]._]:m_nﬂ:im Feg
i =4
2 | 5
£
LIrM:\’(E m) +(4m) +VI{4 w) +(E—4m) =16155m T}ﬂm

1041, b.ﬂd

Respruesta = F:r] o l]ﬂ:i

[]=[10] m
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EJEMPLO RESUELTO 7.1.48

Determine las tensiones en los cables con el método de los nodos

Paso @: Para la solucion del presente problema haremos el uso del método

& de los nodos.
- Nodo B: Por equilibrio del D.C L de 1a figura 7.10 (a).
AR
r—dA A
g L}" EF::'=“; I].ﬂ:’."' - B “ —]}Ml[ - ]=“ ...[1]
*\5 Vie-a)" +(a)? Ve 487
- p2F=0;
3 e . 1 - 8
x4 Ve z = +Tgy- \)’:‘_?_mm:‘
low T Vie-0)" +(0) fast] L)
Nodo B: Por equilibrio del D.C L de 1a figura 7.10 (b).
(a)
L}" E}"*:l]; IJ—T}”'; = 1_24 =0 ...{:{}
Via—a) + ()"
m 4
e +TEFH'=“: .!":’;‘ = 3 —:H}-EN={I ---[-"1]
(w—1) +(1)*
Fs
x4 £ ‘__P X I Tpo=1EN Ti,=1kN P=1kN T=1m
r—4m 1
’q _ -T1 2 _n o —yr—— =u
30N He: a = BA [ .
[\/[I—-‘lﬂl] +(4m) ] TR
e
—ur'm-[ "_';' +1}M-[ )—m kN =0
: i 2, nd
(&) \/[::n—-l m) +(4m) 4" +8

T—4 m

Viz—1 m]’+{4m}”]

P-*f'm-[

30 kN=0

:TM:'[ 4 ::: : ]_
| \)1{1_4 m) 4+ (4 m)

Ty
Tia |- find (T4, Tpn, P
P (Tper1 Tpas P %)
&
(e) Tige: 54,088
Tua | =] 100,625 | kN
P 45

lz]=|10]m




JEJEMPLO RESUELTO 7.1.4.9

Determine la tensidn en cada sepmento del cable mostrado en la figura, ¥
longitad total 321 cable

1
v=-— wdz| dx

|
1 wer" /
= P [ = +f.‘,+z+{:'3] =0 y=10 Cy=0
i
" F=10 =0 =0 4 a— 2
EE N I ____________
t Im ¥
1l =
= - T L i
2.Fy | |
4 2
lm:_m'i':_{-'_ 4m=w'_{wm_i”_{-}_ 'ER X f ¥ F ¥ 1
T 2y 10 K/
a 18 m
wez,’ ws (18 m —1,)
n= Fy=
21 2.4 1
3 A
waE,” W (]E m—-.ru) solve ,x, G
2.1m 2.4 m —l:lthm]
Caf —
T, =6m w=10 kN -m"' ﬁ
. il’*-‘!ﬁ m-(lS m—:tr',,,}2 A |f—1z— 4m
F" = = 1““ H’h' F” = = 1““ H’h' o]
2.1m Sl T ey R
Im
| B
Determinacidn de la tensidn mixima
18m-x=
2
- dy
= 2. . = = Em{ﬂmh}
“Fy - Figura 7.11

T:=18m—-r,=12m
2araw

tan (8,,:.) = 2.F,

tan (B ) = zr;m —0.667 B, = Atan (0.667) = 33,703 deg
n

F
Tosr= o =216.366 kN
o8 (0,
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EJEMPLO RESUELTO 7.1.4.10 Determine la tensifn en cada segmenta del cable mosrado en 1z figues, ¥ la
lomgritud total del cabla

1
V= w x| dr

Hm I 1 [wex
&‘4 —— T ----—-——Lg y—r [ +C,e:r+{';‘2] =0 u=n =0
i [ {8 L =1 =0 =0
7 2-Fy
\ LY LY Y Ti=10m y=2.1m
w2 float 4
=2 ' osgi.mew
2.9
iy T 10 m-w  float 2
= tan (i} -~ Bl Lars (0 = — {342
dir () Fy (Ot} = 1 erete
Tm.l.x
| — -i/d Tn := tonne 0,4z = atan (0.42) =22.782 deg
[ { I8 Ton=15Tn
Ilm
Fy l 1
1 F
e = : e il Fy 1= 008 (Ops) » Tz = 1382.973 kg
cos (05
. F,
Figura 7.12 Fy=2381.m.w -m.—-_-.—" = 580084 k!l
23.81-m m




7.1.5. EJERCICIOS PROPUESTOS

22 7.1 Determine la tensidn en cada cable, y la flecha ¥,

de la figura 7.13

]

d A

0
|

€rcic

-

73 Determinar la Tuerza F, de tal modo gue el seg-
mento CD permanczea borizontal, ademas, determine la

2Tn

iTn ¥

Figura 7.13

-'Gm—|-— 10m —I-im—"

tensione en los cables y la Oecha yg 7.15

Hir
L4
B

3l

== T =p=1_5m

....................... .
vd
[
D
*F 5l A
4m
Figura 7.15

7.5 El sistema de cables gue se muestra en la figura
T.17. Determine las tensiones en los eables y las Mechas

Yb ¥d

Ty e

7.2 Determine la tension en cada segmento del cable y
la longitud total del cable mostrada en la figura 7.14

Figura 7.14

7.4 Determine la fuerza F, de tal forma que cada seg-
mento del cable soporte una lension de 50 kN, 7.16

Figura 7.16

7.6 Deferminar las tensiones en los cables, la fuerza F
¥ la MMecha vy, de Ta Gigura 7.18

lm E
___________ L
[ _|/ﬂ
15m
Im
D
Yoy G ]
10N
| F
——Im dm t—4.3m 1.5m~—

Figura 7.18
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7.7 Determinar las tensiones en los cables v la flecha 7.8 El cable soporta lacarga F y 33 kN, determine dicha

Xj, de la figura 7,19 fuerza F para que xp=3m de la figura 7.20
D AT o ATS
I i i [}
1m | im i S i
-] i | o F oSSR
45Tn ! H
! EERT !
im I Tm i
i i
i i
20Tn : 1
— T | g Xh 1
5 I F 5 :
Im | 4m i
i [ i
| | g
A A
Figura 7.19 Figura 7.20

7.9 Determine la fuerza F. para que el cable BC per-  7.10 Determine las tensiones en los cables, la longitud
manezea vertical, ademas, caleule xy, en Ia figura 7.21  otal del eable v &y, de la siguiente figera mostrada 7.22

£ [
i 1
i b e | ) -
{ _j 33m :
25m ! | !
31 KM 1 T__‘;jﬁ?c i
- i
= i :
| m ]
| ]
1 i
1 i
: (]
x ! i
1 il:
£

=
=
=

L

™
i
{

[}

NS
|

(]
-
i |
5
L3

X Figura 7.22
Figura 7.21

7.11 Determinar el centro de gravedad del drea som- 7,12 Determinar el centro de gravedad del drea som-
breada mostrada en la Nigura 7.23 breada mostrada en la figura 7.24

E.l
1l

[ A ——

1"1“["1- 7.23 F-I,E-m 7.24
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