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Prefacio

El presente material académico tiene como fin, guiar y facilitar el aprendi-
zaje de los espacios vectoriales euclidianos y las operaciones fundamentales
que se desenvuelven alli. Se presenta diversidad de ejemplos para hacer mas
comodo la comprensién de los conceptos y la aplicacion de las propiedades.
Este material debe ser complementado con trabajo de investigacién biblio-
grafica adicional, de tal manera que pueda reforzar el contenido tedrico y
procedimental con problemas que afiancen sus capacidades matematicas pa-
ra el manejo de modelos matematicos que seran inherentes a la formacion
profesional de un estudiante de ciencias e ingenieria.

Esta sesion estd orientada a que el estudiante aplique el pensamiento
critico en la indagacidn, andlisis e interpretacion de temas de su formacién
profesional, asi también, conoce y utiliza estrategias de aprendizaje y hdbitos
de estudio y trabajo, seleccionando los que le son ttiles seglin sus necesidades
de aprendizaje.

Algunas gréaficas que aparecen en el texto se realizaron con el software
MAPLE 16 y Geogebra; asimismo, de los problemas resueltos y de los que
se proponen en esta obra, muchos de ellos estdn propuestos en los textos que
aparecen en la bibliograffa.



1.1

Introduccién

El estudio del cdlculo diferencial e integral de funciones reales de variable
real resulta insuficiente cuando se trabaja con problemas que involucran més
de dos variables. En ese sentido, es necesario ampliar el estudio del calcu-
lo diferencial e integral a espacios mds generales, siendo esta necesidad la
de involucrar espacios vectoriales. Pero el espacio vectorial en si, es muy
general para lo que se pretende estudiar en esta capitulo. Las funciones vecto-
riales de variable vectorial solo requieren de espacios vectoriales euclidianos
n—dimensionales, que denotaremos mas adelante como R”

Nocidén de espacio vectorial y vectores

Los conceptos que se presentan en esta unidad, son muy importantes
porque dan fundamento a toda la teorfa que se desenvuelve en el cilculo
vectorial, por lo cual es indispensable que se haga un recorrido breve de las
nociones bésicas de espacio vectorial sobre un cuerpo! y vectores. Para esto

Todos los espacios vectoriales se definen sobre un cuerpo. Un conjunto no vacio al que
denotamos con K, es un cuerpo si estd dotado de la operaciones de adicién (+) y producto (-),
cuyos elelementos satisfacen los siguientes axiomas:

1. Parala adicién

a) Paratodo x,y € K: x4y € K. (Cerradura)

b) Paratodo x,y € K: x+y = y+x. (Conmutatividad)

¢) Paratodox,y,z € K: (x+y)+2z=x+ (y+2). (Asociatividad)

d) Existe en K un elemento denotado con 0, tal que: x+ 0 = x, Vx € K. (Existencia
del elemento neutro aditivo)

e) Para cada x € K existe un elemento —x € K, tal que: x+ (—x) = 0. (Existencia del
inverso aditivo)

1. Espacios vectoriales euclideos



2 1. Espacios vectoriales euclideos

debemos tratar primero algunos ejemplos con los cuales se comprenda el
concepto de espacio vectorial y la nocién abstracta que adquieren los vectores,
para luego tratar el conjunto R” como un espacio vectorial y la representacion
geométrica que estos tienen en el caso de R? y R3.

Definicion 1.1.1 El conjunto W es un espacio vectorial sobre el cuerpo de
los escalares K (donde K = R o K = C), si dotado de la operacion adicién

+: WxW —W
(wi,wa2)  — wi+w2

y la operacién producto por un escalar

KxW —W
(k,w) —kw

satisface los siguientes axiomas:

1. PARA LA ADICION

a) Para todo wi,wr € W, wi +wy € W.(Ley de la cerradura o
clausura)

b) Para todo wi,wy € W, wi +wy = wy +w;. (Ley de la conmu-
tatividad)

¢) Para todo wi,wp,w3 € W, (wi +wp) + w3 = wi + (w2 +w3).
(Ley de la asociatividad)

d) Existe un tnico elemento en W denotado por 0, el cual es
llamado vector cero, de tal manera que: O+w=w+0 =w,
para todo w € W. (Existencia del elemento neutro)

e) Para cada w € W existe un uUnico elemento en W denotado
por —w, tal que: w+ (—w) = (—w) +w = 0. (Existencia del
elemento inverso aditivo)

2. PARA EL PRODUCTO POR UN ESCALAR
a) Paratodow € W y paratodo k € K, kw € W.
b) Paratodow e W, 1l.w = w.

2. Para el producto
a) Paratodo x,y € K: x-y € K. (Cerradura)
b) Paratodo x,y € K: x-y =y-x. (Conmutatividad)
¢) Paratodo x,y,z € K: (x-y)-z=x-(y-z). (Asociatividad)
d) Existe en K un elemento denotado con 1, tal que: x- 1 = x, Vx € K. (Existencia del
elemento neutro multiplicativo)
e) Paracadax € K— {0}, existe en K un elemento que denotamos con x~ !, tal que:
x-x~1 = 1. (Existencia del inverso multiplicativo)
3. Paracadax,y,z € K:x-(y+z) =x-y+x-z (Distributividad)
Los ejemplos cldsicos de cuerpo son los reales R y los complejos C.
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¢) Paracualesquiera ki, k, € K,y todow € W, k; (kaw) = (k1kp)w.
d) Para todo k € K, y calesquiera wi,wy € W, k.(w; +wp) =
kwi + kws.

Siendo W un espacio vectorial, cualquier elemento de W se llama vector,

es decir, un vector es elemento de algiin espacio vectorial. Los siguientes
conjuntos son espacios vectoriales.

= Ejemplo 1.1 El conjunto W = C([a,b]) = {f : [a,b] = R/ f es continua},
es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales R. "

Tomando f y g cualesquiera en C([a,b]), la adicién de f con g es la
operacién usual desarrollada en lo primeros cursos de cdlculo, en este caso,
f + g estd dada por

(f +8)(x) := f(x) +8(x), Vx € [a,]]

y para un escalar k € R, la operacién del producto por un escalar se desarrolla
mediante

(kf)(x) := kf(x), Vx € [a, D]

Con estas operaciones y usando el hecho que R es un cuerpo y las propiedades
de la continuidad de funciones, se verifica los axiomas de espacio vectorial:
1. Para la adicién, sean f,g,h € C([a,b])
a) f+gescontinua, porlo tanto f+g € C([a,b]).(Ley de la cerradura
o clausura)
b) Paratodo x € [a,b], se tiene f(x),g(x) € R, con lo cual

(f+8)(x) = fx)+gx) =glx)+f(x) = (g+f)(x)

Luego f+g =g+ f. (Ley de la conmutatividad)
¢) Paratodo x € [a,b], se tiene f(x),g(x),h(x) € R, entonces

[(f+8)+h(x) = (f+8)x)+h(x)=f(x)+g(x) +h(x)
FO)+(g+h)(x) +[f + (g + 1) (x)
Luego, (f+g)+h= f+ (g+h). (Ley de la asociatividad)

d) La funcién 8(x) =0 € R, Vx € [a,b] es la funcién cero y es conti-
nua en [a,b], por lo cual 6 € C([a,b]), ademis,

(f+0)x) =f(x)+6(x) = f(x) +0 = f(x)

Asi, existe la funcién cero en C([a,b]) denotada por 6 tal que
: f+ 0 = f, para todo f € C([a,b]). (Existencia del elemento
neutro)
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e) Paracada f € Cla,b] y cada x € [a,b], se tiene f(x) € R, de donde
—f(x) € R. Siendo que — f es continua en [a, b], entonces — f €

C([a,b)) y
0=fx)+(—fx) = [f+(=Nlx) = 6(x)

Asi, existe —f en Cla, b], tal que f+ (—f) = 6. (Existencia del
elemento inverso aditivo)
2. Para el producto por un escalar, Sean k,ki,ky € Ry f,g € C([a,b]).
a) kf es continua en [a, b], por lo tanto, kf € Cla,b].
b) Siendo que para todo x € [a,b], (1- f)(x) =1 f(x) = f(x), enton-
cesl-f=f.
¢) Paratodo x € [a,b],

[k (ko f)] (x) = ki (ko f ) (x) = ki ko f (x) = (kika) f (x) = [(kik2) £](x)

Por lo tanto, k| (ko.f) = (kik2) f-
d) Paratodo x € [a,b],

k- (f+8)lx) = k(f+8)x)=k(f(x)+g(x))
= kf(x) +kg(x) = [kf +kg](x)

Luego, k- (f+g) =kf +kg.
Verificados los axiomas de espacio vectorial, se concluye que C([a,b]) es un
espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales R. En este caso, los
vectores de este espacio son las funciones continuas en [a, b).

= Ejemplo 1.2 El conjunto W = L![a,b] = {f: [a,b] =R/ [? f(x)dx < 00},
es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales R, donde la
operacidn de adicién y de producto por un escalar es como en el ejemplo 1.1. =

En este caso, para cada f,g € L'[a,b] y cada escalar k € R, se tiene que
f+gkf € L'[a,b]. Los demds axiomas se comprueban de manera similar al
ejemplo 1.1 y los vectores de este espacio son funciones integrables en [a, b].

= Ejemplo 1.3 El conjunto
w :men(R) = {[a,»j]mxn D ajj S R,Vi = 1/,;1,‘#] = 1/,\}’1}

estd conformado por todas las matrices de orden m X n con entradas a;; en R,
donde,
aip  apz - Qi
a1 axp - axpy
[aij]mxn =

aml  Am2 -+ dmn



1.1 Nocién de espacio vectorial y vectores 5

Sean A = [a;j|mxn, B = [bijlmxn en M™*"(R) y k cualquier escalar en R. La
operacién de adicién en M™*"(R) estd dada por

ann+bin  anp+bi - ai+bi,

a1 +by  ap+by - axy+by
A+B=[a;jj+Dbjjlmxn = : . . :

aml +bm1 am2+bpa 0 Aun b

mientras que el producto por un escalar se define mediante

kayy  kapp -+ kay,

kar; kaxy ---  kay,
kA = [kaij]mxn - .

kani  kany, -+ kag,

Si tomamos las matrices A = [a@j]mxn, B = [Dijlmxn, C = [Cij]mxn en M"™"(R),
los escalares k,kj,k» en R y usamos el hecho de que R es un cuerpo, se
comprueba lo siguiente:
1. Para la adicién e
a) Vi=1,myVj=1,n, se tiene que a;; +b;; € R, luego A+ B =
[aij+ bijlmxn € M™"(R). (Ley de la cerradura o clausura)
b) A+B = [a;ij+Dbijlmxn = [bij+aijlmxn = B+A. (Ley de la conmu-
tatividad)
¢) (A+B)+C = [ajj+bijlmxn + [cijlmxn = [(@ij +bij) + Cijlmxn =
[ai + (bij + ¢ij)lmxn = [@ijlmxn + [bij + Cijlmxn = A+ (B+C).
(Ley de la asociatividad)
d) Vi= 1/7;1 yVj= 1/,\n, se define 0;; = 0 € R, asf existe la matriz

00 0
0=1[0ilman=1{. . . .|EMR)
00 0

tal que,
A+0= [aij+0ij]mxn = [aij+0]mxn = [aij]mxn =A

es decir, A + 0 = A. (Existencia del elemento neutro)
e) Siendo que a;; € R, Vi = 1 myVj= 1 n, entonces —a;; € R,
ademas,

[_aij]mxn = [(—l)aij]mx,l = _[aij}mxn —_Ac Man(R)
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Con esto,
A+ (—A) = [aijlmxn + [=aijlmxn = [@ij — Gijlmxn = [0ij]mxn =0

Asi, para cada A € M™*"(R) existe un tnico elemento en —A €
M™"(R) tal que: A+ (—A) = 0. (Existencia del elemento inverso
aditivo)
2. Para el producto por un escalar
a) Para cada k € R y para cada a;; € R acontece que ka;; € R, luego

kA = [ka;j]mx,, S men(R)

b) Paratodo A GMmX"(R), 1A= (l)[a,-j]mx,, = [(l)aij]an = [a,'j]an =
A.
) ki(koA) = ki[koaijlmsn = [k1(k2aij)lmxn = [(k1k2)aijlmxn =
(kika)[@ij]mxn = (kik2)A.
d) k.(A+B)=kla;j+Dbijlmxn = [k(aij+bij)lmxn = [kaij+kbjjlmxn =
[kaij]mxn + [kbij]mxn =kA+kB.
Como los elementos de M™*"(R) satisfacen los axiomas de espacio vectorial,
entonces M™*"(R) es un espacio vectorial sobre el cuerpo R y sus vectores
son matrices de orden m x n con entradas en R. .

Hay una abundancia de ejemplos de espacio vectorial en los cuales es
menester notar que sus elementos, los vectores adquieren una nocién bien
abstracta, como funcidn, matriz, sucesion, etc.

A continuacién, nos ocuparemos de un espacio vectorial muy especial,
para ello empezamos con el conjunto

W=R"={x=(x1, - ,X)/x1,X2, - , Xy € R} (1.1)

en el cual se define las operaciones de adicién y producto por un escalar,
respectivamente, mediante:
Para vectores cualesquiera x,y € R" conx = (x1,--+ ,xp) ey = (¥1,** ,¥n)
+: R"'xR" —R"
(xy) —xty

donde:
X+y:i= (X1 +y,x24+y2, X+ ) (1.2)

RxR* —R"
(nx) —r-x
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donde:

reX = (rxg, o, ,rx,) (1.3)
Con estas operaciones, para cualesquier, X = (X1, ,X,), ¥ = (V1,"** ,Jn)s
z=(z1,"-,zn) en R" y k, k1, k> en R, se verifica lo siguiente:

1. Para la adicién .
a) Paracadai=1,n, se tiene x; +y; € R, luego

X+y=(x1+y1, X +y.) €R"

(Ley de la cerradura o clausura)
b) Para cada i = 1,n, se tiene x;,y; € R, luego

X+y:(x]+yl7'“7xn+yl’l):(y1+x17“'7yn+xﬂ):y+x

(Ley de la conmutatividad)

¢) Paracadai= 1,/\n, se tiene x;,y;,z; € R, luego [x+y]+z = (x; +
Vi, 7xn+yn)+(zly"‘ 7Zn):((xl +y1)+217"' 7(xn +Yn)+zn):
(xl +(yl +Z])a"' axn+(yn+zl1)):(x17"' 7xn)+(yl+zla'“ yYnt+
Zn) = X+ [y +z]. (Ley de la asociatividad)

d) Paracadai= 1/,71, se define 0; = 0, asf existe 0 = (0y,---,0,) =
(0,---,0) € R" tal que,

x+0=(x;+01, -, x,+0,) = (x1+0,--- ,x,+0) = (x1,-- ,x,) =X
En este caso el elemento neutro de R” es 0 = (0,--- ,0). (Existen-

cia del elemento neutro)
e) Paracadai=1,n, se tiene que x; € R, asi también —x; € R, luego

(=x1,,=x) = (=Dt (= Dx) = (=1) (k1 yo) = —x €R?
Asi, paracadax = (x1,--- ,x,) € R?, existe —x = (—x1,++,—x,) €
R" tal que,

X+(_X) = (.X] — X1, ,x,,—x,,) = (07 70) =0

(Existencia del elemento inverso aditivo)
2. Para el producto por un escalar
a) Paracadai=1,n, x; € R,y con esto, kx; € R, luego

(k)ﬂ,"' 7kxn) :k(xlv"' 7x") =kxeR"

b) Siendo que 1x; = x;, Vi = 1/,\}’1, entonces 1-x = (1xy, -+, lx,) =
(x1,+ ,xp) = X.
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¢) Paracadai= 1/,\n, se verifica kj (kpx;) = (k1k2)x;, y con esto se tie-
ne que k] (k2 'X) = k] (kle I ,kzxn) = (k] (kle), e ,k] (kzxn)) =
((kikp)xy, -+, (kika)x,) = (kikz)x. Por lo tanto,

k1 (kz ~X) = (klkz)x

d) k(X+Y):k(X1 + 1,0 7xn+yn): (k(xl +y1)7"' ,k(anr)’n)):
(kxl‘f'k)’l,"' 7kxn+k)’n) = (k.XI,"' ;kxn)“"(k)’h”' 7k}’n) =
k(xi,-+,x0)+k(y1, -+ ,yn) = kx+ ky. Por lo tanto,

k-(x+y) =kx+ky

Siendo que las operaciones definidas en (1.2) y (1.3) satisfacen todos los
axiomas de espacio vectorial, entonces R" con dichas operaciones es un
espacio vectorial sobre el cuerpo R.

Definicién 1.1.2 El espacio vectorial R” sobre el ecuerpo de los nimeros
reales R con las operaciones de adicién y producto por un escalar definidas
en (1.2) y (1.3) se denomina espacio vectorial euclidiano n—dimensional.

En lo referente a las aplicaciones en el drea de fisica, son importantes los
espacios vectoriales R? y R3, aqui los vectores (elementos de R? o R?) tienen
una representacién geométrica especial que sirve para interpretar la velocidad,
aceleracidn, fuerza, campos vectoriales, etc.

Observacion
En Fisica es costumbre representar geométricamente un vector de

R2 (0 de R?) con una flecha, en la cual estén asociadas la magnitud
(tamafio del vector), la direccién y el sentido(indicado por la cabeza
de flecha).

W
s

Figura 1.1: Representacién geométrica de un vector de R? o R3.

Por ejemplo, la representacion geométrica de un vector cualquiera v = (a,b)
en R?, es como en la figura 1.2, donde P, es el punto inicial y P, el punto final.
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Hay que tener en cuenta que el desplazamiento en a y en b se toman segtin el
signo. Con a positivo, corresponde un desplazamiento horizontal a la derecha
de a unidades, mientras que con a negativo, el desplazamiento es horizontal
de |a| unidades a la izquierda. Para b positivo, el desplazamiento es vertical
con b unidades hacia arriba, mientras que para b negativo el desplazamiento
es vertical con |b| unidades hacia abajo. Aqui, hay que indicar que un vector

Y
Py

Py

Figura 1.2: Representacion geométrica en el plano del vector v = (a,b)

puede dibujarse en cualquier parte del plano, es decir, puede tomar como punto
inicial cualquier punto del plano. Observe la figura 1.3

/ pd 2 /zf

Figura 1.3: Representacion geométrica de un vector v en cualquier parte del
plano.

= Ejemplo 1.4 En la figura 1.4, se representa los vectores u = (4,6) con punto
inicial en C(4,2) y punto final D(8,8), el vector v = (—8,2) con punto inicial
en A(—2,2) y punto final B(—10,4), y el vector w = (8, —2) con punto inicial
en E(2,—2) y punto final F(10,—4). .
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D
8
6
<
B
v 4
A o]
2 ¢
-10 i iy 4 2 ) 2 4 6 8 10 12
E
-2 L
w F
4 L ]

Figura 1.4: Representacion geométrica los vectores u, vy w con sus respectivos
puntos iniciales y finales.

Observacion
En el caso de R?, la direccién de un vector v = (x, y) estd determinada

por la inclinacién o el dngulo 6 que el vector determina respecto del
sentido positivo del eje X. Dibujando el vector con punto inicial en el
origen se tiene que 6 = arctan %, x # 0 (ver figura 1.5)

Y

Figura 1.5: Angulo de un vector de R,

Observacion
Para la representacién geométrica de un vector v = (a,b,c) € R3, el

proceso es semejante al caso de R? y se muestra en la figura 1.6.
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z
Py

/ N

P, a Py

Figura 1.6: Representacion geométrica del vector v = (a, b, c) en el espacio.

La representacion de estos vectores no es muy fécil de realizar. En el siguiente
ejemplo hacemos una muestra con Geogebra.

= Ejemplo 1.5 La representacion de los vectores u = (4,5,4), v=(—6,4,3)
y w = (0,—6,3) se hace tomando el punto inicial en (0,0,0). Se muestra en la
figura 1.7 "

Figura 1.7: Representacion geométrica de los vectores u, vy w del ejemplo
L.5.

Observacion
Tenga en cuenta que la cabeza de flecha que se pone en el punto

terminal de un vector v de R? o de R3, nos indica el sentido del vector.
Para dibujar el vector —v (opuesto de v), ponemos la cabeza de flecha
en el punto inicial, como en la figura 1.8.
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Figura 1.8: Representacion del opuesto de un vector.

Para la representacién geométrica de la adicién de u y v, ya sea en R? o R?,
ponemos el vector v a continuacién del vector u, luego unimos el punto inicial
de u con el punto final de v y obtenemos el vector u+ v, cuya representacion
estd en la figura 1.9.

Figura 1.9: Representacion de la suma de los vectoresu 'y v.

Observacion
Al vector u + v también se le denomina resultante de u con v.

Para obtener la representacién geométrica de u — v se tiene en cuenta que
u—v=u+ (—v). Procediendo en forma similar a como se hizo con la repre-
sentacion de la adicidn, se toma el vector u y a continuacién el vector —v, se
une el punto inicial de u con el punto final de —v y se obtiene la representacion
de u— v, esto se muestra en la figura 1.10. Este procedimiento, es vélido tanto
en R? como en R3, siempre teniendo cuidado con el sentido de los vectores.
Comparando a R? o R? como objetos de la geometria y como espacios
vectoriales; desde el punto de vista de la geometria analitica, los elementos en
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Figura 1.10: Representacién de u —v.

R? 0 en R3 son puntos, mientras que considerados como espacios vectoriales
sus elementos son vectores. Para no confundir los términos, explicamos al
lector que un punto puede ser considerado como un vector, el cual es dibujado
tomando como punto inicial el origen. Por lo tanto, cuando se mencione punto,
nos estaremos refiriendo a un vector que parte del origen y tiene como punto
de llegada el punto en referencia (en fisica se reconocen los puntos como
vectores de posicion, es decir aquellos vectores que son dibujados tomando
como punto inicial el origen; los vectores que son dibujados tomando como
punto inicial cualquier posicién que no es el origen son conocidos como
vectores localizados).

= Ejemplo 1.6 Sise tomau=(—3,4) y v=(4,1), entonces la resultante es
u+v=(-3,4)+(4,1) =(1,5). Observe la figura 1.11. .

u+y

Figura 1.11:
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= Ejemplo 1.7 Sisetomau=(—3,4)yv=(4,1),entoncesu—v=(-3,4)—

(4,1) = (—7,3). Observe la figura 1.12. .
Jy
—N S
U\ v 1 /
X
Figura 1.12:

= Ejemplo 1.8 Con los vectores u = (—8,2) y v = (3,4), se tiene que u+v =
(—5,6) yu—v=(—11,—2). Observe la figura 1.13. Tenga en cuenta que

u i
5
QX
L
4
N
/
3
{TE=S A
2
u 1
X
-8 -7 i 5 -4 3 -2 0 1 2 3
Figura 1.13:

para efectuar la suma y diferencia de los vectores de manera geométrica, se
puede disponer los vectores u y v en un paralelogramo, de tal manera que los
vectores u-+ vy u— v resultan ser las diagonales. "

Observacion
Dos puntos py y p; en R” definen el vector v que va de pg (como
punto inicial) al punto p; (como punto final) mediante

V= popi =P1— Do (1.4

La figura 1.14 ilustra esto
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Po

Figura 1.14:

= Ejemplo 1.9 Considere los puntos A(—5,1), %—1,5), C(1,4)yD(7,1).El

=B—A = (4,4), mientras
que el vector v que va del punto C al punto Des v=CD =D —C = (6,-3).
Esto se observa en la figura 1.15. "

vector u que va del punto A al punto Bes u =A

Y

Figura 1.15:

= Ejemplo 1.10 En R* tomamos los puntos A(—3,1,0,2) y B(—1,3,5,-3),
el vector v que va del punto A al punto B es:

V=AB=B—A=(-1,3,5-3)—(~3,1,0,2) = (2,2,5—5)
n

Definicién 1.1.3 Sea W un espacio vectorial sobre un cuerpo K, la aplica-
cién
[I: W= [0,400)

1.5
x> || (1)
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es una norma en W, si satisface las siguientes propiedades

1. ||x]| >0,VxeW,y, |x]| =0<x=0.

2. x| = |r||Ix||, VFe Ky ¥Yx e W.

3. Ix+yll < lIxl+llyll, vx,y € W.
Un espacio vectorial que estd dotado de una norma se denomina, espacio
normado. En este caso (W, || - ||) o también W), es espacio normado.

En el espacio vectorial R”, para cualquier x = (x1,x2,- -+ ,x,) € R” se trabaja
con las siguientes normas:
1. Con el entero positivo p, se define la norma p mediante:

1
X[l := (fer[” + eal” + - [xa ] ”) 7 (1.6)

En el caso de que p = 1, lanorma 1 en R” queda asi:
IXl[r = ber| + bea| 4+ - + (1.7)

En el caso de que p = 2, la norma 2 en R" queda asi:

Il = /b P bl 2 (1.8)

Esta norma se le denomina norma euclidiana en R", es la norma la usual
o clésica con la cual se trabaja en los cursos de cdlculo en ingenieria.
2. Lanorma infinita o norma del maximo en R” se define de la siguiente
manera
[[Xloo := max {|xi ], [xa], - Jxal} (1.9)

La norma mide el tamaifio o longitud de un vector. Ac4, es interesante notar
que la longitud de un vector depende de la norma con la cual se calcule. En
el siguiente ejemplo se muestra como se encuentra la longitud del vector con
diferentes normas.

= Ejemplo 1.11 El vector v que va del punto A(3,8,—2) al punto B(7,—4,—5)
es
v=AB=(4,-12,-3)

La longitud del vector v, que viene a ser la distancia del punto A al punto B,
segun las normas que acabamos de ver, es como sigue:
1. Con la norma p = 1, aplicando (1.7):

[Vllv =114, =12, =3)[[s = [4[ + [ - 12[+[ =3[ =19

2. Con la norma p = 2, aplicando (1.8)

VIl = (4, ~12,-3)) [l = /4P + | 122+ |- 3P = V169 = 13
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3. Con la norma p = 3, aplicando (1.6)

[vls=1((4,-12,-3))3= {/I4\3 +| = 12P +| =33 = V1819~ 12,21
4. Con I norma del mdximo, aplicando (1.9)
HV||°° = ||((47 _12a _3))H°° :méx{|4|, | - 12|a | _3|} = méx{4, 1273} =12

En este caso, segiin la manera usual o cotidiana que estamos acostumbrados
a medir longitudes (o distancias), la longitud del vector v seria con la norma
euclidiana, es decir, la longitud del vector es ||v||; = 13. .

Definicion 1.1.4 Sea v = (vi,v;,---,v,) € R”, la longitud del vector v
segun la norma euclidiana es

vl = Ivll2 = \/v%+v§+—+v2 (1.10)

De aqui en adelante, || - || representard la norma euclidiana, salvo que se indique
otra cosa.
Definicién 1.1.5 Sean P = (x[,x2, - ,X,) Y Po = (y1,¥2," -+ ,¥) dos pun-
tos en R”. La distancia del punto P; al punto P, es

d(PLP2) = [Py = Pil = /(1 —00)2 (2 =32 4 - (i — )2
(1.11)

Esta es llamada métrica euclidiana, en vista que se define en base a la norma
euclidiana.
= Ejemplo 1.12 La distancia del punto A(—3,5,1) al punto B(2,3,—4) es
d(A,B) = [[B—A[ = |(5,-2,-5) = V54
| |

Definicion 1.1.6 El vector u € R” para el cual |Ju|| = 1, se llama vector
unitario.

Observacion
Para cualquier vector v € R" — {0}, se cumple que

v

u=—
(vl
es un vector unitario.

Cabe mencionar que el elemento cero de R" sera escrito como 0, siendo en
este caso 0 = (0,0,---,0).
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Independencia lineal

Definicién 1.2.1 Sea W un espacio vectorial sobre el cuerpo R y sean vy,
Vo, -+, V;y Vectores en W. Para cualquier coleccion de escalares Ay, A7, -+ , A, €
R, la expresion

Mv1+ v+ A Ay Vi

se denomina combinacion lineal de vy, v;, -+ -, V,,.
= Ejemplo 1.13 Sean fi(x) = 1, f>(x) = x y f3(x) = x? funciones en C([0, 1]),

entonces

MA+ML+A3]3, M,d, A3 €R
es combinacién lineal de fi, f> y f3 en C([0,1]). .
= Ejemplo 1.14 Una combinacién lineal de los vectores u = (—2,3,-5),

v=(0,2,4)yw=(3,0,—1)enR3es

2(-2,3,-5)—-6(0,2,4)+3(3,0,—1)

Observacion
De aqui en adelante asumiremos que todo espacio vectorial estard
definido sobre el cuerpo R.

Observacion
Sea W un espacio vectorial y M = {vy,---,v,} C W. Si existen esca-
lares Ay, -, Ay, € R tal que

u=Avi+-+ vy

entonces decimos que u es una combinacion lineal de los elementos
de M.

= Ejemplo 1.15 Sean v; = (—2,5) y v = (3,—2), entonces u = 2v; —3vy es
una combinacion lineal de v; y v», en este caso,

u=2v; —3vy =2(-2,5)—3(3,-2) = (—13,16)

= Ejemplo 1.16 Sean v; = (0,—1,2), vo = (2,4,—-3) y v3 = (2,0,—2). En-
cuentre la coleccién de escalares que hacen que u= (1, —2, 1) sea combinacién
lineal de v, vo y v3 .
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Resolucion

Sean A1, A, y A3 los escalares para los cuales u es combinacién lineal de los
vectores Vi, V2 ¥ v3, es decir, u = A,V + AV, + A3v3. Desarrollando esta
ecuacion se tiene
(17_271) = A‘l(oa_laz)+A‘2(2a47_3)+l3(2a07_2)
= (212 +2A3,— A +44,,2A1 — 34, — 2)‘3)

que igualando componentes se tiene el sistema

20, +243 =1
—M+4d =2
20 =30 -2 =1
que al resolver se obtiene: A; = %, A= f% y Az = %. Con estos resultados
se verifica que
6 2 11
u= ?Vl — ?Vz + aV:ﬁ

Observacion
Si en R? hacemos i = (1,0) y j = (0, 1), todo vector de R? es combi-

nacion lineal de los elementos de B, = {i,j}
Basta tomar cualquier vector v = (v, V) € R?, se tiene
v=(vi,v2) =vi(1,0) +v2(0,1) = vii+v2j
En forma similar se tiene:
Observacion
En R3 hacemos i = (1,0,0), j=(0,1,0) y k = (0,0, 1), todo vector de

R3 es combinacién lineal de los elementos de By = {i,j,k}. Tomando
cualquier vector v = (v1,v2,v3) € R3, se tiene

v=(v1,v2,v3) =v1(1,0,0)+v2(0,1,0) +v3(0,0,1) = vii+v2j+v3k
Definicion 1.2.2 Sea W un espacio vectorial sobre el cuerpo Ry M =

{v1,v2,-++,V;u} C W.El conjunto que consiste de todas las combinaciones
lineales de los elementos de M se define como

span (M) = {Aivi+Avo+ -+ AV @ A, A0, A4, €RY (1.12)
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Uno de los primero resultados es que 0 € span (M), pues tomando A; = 0, para
cadai=1,---,m, se tiene

0=0v;+---+0v,

Definicion 1.2.3 Sea W un espacio vectorial y M = {v{, vy, ,V,,} CW.
Los elementos de M son linealmente independientes (l.i) si para toda
combinacién lineal A;vy + A,V + -+ -+ A,,v,,, de los elementos de M,

MVi+ v+ -+ Ay, =0implicaque A; =4 =---=24,=0

Si la implicacién anterior no es cierta, es decir, alguno de los escalares lj es
distinto de cero, entonces decimos que los elementos de M son linealmente
dependientes (1.d).

La independencia lineal nos dice que es imposible escribir cualquiera de los
elementos de M en funcién de los otros. Ilustramos esto en los siguentes
ejemplos

= Ejemplo 1.17 Tomemos el conjunto B3 = {i,j,k}. Para cualquier combina-
cién lineal Ai+ A2j + AsK se tiene

(ﬂ,l,)l,g,lj,) :)Lli+ﬂ,2j+l3k:0: (0,0,0) :>A,1 :7@:)»3 =0

Esto significa que los elementos de B3 son (l.i); es decir, ninguno de los
elementos de B3 puede escribirse en funcién de los otros. Para comprobar lo
dicho, vamos a suponer que si es posible, por ejemplo, podemos suponer que
k se escribe en funcién de iy de j, si esto es asi, existen escalares r,s € R tal
que

k=(0,0,1)=ri+sj=(r,5,00=r=0,5s=0y1=0

lo que es una contradiccidn, por lo tanto, es imposible que k dependa de iy de
j- La misma contradiccion acontece en los otros casos. .

Confirmamos lo escrito mds arriba, en un conjunto de vectores (1.i), nin-
guno de ellos puede depender de los otros.

= Ejemplo 1.18 Considere los vectores v; = (1,0,1), v = (0,1,—1) y v3 =
(2,—1,3). Para averiguar si son (1.i) o (1.d) tomamos cualquier combinacién
lineal e igualamos a 0. En efecto,

l1(17071)4>A'2(0a 1371)4»}'3(2371;3) =0= (0,0,0)

(A +243,4 — 23,41 — A2 +343) = (0,0,0)
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Esto nos lleva al sistema de ecuaciones

M+243=0

A—A3=0

M—A+323=0
De las primeras ecuaciones, A| = —243 y A, = A3, que al poner en la tercera
ecuacion, esta se cumple. Asf hacemos A3 = a y se tiene: 4 = —2a y A, = Q.
Tomando a = —1, es fécil verificar que A, =2, A, = —1, 43 = —1, lo que

significa que los vectores son linealmente dependientes, ademads,
2vi—vr—v3 =20
de donde se observa que

1 1
V1:§V2+§V3, vy = 2V| — V3, V3 =2V| —Vp
Estas expresiones son importantes porque nos muestran como cualquiera de
los vectores estd dependiendo de los otros. Caso que no ocurre cuando son

(Li). .

Definicion 1.2.4 Sea W un espacio vectorial. El conjunto B C W es una
base de W, si B es un conjunto linealmente independiente y W = span(B).
En otras palabras, B es un conjunto linealmente independiente y cualquier
elemento de W es expresado como una combinacién lineal de los elementos
de B.

El conjunto B> = {i,j} y el conjunto B3 = {i,j,k} son bases de R?> y R?
respectivamente. Se llaman bases candnicas.

= Ejemplo 1.19 El vector w = (6, 10, 3) tiene coordenadas 6, 10,3 en la base
canénica de R, mientras que si escogemos la base

B=1{(1,2,0),(0,1,1),(4,5,2)}

entonces w = 2(1,2,0)+1(0,1,1) 4+ 1(4,5,2), luego las coordenadas de w en
labase Bson2, 1, 1. M

Del ejemplo 1.19 se tiene que las coordenadas de un vector dependen de
la base que se escoja, de modo general diremos que las coordenadas de un
vector cambian cuando la base del espacio cambia. Es de mencionar que las
coordenadas del vector cero(nulo) son todas cero en cualquier base que se
tome.
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Wi, W, w3 € R3 tal que

Wi =aju; +az1u +a3u3
W2 = ajpuy +axup +aspuj

W3 = aj3u) + a3y +aszug
Se tiene que By = {w1,w>, w3} es una base de R? si, y solo si,

app 4z 43

Teorema 1.2.1 Sea B={uj,uy,u3} unabase de R3. Tomemos los vectores

ax; ax axp|#0 (1.13)
asy ax a3
= Ejemplo 1.20 En R? tomamos los vectores v = (—3,4) y v = (2, 7).

Estos vectores en la base B, = {i,j} se escriben como

vy = —3i+4j
vy =2i—7j
donde se tiene que
-3 2
’ 4 9= 13£0

Segiin el teorema 1.20, B = {vy,v2} es una base de R?.

= Ejemplo 1.21 En R? tomamos los vectores v; = (—2,0,—1), vo = (0, —1,1)
y v3 = (4,1,1). Determine para qué valores de A, el conjunto B = {v;,v2,v3}

es una base de R.
Resolucién
En la base candnica B3 = {i,j,k} se tiene
V] = —2i+ Oj -k
vo=0i—j+k
v3=Ai+j+k

de donde,
-2 0 A

0 -1 1|=0<=4-2A=0<=A1=4
—1 1 1

Segtin el teorema 1.20, B = {v{,v2,V3 es una base de R3 si, y solo si, A # 4.

Enelcasode A =4,v3=(4,1,1)y
V3= —2vi—Vp

es decir, son linealmente dependientes.
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Definicion 1.2.5 Basdndonos en la dependencia lineal, se tiene que dos
vectores u, v que pertenecen a un espacio vectorial W son paralelos si
existe un escalar A € R — {0} tal que:

u=Av

El paralelismo” de u y v se denota mediante u//v.

“El paralelismo de vectores es una relacion de equivalencia en el espacio vectorial X,
siendo cada clase de equivalencia, una direccion.

En R? y R?, dos vectores paralelos estdn en la misma direccion.

Observacion
Dos vectores paralelos son (1.d).

= Ejemplo 1.22 Sea u = (1,2) y v = (0,1); para ningtin escalar 1 € R se
cumple que u = Av. Por lo tanto u y v no son paralelos. Ver figura 1.16. =

25
u

2

1.5
v

1
0.5

0 0.5 1 1.5 2

Figura 1.16: Vectores no paralelos

= Ejemplo 1.23 Seau = (3,4) y v=(15,20). Vemos que u//v, pues existe
el escalar A = 5 tal que v = 5u. Ver ejemplo 1.17. .

= Ejemplo 1.24 Al considerar los vectores vi = (—3,2,5) y v, = (6,—4,6),
si suponemos que son paralelos, entonces debe acontecer que existe A € R tal
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Figura 1.17: Vectores paralelos

que v; = Av;. Resolviendo esto se tiene,

-3 =061
(=3,2,5) = (6A,—4A,61) < ¢ 2= —4A no tiene solucién
5=61
Por lo tanto, v; y v, no son paralelos. .

Definicién 1.2.6 Tres vectores u,v,w € R3 son cooplanares si uno de ellos
es obtenido como combinacion lineal de los otros dos. Es decir, existen
escalares a y 3 diferentes de cero, tal que

u=av+pw

Cooplanar significa que se los puede dibujar o graficar en un mismo plano.

Producto interno y ortogonalidad de vectores

Para relacionar la ortogonalidad de vectores con el producto interno, hare-
mos uso de cuestiones geométricas elementales. Sean u y v dos vectores no
nulos de R? (o R?). Con los vectores anteriores podemos formar un paralelo-
gramo. En primer caso suponemos que <{(u,v) # 90°. El paralelogramo asi
contruido tiene como diagonales a los vectores u+ vy u — v, cuyas longitudes
son distintas. La pregunta que nos hacemos a partir de la figura 1.18 es la
siguiente: ;Qué dngulo deben formar los vectores u 'y v para que la longitud de
las diagonales u — v y u+ v sean iguales?. Nuestra intuicién geométrica nos
dice que las diagonales tienen igual longitud cuando el paralelogramo formado
es un rectdngulo, en otras palabras cuando <((u,v) = 90°, que lo visualizamos
en la figura 1.19. Estas ideas se sintetizan en la siguiente definicién
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%

~N
2>

u

Figura 1.19: Con los vectores u y v se forma un rectangulo.

I Definicién 1.3.1 Sean u, v € R”; u es ortogonal al vector v si, y solo si,
la+v|=|lu—v| (1.14)

= Ejemplo 1.25 Sean u = (—1,3,—3) y v=(3,3,2). Se tiene que u+v =
(2,6,—1) yu—v=(—4,0,-5), calculando sus longitudes se obtiene

[u+v][ = [lu—v]| = V41

luego u y v son ortogonales. "
= Ejemplo 1.26 Seanu = (3,2,0) y v=(1,—1,0), la sumay la diferencia son
respectivamente u+v = (4,1,0) y u—v = (2,3,0), cuyas longitudes verifican

la+v]|=v17 # lu—v| = V13

luego u y v no son ortogonales. .

= Ejemplo 1.27 Demuestre que los vectores u+ v y u — v son ortogonales si,
y s6lo si, [|uf| = [v]].
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Demostracion. =—>] Seana=u+vyb=u—v. Si ay b son ortogonales,
entonces ||a—+b|| = |Ja—b||. Reemplazando a y b se obtiene

[(a+v)+(@=v)[| = [[(utv) - (u—-v)].

De donde ||2u]| = ||2v]|, y por lo tanto |ju|| = ||v]|.
<] Suponemos que
[[ull = vl- (1.15)

Comou= J(a+b)yv=1(a—b), entonces reemplazando en (1,15)

)

[z =Lze»

de donde ||a+b|| = ||]a—b||. Por lo tanto a es ortogonal con b. ]

Geométricamente, esto ocurre en el rombo, todos sus lados son de igual
magnitud, mientras que las diagonales que en este caso son la suma y la
diferencia de los vectores, son ortogonales.

(Qué conclusién se obtiene al afirmar que un vector es ortogonal a si
mismo?.

= Ejemplo 1.28 Sea u = (u;,u,). Un vector ortogonal al vector u es
ut = (—ug,uy), (1.16)

pues

k= = w = G+ )2 (= )2

También podemos tomar ut = (uz, —uy). .

Hemos visto que dos vectores u,v € R" son ortogonales si |[u+ v|| =
|lu—v||. Haciendo w = (uj,un, -+ ,u,) y v=(vi,va,--+,v,) y reemplazando
en (1.14) vemos que

V024 ) = = (=)
elevando al cuadrado y simplificando, se tiene:
n
vy +upva+ -+ upv, = Z uvp =0
k=1
La expresion Y7, uxvy es de gran importancia en dlgebra, geometria y fisica.

La ortogonalidad de u y v equivale a la anulacién de Y}, ugvx como veremos
mas adelante.
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Definicion 1.3.2 Sean u = (uj,up, - ,u,) y v= (vi,va,---,v,) en R". El
producto interno(o producto escalar de vectores) de u'y v es

n
(w,v)=u-v= Zukvk:u1v1+u2vz+---+unvn. 1.17)
k=1

Aqui es notorio las dos notaciones para identificar el producto interno en el
espacio euclidiano R”. En la mayoria de los capitulos se usa (u, v), mientras
que en los dltimo capitulos usaremos la notacién u - v.

Una de las primeras relaciones que se obtiene aplicando (1.17), es la
conexién que existe entre el producto interno y la norma euclidiana, como se
observa a continuacién

n
(ww) = Y ug =ui +u5+- -ty = |uf?,
k=1

es decir,
(u,u) = ||u||2 (1.18)

Teorema 1.3.1 El producto interno definido en (1.17) satisface las siguien-
tes propiedades. Seanu,v,w e R"yr e R

wv) = (v,u)
ru,v) = (u,rv) = r(u,v)
+w)=(u,v)+ (u,w)

Demostracion. Aplicando (1.17) se obtiene cada una de las relaciones. W

Corolario 1.3.2 Sean u,v € R”, entonces

[[w+ %+ [[lu—v|? =2]ul* +2||v| (1.19)
[w+v][* = [lu—v[* = 4(u,v) '
Demostracion. Antes de llegar al resultado, aplicando el teorema anterior y
(1.18), se tiene los siguientes resultados:

|u+v|? (u4v,u+v)={u+v,u)+ u+v,v)
(u,u) + (v,u) + (u,v) + (v, v)

]l +2(u,v) + [|v]>
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Por lo tanto,
[u+v]* = [[ul]* +2(u,v) +[|v]? (1.20)

En forma similar,
[u—v[* = [ju]* = 2(u,v) + ||v| (1.21)
De (1.20) y (1.21), sumando y restando respectivamente, se obtiene:

[l V17 + o= i[> = 2fu* +2[|v]?

lu+v]* — u—v][* = 4(u,v)

Teorema 1.3.3 Los vectores u y v son ortogonales si, y solo si, (u,v) = 0.

Demostracion. =] Si u es ortogonal a v, entonces de acuerdo a la defini-
cién de ortogonalidad: ||u+ v|| = |ju— v||. Luego elevando al cuadrado y
usando (1.19) se obtiene

la+v[|? = [Ju—v]* = 4(u,v) = 0.

por lo tanto (u,v) = 0.
<] Siendo que [ju+v||> — |ju—v||> = 4(u,v) = 0, entonces |[u+v|> —
lu—v|?> = 0. Luego

[[utv][ = [ju—v]

y con este resultado u y v son ortogonales. |

Teorema 1.3.4 Dados los vectores u,v € R”, se tiene que u es ortogonal a
v si, y solo si [[u+v||? = [Ju®> + ||v||%.

Demostracion. —>| Dando por hecho que u y v son vectores ortogonales
entre si, es decir, (u,v) = 0y sabiendo que

l+v(1% = [[u? +2 (u, v) +[|v]|.
=0

entonces se obtiene
2 2 2
[la+ v = [[u][*+]v]|

<] Ahora suponemos que |[u+v||> = |[ul|?> + ||v||?, entonces |u+ v]||> —
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lul|?> —||v||*> = 0. Aplicando (1.20) y siendo que 0 = |ju+ v||> — [lu||> —
[v]|> = 2(u, V), entonces (u,v) = 0, luego u es ortogonal a v. |

= Ejemplo 1.29 Seanu = (3,0,5) y v=(2,—1,—3), encuentre (u+ v,u—v)
aplicando propiedades.

Resolucion

En efecto, aplicando la distributividad del producto interno, se tiene que:

vy = [ulf [P
= 3R HO2+ 6P~ [\ @R+ (-1 + (-3)2
= 20.

= Ejemplo 1.30 Sean u = (3,0,5), v=(2,—-1,-3), B =(1,-2,1) y P =
(2,3,—1). Calcule (u+ v, P, — Py) aplicando propiedades.

Resolucién

En efecto, al igual que en el ejercicio anterior se tiene

(w+v),(P=PR)) = (u(P—R))+(v,(Pi—R))
= <ll,P1> — <U,Po> + <V7P1> — <V,P0>
1-84+4—-1=—-4.

_>
« Ejemplo 1.31 En la figura 1.20, se tiene que ||OA|| = 15, | AB|| = 8, | DC|| =
8y ||(i5)H = 6, determine el vector w = DE. .

Figura 1.20:
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Resolucion

Tomemos el vector v = OB = (—15,8), su respectivo médulo es ||v|| =
(—15)2 +82 = 17. El vector unitario en la misma direccién y sentido de v

es:
ae Y (L8
v\ 17717

En la figura 1.20, hacemos v| = lf; este vector estd en la misma direccion y

sentido que u. Ademds, puesto que ||v;|| = ||D7'|| = 8, entonces v; es 8 veces
el vector unitario u, esto €s,

15 8 120 64
vi=8u=8(—-—,— | =(-——=,—=
17°17 1717

Si tomamos el vector u; = (%, %) , se tiene que u; es unitario y ortogonal a

u. Haciendo u, = C? , es facil ver que u, tiene la misma direccién y sentido

E

AY
'Q‘N
PRt .

th‘.;,@ W

Y

o
A o x
Figura 1.21:
que el vector unitario u;, ademds, siendo que ||uy|| = HC? || = 6, entonces u;

es 6 veces el vector uy, con lo cual,

uz@6u16(8 15><48 90>

17717 1717

Luego en la figura 1.21, se tiene que

v (120640 (48 900 [ 72 154
eI =T 1y 17°17) ~ \ 17717
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Proyeccion ortfogonal y dngulo entre dos vectores:

Para introducir el concepto de proyeccién ortogonal, haremos uso de
nociones geométricas. Sean u 'y v dos vectores no nulos (y no paralelos por el
momento) en R? (o R?) Construimos un triangulo rectdngulo como en la figura
1.22, cuya hipotenusa sea el vector u y su base(cateto) un vector paralelo a
v, que lo vamos a llamar p = rv. El tercer lado del tridngulo sera el cateto
w :=u— rv. Como se trata de un tridngulo rectdngulo, entonces los vectores

v p=rT

Figura 1.22: p = rv es la proyeccion ortogonal de u sobre v.

W y v son ortogonales, por lo cual
(w,v) = (u—rv,v) = (u,v) —r||v|* =0

de donde se obtiene:

(u,v)

r =
[IvII?

(1.22)

El lado del tridngulo que estd dado por p = rv se llama proyeccién ortogonal

de u sobre v. Con el valor de » obtenido en (1.22), el vector p estd dado por

o=

Definicion 1.4.1 Sean u,v € R” tal que v # 0. La proyeccién ortogonal
del vector u sobre el vector v denotada por proy ,u es:

<u,v>
proy ,u := ﬁv (1.23)
v



32 1. Espacios vectoriales euclideos

El vector ﬁ es un vector unitario?, lo que nos permite reescribir la proyeccién
de u sobre v de la siguiente manera:

wy) v
— 1.24
VT (129

proy  u =

Definicion 1.4.2 El niimero que multiplica al vector v/||v|| en (1.24), se
Ilama componente de u en la direccién de v y se le define mediante

comp,u = (u,v) (1.25)
(vl
Con (1.24) y (1.25) podemos escribir:
proy,u = (comp,u) ”—:H (1.26)

En (1.26), el nimero |comp,u| es el tamafio (longitud) del vector proyeccion.
Como la componente puede ser positiva 6 negativa, geométricamente esto
significa que si proy ,u y v tienen el mismo sentido, entonces comp ,u > 0; del
mismo modo si proy ,u y v tienen sentidos opuestos, entonces comp ,u < 0,
como podemos ver en la figura 1.23.

g

_
proy,u v

Figura 1.23: Signo de la componente.

Retomando el tridngulo de la figura 1.22 y (1.24), la medida del cateto
adyacente es % de alli que el coseno del dngulo 6 = <((u, v) en dicha figura
esté dado por la expresion

(u,v)
vl

uf}”

cosO =

donde 0<O6<m

2Esto se puede verificar calculando su norma, en efecto:
1
vl

\4

[[vll =1
vl
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lo cual implica
(u,
[[ull]

Una propiedad importante es la desigualdad de Cauchy - Schwarz, la cual
resulta de (1.27). En efecto

cos 6 = y (u,v) = |[u||||v]cosO (1.27)

v)
|

M

[{w, v)| = [[ull-[[vl].| cos 8] < [lu] {|v]|
Luego la desigualdad de Cauchy-Schwarz estd dada por:
[(w,v)| < |lu]| ||v]|, Vu,veR" (1.28)

La cuestién que aqui debe resolver el estudiante es: ;cudndo acontece la
igualdad en (1.28)?.

Teorema 1.4.1 Para cualquier par de vectores u, v € R” se cumple la
desigualdad triangular:

la+ v < [luf +[v] (1.29)
Demostracion. En efecto:

(utv,utv) = [lul* +2(u,v) + ||v|*

[[ul|* +2[(u, v)|+ | ¥||*, y aplicando (1.28)
2

J[ul1® + 2/l [}v]| + [IvI1* = (Jull + [Iv])

Ju+v]?

IN A

Juntando extremos, [[u+v||2 < (||ul| +[|v|)*, luego simplificando exponen-
tes se obtiene la desigualdad deseada |[u+ v|| < |Jul| +||v]|. [ |

= Ejemplo 1.32 Verifique que el dngulo entre los vectores u; = (1,2,1), up =
(2,1,—1) es el doble del dngulo determinado por los vectores w; = (1,4,1) y
Wy = (2,5,5).

Resolucion

Sea 0 = <((wy,w,), entonces por (1.27)

<wp,wy> 242045 /3
cosO = = = —

Iwillllwall — Vi8v54 27

luego 6 = %. Haciendo o = <t(uy,uy), de (1.27) se tiene:

<Vi,v2 > 242—1 . 1
villlivell - Veve 27

de donde o = %. Luego a = 26. .

CosO¥ =
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Producto vectorial

A continuacién, trataremos una nueva operacion entre dos vectores llamada
producto vectorial, para abordar esta operacion nos haremos la siguiente
pregunta: Dados dos vectores no paralelos u, v en R3, ;ser posible obtener un
tercer vector w tal que u_Lw y v.Lw?. Apelando a nuestra intuicion es posible,
es mas, si tomamos los vectores candnicos i, j de R3, vemos que el vector k es
el candidato que cumple tal propiedad, pues k es ortogonal a ambos vectores
iy j. Ahora, asumiendo que siempre es posible obtener tal vector, ;cémo lo
obtenemos?. Para ello se tiene la siguiente definicién.

Definicion 1.5.1 Dados los vectores u = (uj,uz,u3), v= (vi,v2,v3) en
R3, el producto vectorial de u y v es denotado mediante u x v y definido
por:
i j Kk
UXv=|uy uy uj3 (1.30)
Vi V2 V3

Desarrollando (1.30) como en la forma usual de un determinante de 3 x 3, se
obtiene:

up us
V1 V3

.| U2 U
12 3

vy vyl d

Vi V2

= (upvz —uzv)i+ (uzvi —u1v3)j+ (u1va — upvi )k
Por lo tanto
u X v = (upvs — uzvy,u3vy — ujvs, i1 vy — upvy) (1.31)
Usando (1.31) hacemos los siguientes cdlculos:

<ll,ll X V> =up (u2V3 — M3V2) +u2(u3v1 — u1V3) +u3(u1v2 — u2V1> =0

<V,ll X V> =V (u2V3 — M3V2) +v2(u3v1 — M1V3) —+v3 (M1V2 — ugvl) =0

estos resultados son concluyentes por el hecho de, ademas que el vector
u x v € R3, uxves ortogonal al vector u y al vector v a la vez. Esta situacién
se ilustra en la figura 1.24. Algunas propiedades importantes del producto
vectorial, son las siguientes:

1. Aplicando (1,31) se comprueba que

ixj=(1,0,0)x(0,1,0)=(0,0,1) =k
jxk=(0,1,0) x (0,0,1) = (1,0,0) =i (1.32)
kxi=(0,0,1)x (1,0,0) = (0,1,0) =}
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Figura 1.24: Representacion del producto vectorial.

2. Para todo u(uy,up,u3) € R?, a partir de (1.31) se tiene
uxu=(0,0,0)=0
Con este resultado es facil ver que

ixi=jxj=kxk=0

3. uxv= (u2v3 —Uuzvo,u3vi —u1V3,u1v2—u2v1) = —(u3v2—u2\/37u1V3 —
uzvy,upvy —uyvy) = —(v x u). Por lo tanto
UXv=-—-vXxu.

este resultado nos muestra que el producto vectorial no es conmutativo.
4. (Oﬂl) XV = (OC(MQV3 — M3V2), Ot(u3v1 — u1V3), Ot(uﬂ/z — ugvl)) = Ot(ll X
v). Por lo tanto
(au) x v=o(uxv),

para cualquier @ € R.

5. ux (v4+w) = (ug,u,u3) X (vi+wi,va+wa,v3+ws) = (uz(vz +w3) —
M3(V2 +w2)7u3(v1 —|—W1) —up (V3 + W3),M1(V2 +W2) — Mz(vl —|—W1)) =
(M2V3 —Uuszvy,u3vy —ujvi,ujvy — uzvl) + (u2W3 —U3W2,U3wWi1 —U1w3,uiwy —
upwi) = u X v+u x w. Por lo tanto, se tiene la propiedad distributiva

ux(v+w)=uxv+uxw.
6. Aqui, si aplicamos (1.31), (1.32) y la propiedad distributiva, se obtiene:
ux (vxw)=(uw)yv—(u,v)w (1.33)
de donde

(uxv)xw = —[wx(uxv)]=-=[(w,v)u—(w,u)v]

= (u,w)yv—(v,wiuZ£ux (v Ww).

Este resultado nos muestra que el producto vectorial no es asociativo.
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7. Ahora vemos que:

luxv|® = (uavy —u3v2)®+ (u3vi — uyv3)* + (uyva — uavy)?

(] + 15 +15) (V] +v3 +13) — (wvi +uava +uzv3)
211l2 2

([al|[[v][* = (u,v)

de donde
o v[Z = [l v]f = (u,v)? (1.34)
8. Si 6 = <(u,v), entonces se cumple que |ju X v|| = ||ul|||v|/sen 6.
lwx vl = [V~ <wv>?

2 2 2
[l Z1vII" = [lulfflv]lcos 6]

laf?[v]I*(1 —cos6) = (|lul|[|vl| sen6)*

por lo tanto, |ju x v||2 = (|jul|||v||sen 8)?, de donde simplificando expo-
nentes,
[[ux ]| = [ful[[|v]|sen & (1.35)

Geométricamente, si u y v no son paralelos, entonces podemos construir
un paralelogramo (ver figura 1.25) cuyos lados sean los vectores u y v.
En este caso las medidas de la base y la altura del paralelogramo son

UXD

Figura 1.25:

respectivamente: ||u| y ||v|| sen 8. Luego el drea de la superficie del para-
lelogramo es S = |Ju||||v|| sen 8. Es por esto, que el médulo del producto
vectorial de dos vectores no paralelos, representa geométricamente el
area del paralelogramo formado por dichos vectores.

= Ejemplo 1.33 Obtenga un vector no nulo u de R? que sea ortogonal a los
vectores v=(2,1,—1),w=(1,—1,2).
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Resolucion

Con la propiedad de ortogonalidad del producto vectorial, el vector que cumpla
con la condicién requerida serd el vector u = v x w. En efecto, de (1.30)

i k
u=vxw=[2 1 —1|=(1,-5,-3)
1 -1 2

luego el vector buscado es u = (1,—5,-3).
Cualquier vector paralelo a u, serd ortogonal a los vectores vy w. "

= Ejemplo 1.34 Parael vectoru = (1,2, —1).
1. Obtenga dos vectores no nulos vy w de R? ortogonales a u y ortogonales
entre si.
2. Sea A un vector ortogonal a u, pruebe que A es una combinacién lineal
de los vectores v y w obtenidos en 1.

Resolucion

1. Seav=(vi,vz,v3) un vector ortogonal a u, entonces (u,v) = v| +2vp —
v3 = 0. De esta ecuacion se obtiene v3 = v| + 2, lo cual reemplazando
en el vector v resulta, v = (vi,v2,v| + 2v;) con v% + v% # 0. Ahora si
buscamos el vector w que sea ortogonal a u y ortogonal a v; entonces el
candidado es w = u x v. Haciendo los cédlculos correspondientes

i k
w=uxv=|1 2 —1 | =(2vi+5v2,—2v; —2vp,v3 —2vy)
Vi v V42w

luego los vectores buscados son

v =(vi,v2,v1 +22)

W= (2\/1 +5V2,—2V] —2\12,\}2 —21)1)

Para obtener los vectores en forma particular, habrd que darles valores a
v1 y v2. Ejemplo de estos vectores serian:

_ _ v=(0,1,2)
v1—0)’v2—l:>{ w=(5-2,1)
B B v=(1,1,3)

" 1”21:{ w=(7,—4,—1)
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2. Sea A = (aj,az,a3) un vector ortogonal a u, entonces (A, u) = aj +

2a; —az = 0, luego a3 = a; +2a, y A = (aj,az,a1 + 2a3). Hay que
probar que A es combinacién lineal de vy w. En efecto, suponer que
existen escalares r,s € R tal que

A =rv+sw (1.36)
Multiplicando por v en (1.36) se tiene:
(A, V) =r{v,v) +s(w,v)
Como (w,v) = 0, entonces desarrollando los demds productos

avi +ayva + (a1 +2a3)(vi +2v) = r(2v% +5v% +4viv)

de donde
e a1v1+a2vz2+ (a12+2a2)(v1 —|-2V2) (137)
2vi+5v; +4vivy
De forma similar multiplicamos en (1.36) por el vector w.
(A, w) =r(v,w) +s(w,w)
Como (v,w) = 0, entonces
al (2V1 + 5\12) - 2612(\)1 + V2) + (a1 + 2(12)(\/2 — 2V1)
= s[(2v1 +5v2)% + (2v1 +2v2)* 4 (v2 —2v1)?]
haciendo las operaciones correspondientes
ajvy —azvy (1.38)

§=—F— 55—

2v% + SV% +4vivy
Con (1.37) y (1.38) se tiene entonces que A es combinacién lineal de v
y w, siendo

avy +axvy + (a1 +2a3)(vi +2v) ajvy) — azvy

A= 2 2 2 2 w
2vi +5vy +4vivg 2vi +5v; +4vivg

Por ejemplo, si tomamos vi = v, =1, a; = 1 y a, = 0, entonces se tiene

A:(17071)7 V:(lalas)a W:(7a*4a*1)

Con esto se verifica:
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La linea recta
Definicién 1.6.1 Una recta en el espacio R" es el conjunto

L={peR" : p=py+tu, t R} (1.39)

donde el punto fijo p, € R”" es el punto de paso (punto por donde pasa la
recta) y el vector fijo no nulo u € R” es la direccién de la recta.

HaCiendO p = (Xl,.x2, e 7-x}’l)’ pO = (.XI(),XZ(), e :-xn()) y u= (u17u27 e 7”}1)9
se tiene que los elementos de L estan dados por las ecuaciones

Xi=xjo+tuy, Vi=1,---|n
Despejando 7 de cada una de las ecuaciones(en caso u; # 0) se tiene

Xi—X10 _ X2—X20 __ Xg—Xn0

ui uz Un

Cada ecuacién obtenida a partir del dltimo resultado representa un plano n-
dimensional. Ahora, si queremos una recta en el plano tomamos n =2 en la
definicién 1.6.1, y de este modo

L={peR? : p=py+tu,t€ (—oo,+o0)}. (1.40)

Haciendo p = (x,y), py = (x0,¥0) y u = (u;,uz) se tiene las ecuaciones para-
métricas de la recta

X = Xxo-+tu;
= Yo+ttup

de donde, despejando ¢ en caso u; y up no sean cero, luego igualando las
expresiones encontradas

Haciendo operaciones

X u
y=mx+b, dondeb:yof—o, m= -2 (1.41)
ui uj
Este dltimo resultado corresponde a la ecuacion ordinaria de la recta (geometria
analitica), donde
u
mpi=m= = (1.42)
uj
es la pendiente de la recta L y b es el intercepto en el eje Y.
Para determinar la ecuacién de una recta se requiere de un punto de paso

y de una direccién. Por geometria elemental una recta queda bien definida
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si se conoce dos puntos por los cuales pasa, en efecto: sean p; = (x1,y1)
y P, = (x2,y2) dos puntos de paso de la recta L. La direccién de la recta
queda determinada por el vector u que va del punto p; al punto p,, es decir
u=p,—p; = (x2—x1,y2 —y1). Luego la ecuacién de la recta es:

L: (x7Y) = (x17YI)+f(x2—x1a)’2_)’l>7 e <_°°7+°°> (]43)

= Ejemplo 1.35 Halle la ecuacién vectorial y ordinaria de la recta si se sabe
que pasa por los puntos (0,3) y (2,—1).

Resolucion

Sean A = (0,3) y B = (2,—1), el vector direccién de la recta L, que vade B a
A es el vectoru =B — A = (2,—4), luego la ecuacién vectorial de la recta L
que pasa por A y tiene direccion u es

L: (x,y)=(2t,3—41),t€R

. x=2t
Siendo que { y=3_4t entonces t — % yconesto,y=3—4 (%), de don-
de se tiene que la ecuacidén ordinaria de la recta es L : y = —2x+ 3 cuya
representacion es la figura 1.26. .

Figura 1.26: Representacién geométrica de la recta L, se indica el vector
direccién u.

= Ejemplo 1.36 Unarecta L tiene pendiente 3 y pasa el punto (3,2). La abscisa
de otro punto sobre la recta es 4. Halle su ordenada.

Resolucion
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Sea u = (u;,u;) la direccién de la recta L. Por dato, la pendiente de L es

myp = Z—? = 3, de donde u = 3u;. Haciendo u; = 1 se obtiene u; = 3, luego
el vector direccién® de L es u = (1,3). Como la recta pasa por el punto (3,2),
entonces la ecuacién vectorial de L es

L: (x,y)=03+1,2+31),tcR

Por dato, hay un punto p que tiene abscisa 4, es decir p = (4,yp), se tiene que
hallar la ordenada yo. Como p € L, entonces (4,y¢) = (3 41,2+ 3t); igualando
componentes: 4 =3+t y yo = 2+ 3¢, de la primera ecuacidn se tiene que
t =1, con lo cual en la segunda ecuacioén nos da yg = 5. .

Angulo entre dos rectas

El d4ngulo formado por dos rectas queda determinado por el dngulo que for-
man sus vectores direccién. En efecto: sean las rectas Ly, Ly cuyas direcciones
son los vectores u; y up respectivamente, entonces

<1(L1,L2) = <I(u1,u2) (1.44)

Definicién 1.6.2 Dos rectas son paralelas, si sus vectores direccién son
paralelos. Del mismo modo dos rectas son ortogonales, si sus vectores
direccién son ortogonales.

= Ejemplo 1.37 Halle la ecuacién vectorial y ordinaria de la recta si se sabe
que:

1. pasa por el punto (1,2) y es paralela al vector (3,4).

2. pasa por el punto (—2,0) y es ortogonal al vector (3,2).

Resolucién
1. En primer lugar, la ecuacién vectorial de la recta segtin (1.43) es:
L: (xy)=(1,2)+1(3,4),1€R

de donde
L: (x,y)=(1+43r,2+41),1€R.

Para calcular la ecuacion ordinaria de la recta, en la ecuacidn anterior
igualando componentes, se tiene

) x =143
L: { y =244
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Figura 1.27: Representacién geométrica de la recta y = %x + %

de donde t = % = yTTz, nos liberamos del pardmetro ¢ para encontrar
que la ecuacién ordinaria de larectaes L: y = %x + %, cuya representa-
cién en el plano esta en la figura 1.27.

2. Seau = (3,2), un vector ortogonal a u es el vector* v = ut = (-2,3).
El punto de paso de L es A = (—2,0), luego la ecuacién vectorial estd

dadapor L: (x,y) =A+1tv,r € R. Reemplazando
L: (x,y)=(-2-2t,3t),t€R

Nos liberamos del pardmetro ¢ y 1a ecuacién de larectaes 3x+2y+6 =0
cuya representacion estd en la figura 1.28.

= Ejemplo 1.38 Dos rectas se cortan formando un dngulo de 135°. Si la recta
final tiene pendiente -3, calcule la pendiente de la recta inicial.

Solucién

Sea L; la recta inicial con vector direccién u = (uj,up) y L, la recta final
con vector direccién v = (v1,v,). Por dato se tiene que la pendiente de L, es
mp, = % = —3, de donde se tiene que vo = —3vy, y conesto, v= (v, —3v;) =
vi(1,=3), vi # 0. Con esta informacidn, se puede tomar el vector v = (1,—3)
como la direccion de L.

En el caso de Li, asumimos que su pendiente de L; es my, = m; y por

(1.42), se tiene que m = Z—f, de donde, up = mu;. Puesto que <(L;,Ly) = 1350,

3Cualquier vector que sea paralelo al vector u, es también una direccién de la recta L.
4
ver (1.10)
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Figura 1.28: Representacion geométrica de la recta 3x+2y+6 = 0.

entonces <{(u,v) = 135%y
<ll,V> _ <(M1,M2),(],—3)>
WV~ T a7 5 (37

cos 135% =

luego

_Q_ uy — 3up
2 _\/E M%Jru%
Como uy = muy

7@ uy — 3muy

2 m ul—l—m

= \/(2)(10)(14% +m2u?) =2(3muy —uy), elevando al cuadrado
=  2m-3m-2=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica se tiene como solucion m =2 o m = —%,

escogiendo el valor positivo, la pendiente de la recta inicial Ly esmy, =2. =

= Ejemplo 1.39 Dos rectas se cortan formando un dngulo de 45°. La recta
inicial pasa por los puntos (—2,1) y (9,7), mientras que la recta final pasa
por el punto p(3,9) y por el punto q cuya abscisa es -2. Halle la ordenada del
punto q.

Resolucion

Sea L la recta inicial cuya direccidn es el vector u, y L, la recta final con
direccion el vector v = (v{,v3). Si hacemos p; = (=2,1) y p, = (9,7), se
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tiene que dichos puntos estdn en la recta Ly, luego el vector direccién de
Ly lo podemos tomar como u = p, — p;, reemplazando se tiene u = (11,6).
Ahora se sabe que la recta L pasa por el punto p y por el punto q de abscisa
-2, si hacemos yy la ordenada de q, entonces q = (—2,yp). De esta manera
el vector direccion de L, estard determinado por los puntos p y q, es decir,
v=q—p=(-5,y0—9). Por dato <(Li,L;) = <t(u,v) = 45°, entonces

o __ <ll,V> _ <(1176)7(—57)’0—9)> _ 6)’0—109
cos45% = = =
Jull ]Vl V157/25+(y0—9)2  V157/25+ (yo—9)?
= L = by0 ~ 109 , elevando al cuadrado
V2 V1574/25+ (yo —9)?
1 6y0 — 109)?
I S (U1 N 157[25 4 (yo — 9)%] = 2[(6y0 — 109)?]

2 15725+ (yo—9)?]

Simplificando la ecuacién se tiene 17y% — 42y — 1424 = 0, cuyas soluciones

son yp = %, yo = —8. Escogemos yp = —8; dejo al estudiante la justificacién
de porqué elegimos dicho valor. .

= Ejemplo 1.40 Demuestre que la recta L que pasa por los puntos p;(—2,5),
p,(4,1) es ortogonal a la recta L, que pasa por los puntos q;(—1,1), q,(3,7).

Resolucion

Sea u la direccién de la recta Ly, entonces u = p, — p; = (6, —4). Del mismo
modo sea v la direccién de la recta Ly, entonces v =q, — q; = (4,6). Puesto
que

(u,v) = ((6,—4),(4,6)) =24-24 =0,
entonces u es ortogonal a v, lo cual equivale a afirmar que L es ortogonal a
L. .

= Ejemplo 1.41 Una recta L; pasa por los puntos p;(3,2), p,(—4,—6), y otra
recta L, pasa por el punto q,(—7,1) y el punto g, cuya ordenada es -6. Halle
la abscisa del punto q, sabiendo que L; es ortogonal a L;.

Solucién

Sea u la direccién de L, entonces u = p, —p; = (—7,—8). Sea x la abscisa
del punto q,, entonces q, = (xo, —6), ahora si v es la direccién de Ly, entonces
v=q,—4q; = (x0+7,—7). Puesto que la recta L; debe ser ortogonal a la
recta Ly, entonces u debe ser ortogonal a v, en efecto, sabiendo que (u,v) =0,
entonces

((—7,—8)7 (x0+7, —7)> =—Txg—49+56=—-Txg+7=0

luego xp = 1. .
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= Ejemplo 1.42 La ecuacion de una recta estd en la forma 3x —4y+ 11 = 0.
Halle la ecuacién de la recta en forma vectorial.

Resolucion

El proceso es sencillo, despejando la variable y se tiene:

3 11

YTy

Luego

=3 ()0 )-8 (0

hacemos x = ¢, luego tomando ¢ € R, la ecuacién de la recta L es:
11 3
L:(x,y)=1{0,— t11,-],teR

Para obtener la recta en el espacio tridimensional hacemos n = 3 en la defini-
ci6on 1.6.1, quedando de este modo

L={peR®:p=py+m,rcR} (1.45)

donde p = (x,¥,2), pg = (%0,Y0,20) Yy W = (u1,uz,u3). Las ecuaciones paramé-
tricas de la recta estarfan dadas por:

X =X +1tuy
y=Yyo+tu
z=20+1u3

que al despejar ¢ e igualar términos se obtiene:

(que vendria a ser la interseccion de tres plano) En este caso, El dangulo que
forman dos rectas en el espacio, es el dngulo de sus vectores direccion.

= Ejemplo 1.43 Halle la ecuacion de la recta que pasa por el punto py(3, —4, —1)
y es paralela al vectoru = (1, 1,1).

Resolucion
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Figura 1.29:

La solucioén es sencilla, la recta L sera:
L: (x,y,2) =py+tu=(3,—4,—-1)+¢(1,1,1), t R

de donde
L: (x,y,z2)=3+t,—4+t,—1+1),1€R
cuya representacion lo vemos en la figura 1.29. .

= Ejemplo 1.44 Larecta L pasa por los puntos p(1,2,0) y q(1,1,—1), halle
su ecuacion.

Resolucion

En primer lugar determinamos la direccién de la recta, dicha direccién serd el
vector u = p—q = (0,1, 1), luego escogiendo el punto p como punto de paso,
la ecuacion de la recta es:

L: (x,y,z)=p+tu=(1,2,0)+£(0,1,1), s e R

de donde
L: (x,y,2)=(1,241,),t€R

1.6.2 Distancia de un punto a una recta
En R3, para calcular la distancia de un punto q a una recta

L={peR’®: p=py+ru,rcR}
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usamos el producto vectorial. En efecto, para medir la distancia del punto q a
la recta L, como se muestra en la figura 1.30, bajamos una perpendicular desde
el punto q a la recta L, dicha perpendicular corta a la recta en un punto que lo
podemos llamar s; al mismo tiempo construimos el vector v que va del punto
de paso p, al punto q, es decir, v = q — p,. Con los vectores u y v podemos

uxv
q q
H
1 1
| H
' / i
. R
id(q. L) N/ id(q.L) = ||v||sen®
i i
: :
: L 4 : L
- 50 ur 5. [T Do u 5. u

Figura 1.30: Distancia de un punto q a una recta L.
construir un paralelogramo cuya 4rea > es segtin (1.35)

Jluxv]="" |[u] [[vl[sen 6
~— ——
longitud de la base altura=d(q,L)

Puesto que la altura de dicho paralelogramo es la distancia del punto q al punto
P, entonces

[[uxpll = [[u]ld(q,L)

Luego
ux(q—
d( 7L) = M (1.46)
[[ull
x =4-t
= Ejemplo 1.45 Considere la recta L : y =342t t€R. Encuentre la
z =-5+4+3
distancia del punto q(3,—1,4) alarecta L.
Resolucién
Larecta L en su forma vectorial es:
L: (x,y,2)=(4—1,3+2t,—543¢),t€R
Sver en las propiedades del producto vectorial, observe que: |u x v|| = ||u]| ||v|| sen & (donde

6 = <((u,v)), representa el drea del paralelogramo cuya base y altura miden respectivamente ||
y ||v]|sen6.
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descomponiendo vectores
de donde el punto de paso y la direccién de la recta son respectivamente

po = (4,3,—5) yu=(—1,2,3). Ahora, si aplicamos (1.46), la distancia del
punto q a la recta L, es como sigue:

dqr) = 1 (”t:l—po)II
_ ”(_17273)X[(37_1’4)_(4737_5)]”
1(=1,2,3)]]

||(_17273) X (_17_479)”
V14
1(30,6,6)|  v972  18v3  9y42
Ve V14 V14 T

Por lo tanto la distancia es ()7@. .
El Plano:

Anteriormente vimos que con un vector no nulo u se genera una recta®,
ahora si queremos generar un plano’, entonces es necesario dos vectores
linealmente independientes®.

Definicién 1.7.1 Sean u,v € R? linealmente independientes, el plano que
pasa por el punto p, € R? y generado por los vectores u y v es el conjunto

P={peR’ : p=py+su+rv,steR} (1.47)

Para cualquier punto p € P se tiene que existen dos nimeros s,¢ € R tal que
p = pg +su+tv. De esta igualdad obtenemos:

p—py=su+v (1.48)

Puesto que u y v son linealmente independientes (no paralelos), entonces n =
u x v es no nulo. El vector n es un vector normal’ al plano. Si multiplicamos

SEn matemiticas se lo considera como un objeto unidimensional, es decir un punto de la recta
s6lo puede moverse en una sola dimension determinada por el vector u.

7Entiéndase como un objeto de dos dimensiones.

8No paralelos.

9Llamamos vector normal a cualquier vector no nulo que sea ortogonal a los vectores u y v,
en particular u X v es un vector normal al plano.
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Figura 1.31:

la expresion de (1.48) por n, se tiene:

((p—po),m) = s {u,m) + {v,n)
IS

Luego
(p—po,m) =0

Con estos resultados podemos formular el siguiente teorema

P

Figura 1.32:

Teorema 1.7.1 Sin es un vector normal al plano P en (1.47), entonces

P={peR’: (p—poy,n) =0} (1.49)

“Podemos escoger n de tal manera que n = u X v.

Esto lo visualizamos en la figura 1.32.

Observacion
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Al desarrollar el producto interno de (1.49), el plano queda determina-
do por su ecuacion general en forma cartesiana:

P: Ax+By+Cz=D (1.50)

donde su normal es el vector n = (A, B,C). El plano pasa por origen
siempre que D = 0.

Si tenemos tres puntos no colineales py, p; y Py, entonces los vectores u =
P; —Po Y V=P, — Po son linealmente independientes, luego el plano P que
pasa por dichos puntos estard dado por:

P={peR’: p=py+s(p;—py)+1(P2—Pp), s,t R}  (1.51)

Del mismo modo que en el Teorema 1.7.1, (p; — pg) X (P, — Pg) serd un vector
normal al plano P, luego podemos también escribir el plano en la siguiente
forma:

P={peR’: (p—py,(p; —Po) % (P2 —Py)) =0} (1.52)
= Ejemplo 1.46 Determine la ecuacién de un plano P que pasa por los puntos
A(2707_1)53(17_2a3)yC(Ovlvl) [ ]

Acé podemos tomar los vectores
u=AB=B-A=(-1,-2,4)
V=AC=C—-A=(-2,1,2)

Si n es el vector normal al plano P, este se obtiene del producto vectorial de u
con v, es decir,

i j k
n=uxv=|—-1 -2 4|=(-8,-6,-5)
-2 1 2

Como punto de paso del plano se puede escoger cualquiera de los tres puntos,
el resultado es el mismo y el estudiante lo puede corroborar. En este caso,
tomaremos como punto de paso al punto A, asi se tiene que el plano estd dado
por

P={peR’: (p—A,n)=0}

Siendo que p = (x,y,z), entonces reemplazando A y n se tiene:
pP= {(x7y,z) € RS : <('x_ 27y7Z+ ])7 (_87 _6a _5)> = 0}

Para determinar la ecuacién cartesiana del plano desarrollamos el producto
interno y se obtiene:
P:8x+6y+5z=11

La representacién geométrica de este plano estd en la figura 1.33.
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Figura 1.33:

= Ejemplo 1.47 Determine el plano que contiene los puntos py(1,1,—1),
p1(3a372) yp2(37_17_2)'
Resolucién

Sea P el plano buscado, los vectores que generan P son u = p; — py = (2,2,3)
yv=p—po=(2,-2,-1).

Teniendo u y v hallamos el vector normal al plano, el cual esn =u x v.
Haciendo célculos

i k
n = uxv=1\2 2 3
2 =2 -1

(43 87 _8)
luego el plano serd

P={peR’: (p—pon) =0}
reemplazando

P={(x,y2) €R® : ((x—1,y—1,241),(4,8,—8)) =0}

= Ejemplo 1.48 Dados los puntos A(3,0,—2),B(1,-3,4) y C(5,4,—3)
1. halle la ecuacidn cartesiana del plano que pasa por los puntos A,By C.
2. si una particula viaja a lo largo de la recta

L={peR’:p=(-1+2,3-4t,5-1)}

(en qué punto impacta al plano?
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.
Resolucion
1. Si tomamos los vectores
u=AC=C—-A=(2,4,~1)
v=AB=B—A=(-2,-3,6)
entonces el vector normal del plano es
i j k
n=uxv=|2 4 —1/=(21,-10,2)
-2 -3 6
Tomando A como punto de paso del plano, se tiene
P={(x,y,2) €R® : {(x—3,y,2+2),(21,-10,2)) = 0}
y desarrollando el producto interno, la forma cartesiana del plano es:

P: 21x—10y+2z=59

Figura 1.34:

2. SeaI el punto donde la particula impacta al plano, para encontrar este
punto, hay que reemplazar las coordenadas sobre las cuales viaja la
particula en la ecuacién del plano, teniendo asi:

5

2(~1+420) 103~ 1) +2(5-1) =59 =1 =
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Luego el punto de impacto es:

5 5 5
I={(—-142(-1),3—4(-),5—(-
(re2(3)2-+(5) 5 ()
de donde, I = (%, -2, %) La representacion geométrica de este proble-
ma se muestra en la figura 1.34.

= Ejemplo 1.49 Encuentre la ecuacién cartesiana del plano que contiene a las
rectas Ly : (x,y,2) = (2¢,3—-2t,-3+5¢),t eRyLy: (x,y,2) =(5—1,—2+
t,8—1),t€R .

Resolucion

Es muy importante tener en cuenta que para dos rectas no paralelas existe un
plano que las contiene a ambas, siempre que estas rectas se intercepten'®. En
primer lugar, averiguamos si existen t1,#, € R tal que (21,3 —211,—3+51) =
(5—1t3,—2+41,8 —1p); igualamos las componentes para obtener el sistema de
ecuaciones:

2t =5—1

3-21=-2400 —=Hn=2yn=1

—345t=8—n

De este resultado se tiene que L; se intercepta con L en el punto py(4,—1,7).
Ponemos los datos del problema en un grafico simulado como se muestra en
la figura 1.35. Reescribimos las rectas para identificar el punto de paso con su

Figura 1.35:

respectiva direccidn y se tiene

Li: (x,2)=(0,3,-3)+7(2,-2,5),t €R

10En R3, si dos rectas no paralelas no se interceptan, no existe un plano que las contenga. El
estudiante debe corroborar este hecho.
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Ly: (x,y,2)=(5-2,8)+¢(—1,1,—-1),r R

El punto de paso y la direccién de L; son respectivamemte A(0,3,—3) y
u = (2,—2,5), mientras que el punto de paso y la direccién de L, son res-
pectivamente B(5,—2,8) y v=(—1,1,—1). El vector normal n del plano se
obtiene del producto vectorial de u con v y de esta manera

n=uxv=(-3,-3,0)

Luego la ecuacién del plano P que contiene a ambas rectas es

P: ((x,y,z) - (4a _177)a (_37 _3>O)> =0
que desarrollando el producto se llega a la forma cartesiana

P:x+y=3

= Ejemplo 1.50 Los puntos A(6,—3,3) y B(5,—4,10) al proyectarse ortogo-
nalmente sobre el plano P: x —y+ z = 4, determinan respectivamente los
puntos C y D en el plano. Determine la recta que pasa por C y D. .

Resolucion

Representamos esta situacién en el grafico simulado que se muestra en la
figura 1.36 El vector normal al plano P es n = (1,—1,1). Para determinar los

Figura 1.36:

puntos C y D, bajamos rectas perpendiculares al plano P, en la direccién del
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vector normal n desde los puntos A y B respectivamente. Si L; es la recta
perpendicular que baja por el punto A, entonces

Ll : (X,Yaz) = (657353)+t(137171)5 teR
= Li: (x,y,2) =(6+1,-3—-1,3+1), 1R
En forma similar la recta perpendicular que baja por B es
Ly: (x,y,2) =(5,—4,10)+1#(1,—-1,1), t €R
=Ly: (x,y,2) =(5+1,—4—1,10+1),r€R
Luego los puntos C y D se obtienen de la siguiente manera:
8
C=LNP: (6+t)7(737t)+(3+t):4:>t:f§

que al reemplazar en la recta L; se tiene que C = (%, —%, %) En forma

similar,
D=L,NP: (5+1)—(—4—-1)+(10+1)=4=1=-5

que al reemplazar en la recta L, se tiene que D = (0,1,5). Para obtener la

Figura 1.37:

recta L que pasa por los puntos C y D, la direccion de esta recta es el vector
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u=CD=D-C= (13—0, —‘3—‘, —%), luego, tomando como punto de paso a D,
la recta estd dada por

10 4 14
L: =0,1,5)+t| 5,—5,—5 ), t€eR
k2= 015 1 (55 ) re

Observe figura 1.37. Si se toma el vector v = ﬁ, se tiene que la proyeccion
ortogonal del vector v sobre el plano P, es el vector u; podriamos escribir que
u = proy pv

Distancia de un punto a un plano

A continuacién nos ocuparemos de la distancia de un punto cualquiera
a un plano. Sea q un punto cualquiera de R? y P un plano que pasa por el

q q
.

diq, p)

) |

Figura 1.38: La distancia del punto q al plano P, es el mdédulo del vector
proy ,u.

punto p, teniendo como una de sus normales al vector n. Teniendo como
referencia la figura 1.38, la distancia del punto q al plano P serd la longitud de
la perpendicular bajada del punto q al plano, dicha perpendicular es sin duda
alguna paralela al vector normal n; asimismo es la proyeccién ortogonal del
vector u = q — p, sobre el vector n, luego la distancia del punto q al plano P
es el médulo de dicha proyeccion, es decir:

(u,n} n <ll,ll> <q_p07n>
d(q,P) = |proy,u|= T = =
" [ |n| [m] ]|
[(q—poy,n)|
[n]]

Se ha demostrado el siguiente teorema
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Teorema 1.7.2 Sea q € R?, y p, un punto en el plano P. Si la normal de P
es el vector n, entonces la distancia del punto q al plano P es

_ [{g—po,n)| (1.53)

Suponga que se tiene el plano P en coordenadas cartesianas, es decir,
P: Ax+By+Cz=D,

siendo que su normal es el vector n = (A, B, C), para el punto py = (x0,y0,20) €
P, se tiene que
(pg,m) = Axo+Byo+Czo =D

Luego,

[{(a—po,m)| = |(q,n) — (po,m)| = [{q,;m) — D|
y con este resultado en (1.53) se tiene que la distancia de cualquier punto q de
R3 al plano P: Ax+By+Cz=Des

,n)—D

d(q,P) = M (1.54)
VA2 +B?+(C?

1.7.2 Angulo entre dos planos
Definicion 1.7.2 Dos planos son paralelos, cuando sus vectores normales
son paralelos; o también, tienen el mismo vector normal.

Observacion
Si P| y P, son planos paralelos, al tener el mismo vector normal, sus

ecuaciones cartesianas se reducen siempre a las expresiones

P : Ax+By+Cz=D

P : Ax+By+Cz=D» (1.55)

donde el vector normal a ambos planos es n = (A, B,C).

Definicién 1.7.3 El dngulo formado por dos planos?, es el dngulo formado
por sus vectores normales.

“También se le llama dngulo diedro.

= Ejemplo 1.51 Deduzca una férmula para calcular la distancia entre dos
planos paralelos en forma cartesiana. .

Resolucion
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Sean P; y P; planos paralelos, de acuerdo a la dltima observacion, sus ecuacio-
nes son

Pi: Ax+By+Cz=D, y P : Ax+By+Cz=D

donde n = (A, B,C) es el vector normal de ambos planos. Para calcular la dis-
tancia del plano P; al plano P>, empezamos tomando un punto q = (x*,y*,z*) €
Py, esto es,

Ax*+By* 4+ Cz" = D;, donde (q,n) = Ax" +By*+Cz"
Segtin (1.54), la distancia del punto q al plano P, es

DT VA B+ VAT B 1O

Por lo tanto, la distancia entre los planos paralelos P y P» es

Dy —-D
d(p Py = 2= D2l (1.56)
VA2 4 B2+ C?
= Ejemplo 1.52 Las caras opuestas de un cubo se encuentran en los planos
P :2x—6y—9z=5yP,: —2x+6y+9z= 17, calcule su volumen. .
Resolucién

Para calcular el volumen basta con saber la longitud / de uno de sus lados.
Como tiene dos de sus caras opuestas en los planos P; y P>, entonces la
longitud [ serd la distancia entre dichos planos. Antes tenga en cuenta que P :
2x — 6y — 9z = —17. Para aplicar (1.56) observamos que D; =5y D, = —17,
luego

5= (=17)I
V(22 +(=6)2+(-9)2

Con esto el volumen del cubo es V = 23 = 8.

I=d(P,P) = —2

= Ejemplo 1.53 Obtenga el plano que pasa por el punto py = (1,2,—3) y es
paralelo al plano cuya ecuacién es 3x —y+2z = 4.

Resolucion
Por dato nos dan el plano
P 3x—y+2z=4

El vector normal al plano Py, es el vector n; = (3,—1,2). Sea P el plano que
pasa por el punto p,, puesto que P debe ser paralelo al plano P;, entonces sus



1.7 ElPlano: 59

normales deben ser paralelas“. Sin es la normal del plano P, entonces como
nos interesa sélo la direccién, podemos escoger n =n; = (3,—1,2). luego el
plano P esta dado por

P={peR’: (p—po,n) =0}
reemplazando
P={(x,y,z)€R3 : ((x—l,y—2,z+3),(3,—1,2)>=0}

Los dos planos paralelos aparecen en la figura 1.39. .

Figura 1.39:

= Ejemplo 1.54 Determine el dngulo que forman dos planos cuyas ecuaciones
cartesianas sonx+y=1yy+z=2.

Resolucion

Por dato nos dan los planos Py : x+y =1y P, : y+z =2 (ver figura 1.40)
El vector normal del plano P; es n; = (1, 1,0), mientras que el vector normal
de P, es el vector np = (0,1, 1), luego el dngulo entre los planos Py y P, es el
dngulo entre sus vectores normales, es decir

<I(P1,P2) = <Z(n1,n2) =6

"En este caso sélo nos interesa la direccidn, asi pues, puede haber infinitas normales, pero
todas ellas son paralelas y estdn en una misma direccion.
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Figura 1.40:
Con esta informacién
ep _ mm) (L0011
[ [m2f| [[(LLO)[ IO, L, 1)] v2v2 2
Por lo tanto, cosO:%,de donde9=§. "

= Ejemplo 1.55 Obtenga la recta que contiene el punto (2,1,—3) y es ortogo-
nal al plano determinado por la ecuaciéon 4x —3y+z=>5.

Resolucion

Sea L la recta que pasa por el punto p, = (2,1,—3) y es ortogonal al plano
P: 4x—3y+z=15. El vector normal al plano es n = (4,—3,1). Como L es
ortogonal a P, entonces L es paralelo a n, lo que significa que L es generado
por el vector n. Luego la ecuacién de la recta estd dada por

L:p=py+tm, tcR
reemplazando
L: (x,y,2)=(2+4t,1-3t,-3+1), teR

= Ejemplo 1.56 Considere los planos Py : (p—pg,u) =0y P> : (p—pg,Vv) =0,
donde u y v son linealmente independientes'?. Sea w = u x v.

12Que dos vectores sean linealmente independientes equivale a que sean no paralelos.
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1.

2.

Verifique que larecta L: p=p,+tw, ¢t € R estd contenida en ambos
planos.

Probar que si p es un punto que pertenece a ambos planos, entonces
p =Py +HoW.

Resolucion

. Sea p un punto cualquiera de la recta, entonces p = p, +¢Ww, para algin

teR.
Si reemplazamos p en la ecuacién de P; se tiene:

<p_p07u> = <(p0 -I—lW) _p07u> :l<W,ll> =0,
0

luego p € P;.
Ahora si reemplazamos p en la ecuacién de P; se tiene:

(P —=Ppo, V) = ((Po +1W),v) =1 {w,v) =0,
g

luego p € P». Se a probado de esta maneraque p € P; y p € P». Por lo
tanto LC Pry L C Ps.

De las ecuaciones de los planos Py y P; es fécil darse cuenta que py € P
¥ Po € P>. Asimismo, por dato se tiene que p estd en P; y P». Si tomamos
el vector p — py, entonces p — py es ortogonal a u y v, de donde se
obtiene que p — py es paralelo al vector w = u x v, es decir; existe una
constante #; tal que

P — Py =How

de donde p = py +fow.

Actividad de transferencia 1

1.

2.

Pruebe que el segmento que une los puntos medios de los lados de un
tridngulo es paralelo al tercer lado y tiene la mitad de su longitud.

Un rio de 5 km de ancho corre a una velocidad de 4 km/h. Halle la
direccién y la velocidad a la que debe viajar una motora para que cruce
el rio en 20 minutos y termine en el punto de la otra orilla situado
justamente enfrente del de partida.

. Encuentre los nimeros x,y,z en las siguientes ecuaciones:

a) (x—y—2)i+(2x+3y—12)j=0
b) (x*+y?)i+yj=16i+ (x—2)j.

. Encuentre el vector unitario u, el cual forma un dangulo de 60° con el

semieje positivo X.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Encuentre un vector unitario u, el cual tenga la misma direccién que
—4i+ 3j y sentido opuesto.

Halle el extremo del vector (5,—7) si su origen es (—4,8).

Razone si es verdadera o falsa la siguiente afirmacién: Si u y v son
vectores de R” tales que ||u|| = ||v||, entonces u = v.

. Sean x, yo constantes tales que ug = (xg,yp) y u = (x,y). Describa el

conjunto de todos los puntos del plano cuyas coordenadas verifiquen:
a) lu—wpl| =4
b) |lu—wup| <3.
Las fuerzas F; = (—3,4) y F, = (—3,—8) actdan sobre un cuerpo.
Determine la fuerza que hay que aplicar al cuerpo para que se quede en
reposo.
Se dispara un cohete formando un dngulo de 60° con la horizontal, a
una velocidad de 80m/seg. Halle la componente horizontal y vertical
del vector velocidad del cohete.
Un ave vuela desde su nido 8 km en una direccion al norte del este,
donde se detiene para descansar sobre un drbol. Después vuela 12 km
en direccién sureste, y se detiene sobre un poste de la telefonica. Sitie
un sistema coordenado XY de modo que el origen sea el nido del ave, el
eje X sefiale el este y el eje Y sefiale al norte. ;En qué punto se localiza
el arbol? ;En qué punto se localiza el poste de la telefénica?
Demuestre que las medianas de un tridngulo se cortan en un punto, el
cual es llamado baricentro.
Halle los nimeros x,y, z para los cuales se verifica que

xX(2i+j+3Kk) +y(i —j+2k) —z(i— k) = 2i + 3k

Halle el ndmero a para que los vectores (5,—2,1) y (2,a,—8a) sean
ortogonales.
Halle los dngulos que forma el vector (1,2, —1) con cada uno de los ejes
coordenados (Los cosenos de esos dngulos se llaman cosenos directores)
Halle 1a componente escalar de la fuerza F = (—4,5,3) en la direccién
del vector v=(2,—1,1).
Calcule el area del paralelogramo determinado por los vectores:

a) (0,4,3)y (—1,2,—1)

b) (4,—-1,3)y(2,-3,1)
En los siguientes problemas calcule el volumen del paralelepipedo
determinado por los vectores:

a) u=(1,0,1),v=(3,-1,5) yw=(5,0,1).

by u=(2,-1,-3),v=(3,2,1)yw=(0,1,—1).
Responda las siguientes interrogantes justificando su respuesta

a) Siuxw=vxw.;Sededuce que u =v?

b) Si (u,w) = (v,w). ;Se deduce que u = v?
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20

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

¢) Situxw=vxwy (u,w)=(v,w). ;Se deduce que u = v?
Demuestre que el drea del tridngulo cuyos vértices son (x1,y1), (x2,¥2)
y (x3,y3) es 2, donde

X1 )1
D= X2 2
x3oy3 1

Sean u,v,w € R? tales que u x v=w y (u,v) = 0. Demuestre que
existen escalares rq, r; tales que:

v=rn(wxu)yu=r(vxw)
Sea 6 = <((u,v), con 0 < 6 < 7. Demuestre que:

[Ju vl

tan0 =
(u,v)

Verifique que todo vector de R? puede ser escrito como combinacién
lineal de los vectores u = (—1,2), v=(3,-5), w = (—3,4). ;Significa
esto que el conjunto {u,v,w} es una base de R??
Sean u,v € R". Demuestre que |||ul| —||v]|| < |[[u—v]|.
Demuestre que si el conjunto {uj,uy,---,u;} es un conjunto ortogo-
nal'? de vectores en R”, entonces |[u; +uy + - +w|* = [u;||> +
a4+ g2
Sean u,v € R". Demuestre que: (u,v) € R si, y solo si, [[u+v| >
[[u—v].
Si cada pareja de vectores u,v,w € R” forma un dngulode %,y [lul| =1,
IVl = 2, ||w]|| = 3. Calcule |ju+v+w]||.
Sea {u,v} C R" un conjunto ortogonal de vectores unitarios. Demuestre
que el dngulo entre u y u+ v mide 7. ;Qué opinién darfa usted si
los vectores dados no fueran unitarios? ;Qué ocurre geométricamente
cuando n =27
Sean los vectores no nulos u,v € R” tales que ||ul| = ||v|]| = ||lu—v|.
Demuestre que <((u,v) = % (Cuél es el dngulo entre u y u — v?, ;Entre
vy u—v? Discuta geométricamente cuando n = 2.
Los puntos medios de los lados de un tridgngulo son P(3,—1), O(—1,5)
y R(—5,3). Determinar los vértices del tridngulo.
Sean u,v,w € R3 tres vectores tales que u -+ v+ w = 0. Demuestre que
UXV=VXW=WXUW
Sean u,u;,uy,u3 € R3, demuestre que:

(u,u; x (up X u3)) = (uxuj,uy X u3)

13Se refiere, que sus elementos son entre si vectores ortogonales
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33.

34,

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Halle la ecuacion de la recta que pasa por el origen y es perpendicular a
larectax=3—-5¢t,y=6+4t, 7= —3t.

Verifique si las dos rectas Ly = {x=3t,y=2t,z=t:t € R} y [, =
{(—3t,—t,t) : t € R} se cortan en un punto.

Demuestre que la distancia d entre el punto p = (x1,y1,z1) y la recta
x=xo+at,y=yy+bt,z=27—0+ct, estd dada por

|(a,b,c) x (x1 —x0,y1 — 0,21 —20) |
[[(a,b,c)|l

d=

Encuentre la ecuacién de la recta en R* que pasa por el punto py =
(2,0,0,4) y tiene al vector v= (—1,2,0,—5) por el vector paralelo.
Halle la ecuacién del plano que pasa por el punto p = (4,1,—1), si se
sabe que los vectores u = (—2,1,2), v= (4,—5,2) son paralelos a el.
Halle la ecuacién del plano que pasa por los puntos p = (2,3,-2),
q=(—3,5,—4), si se sabe que el vector u = (5,—1,3) es paralelo a el.
Halle la ecuaci6n del plano que pasa por el punto p = (5,—2,3) y es
paralelo al plano 4x — 5y +2z = 6.

Halle la ecuacidn del plano que pasa por el origen de coordenadas y es
perpendicular al plano 2x — 3y + 5z =09.

Demuestre que la ecuacién de un plano que pasa por el punto p =
(x0,¥0,20), tal que los vectores no colineales u = (ay, by, cy), v=(a2,b3,¢?)
son paralelos a él, se puede escribir como

X+xo Y—Yo Z—20
aq bl C1l =0
an b2 2

Habiendo verificado que los planos 2x+y—z =4, 4x+2y —2z =7 son
paralelos, calcule la distancia entre ellos.

Suponga que los planos Ajx+ By +c1z = D1, Aix+Byy+c22=D;
son paralelos. Obtenga una férmula para calcular la distancia entre ellos.
Dos caras de un cubo se encuentran en los planos 3x —y+2z =8,
3x —y+2z=12. Calcule el volumen del cubo.
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2. Supefficies tridimensionales:

Hay varias maneras de enfocar una superficie en R, ya sea como un
conjunto, como una grafica o como una aplicacion.

Superficie como un conjunto

Aqui se enfoca una superficie como un conjunto de puntos, los cuales estdn
sujetos a satisfacer una ecuacion.

Definicién 2.1.1 Una superficie S en el espacio R es:
S={(xyz) €R’ : G(x,5,2) =0}

siempre que la ecuacién G(x,y,z) = 0 tenga sentido?.

“Mads adelante veremos que esta es una superficie de nivel cero.

Definicién 2.1.2 Sea f: Q C R?> — R, la grifica de la funcién f es el
conjunto

graf(f) = {(x,y, f(x,y) € R® : (x,y) € Q}

S = graf(f) es una superficie.

En la ecuacién G(x,y,z) = 0 las variables x,y, z pueden estar dadas en forma
implicita, o también, en forma explicita cuando cualquiera de ellas se puede
despejar en funcién de las otras. Por ejemplo, si de la ecuacién G(x,y,z) =0
se puede despejar z en funcién de x e y, entonces esto se puede expresar como
z = f(x,y). Con esto, la superficie o parte de ella, es ahora la grifica de la
funcién f: Q C R* — R, y quedaria expresada asf:

{(x,32) ER? : z= f(x,y),(x,y) €Q}CS
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Observacion
No siempre la gréfica de f cubre toda la superficie S como veremos
mads adelante. Aqui, es importante destacar que

G(x,y,f(x,y)) = O,V(x,y) €Q

Para una mejor comprensién veamos el siguiente ejemplo.
= Ejemplo 2.1 Suponga que una superficie S estd dada por la funcién
Gxy2) =x"+y +27 -4

es decir,
S={(x,»2) €R’ : G(x,52) =0}

Aqui, es ficil notar que G estd definida en todo R?, sin embargo, G(x,y,2)=0
solo es satisfecha por un conjunto de puntos que en este caso estdn en la
superficie S. Las variables x, y, z estdn definidas implicitamente por x> + y* +
7> —4 =0, pero es posible despejar z en funcién de x e y mediante,

2= filxy) =VA—x2 =32 y 2= fox,y) = —4—x2—)?

El dominio de f; y f> es el circulo Q = {(x,y) € R? : x> +2 <4} y las
superficies

Sitz=hfilxy) y S2:z=h(xy)
son subconjuntos propios de S, pues z > 0en S; y z< 0en Ss. "

s Ejemplo 2.2 Si G(x,y,z) = Ax+By+Cz+D con A> + B>+ C? £ 0, se
tiene que S = {(x,y,z) € R? : G(x,y,z) =0}, o también, S = {(x,y,z) € R? :
Ax+ By+Cz+ D = 0} es un plano cuya normal es el vector n = (A, B,C). Si
C # 0, es posible despejar z y se tendria

2=fx,y)=——=—=x— =y

El dominio de f es todo R? y en este caso s se tiene que S: z= f(x,y). =

= Ejemplo 2.3 La superficie S = {(x,y,z) € R® : z=1x>+y?} es la gréfica de
la funcién f(x,y) = x> +y2. .

Cilindros
Definicion 2.1.3 Sea % una curva plana (osea contenida en un plano) y L

una recta que corta a C y no es paralela a dicho plano. El conjunto de todas
los puntos en las rectas que son paralelas a L y que cortan a C se llama
cilindro. Observe figura 2.1
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z

C:eslacurva
generatriz

Figura 2.1:

A C se le llama curva generatriz. Los cilindros con los cuales estamos mds
familiarizados, son los cilindros circulares rectos. Entre otros se tiene los
cilindros parabdlicos, hiperbdlicos y elipticos que se muestran en los siguientes
ejemplos.

= Ejemplo 2.4 Un cilindro circular recto, es aquel cuya curva generatriz C es
una circunferencia y L es una recta perpendicular a C. Veamos: .

1. El cilindro S = {(x,y,z) € R® : (x —x0)>+ (y —y0)* = r*} que se
muestra en la figura 2.2 tiene como curva generatriz a la circunferencia C.
Si esta curva lo vemos en el plano XY olvidandonos del eje Z, entonces

Figura 2.2:
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tendriamos que C = {(x,y) € R? : (x —x0)> + (y —yo)> = r*}!

2. Los cilindros circulares rectos, no necesariamente son paralelos al eje
Z, en general pueden ser paralelos a cualquier recta. El cilindro S =
{(x,3,2) €R3 : (x—9)?+ (z—3)? = 4} que se muestra en la figura
2.3 es paralelo al eje Y y la curva generatriz es una circunferencia en el
plano XZ, cuando y = 0.

Figura 2.3:
= Ejemplo 2.5 Un cilindro eliptico recto es aquel cuya curva generatriz € es
una elipse y la recta L es ortogonal a la elipse. Veamos .

1. Elcilindro § = {(x,y,z) € R? : % + @ = 1} que se muestra en
la figura 2.4 tiene su directriz paralela al eje Y.

Figura 2.4:

1Si tomamos esta circunferencia como en R? y en el plano XY, es correcto escribir C =
{(x,,2) ER® : (x—x0)>+(y—y0)> =712, y=0}.
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2. El cilindro § = {(x, y,2) ER3 : % + @ = 1} que se muestra

en la figura 2.5 tiene su directriz paralela al eje Z.

Figura 2.5:

= Ejemplo 2.6 También hay cilindros hiperbdlicos rectos, donde la curva ge-
neratriz ¢ es una hipérbola. en la figura 2.6 mostramos el cilindro hipérbdlico

S= {(x, y,2) ER3 : 9_9—1)2 — % = l}, cuya directriz L es paralela al eje
Z. "

Figura 2.6:

= Ejemplo 2.7 Por dltimo, también hay cilindros parabdlicos. En la figura 2.7
se muestra dos cilindros parabdlicos. El de la izquierda S y derecha S,, son
respectivamente,

x2 X

2
S ={(x,y,z) eR?:y= 5 +2} y S2={(x,y,z)ER3 tr=3 +2}
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Figura 2.7:

El estudiante se habrd dado cuenta que construir estos tipos de cilindros es
sencillo, basta tomar la cénica que ya conocen y por ella hacer pasar rectas
ortogonales. Dependiendo de la cénica en que plano se dibuje, esta se ird hacia
arriba con el eje Z o estara echada con su directriz ya sea apuntando en la
direccién del eje X o Y.

Otro detalle que el estudiante habra notado hasta aqui, es que los conjuntos

S1 = {(x,y,z) € RS : gl(xay) = 0} 05 = {(x,y7z) € R3 : gZ(va) = 0}
0
S3 = {(X,y,Z) € R3 : g3(yvz) = 0}
son cilindros. En caso de S| su directriz es paralela al eje Z, en caso de S su

directriz es paralela al eje Y y por ultimo para S3 su directriz es paralela al eje
X.

= Ejemplo 2.8 La superficie S = {(x,y,z) € R® : z=2senx+1} que se
muestra en la figura 2.8 es un cilindro. En este caso la directriz del cilin-

Figura 2.8:

dro es paralelo al eje Y. .
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A continuacién veremos otro tipo de superficies, definidas por ecuaciones
cuadrdticas en las cuales intervienen las tres variables x, y y z.

Superficies cuadricas
Definicion 2.1.4 La forma general de una superficie cuadrica S es:

S={(x,y,z) €ER®: Ax> 4+ By* +Cz*>+Dxy+Eyz+Fxz+Gx+Hy+Iz+J =0}

Pero evitaremos complicaciones y solamente trabajaremos con superficies de
la forma:

S={(x,y2) € R3: A’ +By? +CZ> +Gx+Hy+1Iz4+J = 0} (2.1)

Si en la ecuacién se tiene que G = H = I = 0, entonces nos quedaria una
expresion mucho més simple; y la superficie estaria dada por

{(x,y,2) €R®: A’ +By* +C2+J =0} (2.2)

Esta superficie de (2.2),se llama superficie cuddrica central, y se caracteriza
por que es simétrica respecto de todos los ejes y octantes. Lo importante aqui
es que cualquier superficie cuddrica (2.1) mediante traslacion de coordenadas
depués de haber completado cuadrados, se transforma en una de la forma (2.2).
Para determinar la representacion geométrica en el espacio de una superficie
(2.2), la técnica es analizar sus secciones transversales respecto de cualquiera
de los ejes y sus intersecciones con ellos. Entre estas superficies tenemos:
1. La esfera de centro en el origen y radio a > 0, cuya ecuacidn es:

Ay + i =d
a) Si usted hace x = 0, otiene la circunferencia y2 +72=da’*enel
plano YZ.
b) Si usted hace y = 0, otiene la circunferencia *+22=d?enel
plano XZ.
¢) Si usted hace z = 0, otiene la circunferencia X2+ y2 =a% en el
plano XY.

En cualquiera de los casos, la esfera se obtiene haciendo rotar la circun-
ferencia alrededor de uno de sus diametros.

= Ejemplo 2.9 La esfera S: x> +y> + 72 = 25 tiene su centro en el
origen y al interceptarse con cada uno de los planos coordenados resulta
una circunferencia. Ver figura 2.9. .

En general, una esfera de radio r con centro en el punto O(a, b, c) tiene
por ecuacién a:

(x—a)*+(y—b)*+(z—c)* =r? (2.3)
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Figura 2.9:

= Ejemplo 2.10 La esfera con ecuacién
(x=4)+ (y+1)*+ (2= 3)* =36,

tiene centro en el punto O(4,—1,3) y su radio es r = 6. Ver figura 2.10

Figura 2.10:

Si en la esfera de ecuacion (2.3) despejamos una de las variables, se
obtiene una semiesfera.

= Ejemplo 2.11 De laesfera (x—4)%+y? + (z—3)% = 36, si despejamos
la variable z se obtiene las superficies

S1:z7=3+1/36—(x—4)2—y2 y Sp:z7=3—4/36—(x—4)2—)?2

Cada una de ellas es una semiesfera de radio r = 5 y centro en 0(4,0,3).
Se ilustra en la figura 2.11. .
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2.1 Superficie como un conjunto

Figura 2.11:

2. El elipsoide con centro en el origen cuya ecuacion es

a) Siusted hace x = 0, obtiene la elipse Z—i + i—z = lenel plano YZ.
b) Si usted hace y = 0, obtiene la elipse 2—; + i—i =1 en el plano xZ.

2
¢) Si usted hace z = 0, obtiene la elipse Z—i + ly’—z =1lenel plano YZ.
Si el elipsoide tiene centro en el punto O(h,k,[), entonces su ecuacién

€S

(x—h)?  (y—k?  (=D?
= 2.4)
= Ejemplo 2.12 El elipsoide (XZ; L0 I62 i (1_91)2 = 1 tiene su centro
en el punto O(—1,2,1). Ver figura 2.12. .

Figura 2.12:

Aqui también si despejamos cualquiera de las variables, se obtiene un
semielipsoide.
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(x—2)?

2
= Ejemnplo 2.13 Si del elipsoide “-2° + 2 + G2 — | s despeja la
variable z, entonces se obtienen los elipsoides (ver figura 2.13)

Figura 2.13:
(x—2)2 y? (x—2)* »
Si:z=1434/1- — vy Siz=1-34/1— _2
1-2 + 64 4 yo2:2 o1 )

3. El hiperboloide de una hoja con centro en el origen cuya ecuacién es

2 2 2
Sl
a® b2 2
a) Si usted hace x = 0, obtiene la hipérbola z—z — i—z =l en el plano
YZ.
b) Si usted hace y = 0, obtiene la hipérbola j;—i — f—i =l en el plano
xZ.

¢) Si usted hace z = 0, obtiene la elipse ;‘—i + Z—z =1lenelplano YZ.

. . . L2 2
= Ejemplo 2.14 Considere el hiperboloide 7 + N % = L. Surepre-
sentacion geométrica es la figura 2.14. Tenga en cuenta que la superficie
estd separada, no contiene al origen. .

4. El hiperboloide de dos hojas con centro en el origen cuya ecuacién es

2y 2 _,
2 2
a) Siusted hace x = 0, no se obtiene curva, pues Z—z + % = —1, esto
es una contradiccién y significa que la superficie nunca intercepta

al plano YZ.

b) Si usted hace y = 0, obtiene la hipérbola ;—z — i—z =l en el plano
xZ.
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Figura 2.14:

¢) Siusted hace z = 0, obtiene la hipérbola ;‘—Z - )b’—z = 1l en el plano
YZ.
= Ejemplo 2.15 En el hiperboloide %2 e %2 =1, si hacemos x =0,

2 .
entonces y2 + % = —1, que es un absurdo. Por lo tanto, la superficie no
contiene al origen y alli, ambas hojas estan separadas. Su representacion
geométrica estd en la figura 2.15 .

Figura 2.15:
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5. El cono eliptico con centro en el origen cuya ecuacion es

a) Si usted hace x = 0, obtiene blz — i—i =0, que al factorizar le da
dos rectas que se interceptan (origen) en el plano YZ.

b) Si usted hace y = 0, obtiene % — fé =0, que al factorizar le da
dos rectas que se interceptan (origen) en el plano xZ.

¢) Si usted hace z = 0, obtiene jé + i—z =0, que es el punto (0,0).

. 2 22 o
= Ejemplo 2.16 La superficie S: % + 2% — §z = 0 es un cono eliptico

que pasa por el origen. Su representancion geométrica estd en la figura
2.16. .

Figura 2.16:

6. El paraboloide eliptico con centro en el origen cuya ecuacion es

e

+b2

=

le =

a) Si usted hace x = 0, obtiene la parabola z = b—i en el plano YZ.
b) Si usted hace y = 0, obtiene la pardbola z = ;‘—i en el plano xZ.
¢) Si usted hace z = 0, obtiene ;‘—i + i—i =0, que es el punto (0,0).

= Ejemplo 2.17 El paraboloide eliptico z = ’572 +y? se observa en la
figura 2.17. .
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Figura 2.17:

7. El paraboloide hiperbélico o silla de montar con centro en el origen

cuya ecuacion es

_ y2 x2
=2

a) Si usted hace x = 0, obtiene la pardbola z = bLz en el plano YZ.
b) Si usted hace y = 0, obtiene la pardbola z = — ;i; en el plano xZ.

. . 2 2
¢) Si usted hace z = 0, obtiene ;% — ly;f =0, que son dos rectas en el
plano XY.

= Ejemplo 2.18 El paraboloide hiperbdlico z = ’572 —y? se observa en la figura
2.18. .

Figura 2.18:
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2.2 Superficie paramétrica
Definicién 2.2.1 Considere la funcién f: @ C R? — R3 donde

fey) = (filx,y), fo(x,), f3(x,)), (x,y) € Q
la imagen de f
S=Im(f) ={f(xy) : (xy) €Q}
es una superficie, llamada también superficie paramétrica de f.
Conociendo f = (fi, f2, f3), muchas veces escribimos la superficie como
S= {(u,ww) eR3: u:fl(x,y),v:fz(x7y),w:f3(x7y)}

Podemos entender la superficie como la aplicacién f que toma una regién Q
del plano, la estira, la dobla o tuerce, para formar un conjunto de puntos de R*
que llamamos superficie (ver figura 2.19).

f

s
Y / -

X

Figura 2.19:

Observacion
Sea f: Q C R? — R. Hemos visto que una superficie S puede cons-
truirse a partir de la gréifica de f, es decir,

S:z=f(x,y)

Sin embargo, si a partir de f definimos la funcién F (x,y) = (x,y, f(x,y)),
la superficie queda expresada también en forma paramétrica, asi se
tiene

S={F(xy) : (xy) €Q}
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Observacion
Un plano también puede ser expresado en forma paramétrica. Si toma-
mos el plano P: Ax+By+Cz =D, C # 0, entonces despejando z se

tiene z = f(x,y) = g - %x — gy. Con esto se construye la funcién

D A B

F(xyy): <X»Y»E—EX—EY> ’ (X,y)E]RZ (25)
y el plano queda definido paramétricamente por F(x,y). Ver figura
2.20

F
y /'/—\
.
x: )
| X
X
Figura 2.20:

Con lo expuesto en la observacion la aplicacion en (2.5) define un plano.

= Ejemplo 2.19 Sea F(x,y) = (x,y,2— 5 — ). Esta aplicacién define el plano

P que se muestra en la figura 2.21. Como grificaseria P: z=2—5—3. =

Figura 2.21:
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Observacion

En general, cualquier aplicacién de la forma

F(x,y) = (a1x+by) +ci1z+dy,a0x+bys +crz+dy,a3x+bys +c3z+d3), (x,y) € R?

es un plano en forma paramétrica, siempre que cualquiera de dos com-
ponentes del lado derecho no coincidan. En caso todas sean iguales,
lo que se obtiene es una linea recta en R3.

En caso una de las componentes en el lado derecho fuera constante y
las otras dos que no lo son, coinciden, entonces la recta es paralela a
uno de los planos coordenados.

u=2x—y
= Ejemplo2.20 Sea F(x,y) = (2x—y,x+y,1 —x+2y). Sihacemos ¢ v=x+y
w=1-x+2y

. x=54+%
se tiene: { B §v+ 3, .
— 373
Con esto w = 1 +v—uy se tiene de manera equivalente F (u,v) = (u,v, 1+
v—u), que es la aplicacién que define un plano P en forma paramétrica. La
representacion del plano estd en la figura 2.22. .

Figura 2.22:

A continuacién, ilustramos diferentes aplicaciones con su respectiva superficie
1. S: F(x,y) = (2cosy,2seny,x), ver figura 2.23. Esto es un cilindro.

>
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Figura 2.23:

2. Sean a y b niimeros reales tales que ab > 0; un paraboloide elipti-
co (cuando a # b) en forma paramétrica estd dado por la aplicacién
F(x,y) = (x,y,c +ax* +by?).

Por ejemplo, sea S : F(x,y) = (x,y,2+2x* 4 3y?). La representacién
geométrica de este paraboloide estd en la figura 2.24. Como se observa,
cada plano que intercepta a la superficie lo hace en una elipse.

Figura 2.24:

En el caso de que a = b, el paraboloide es circular, en el sentido que cada
plano horizontal que corta a la superficie, lo hace en una circunferencia.

- Q. _ 27 ]
Por ejemplo, la superficie S: F(x,y) = (x,y,6 —% — % ) es un parabo
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loide con seccidn transversal circular, su representacion geométrica estd
en la figura 2.25.

Figura 2.25:

3. Sea r un niimero positivo, con la funcién F (x,y) = (x,y,k++/r2 —x2 — y?)
se parametriza una semiesfera. En el caso de signo positivo en la tercera
componente, corresponde a una semiesfera superior, mientras que el
signo negativo se corresponde con la semiesfera inferior.

Sea F(x,y) = (x, ¥,3+/9—x%— y2), su representacion geométrica es
la semiesfera que se muestra en la figura 2.26.

Figura 2.26:
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Actividad de transferencia 2
1. Represente geométricamente la superficie S = {(x,y,z) € R*: G(x,y,z) =

0}, donde
a) G(x,y,z) = 4x —|—36y — 144
b) G(x,y,z) =y*+z>—16
¢) G(x,y,z )f3x+21710
d) G(x,y,z) =7 —3y
e) G(x,y,z) =x* +y 8x+4y+13
) G(x,y,z) = 2x> — 3272
g) G(x,y,z) = 4x> +9y* + 4972 — 1764
h) G(x,y,z) = 9x* — 2+9z -9
i) G(x,y,2) = —x2+y +22
D Gx,yz)=y—
k) G(x,y,z )—x —722+y
D G(x,y,z) =x* —|—y —4722 +4
m) G(x,y,z) = 9x> 447 36y
n) G(x,y,z) = 9x> +25y* + 97> — 225
i) G(x,y,z) =y—cosx
0) G(x,y,z )—z—\/16 x2 —y?

P Gx,3,2) =z— /x> +y2 +1

2. Silacurvaz= x2 en el plano XZ, gira en torno del eje Z, la superficie
resultante tiene la ecuacién z = x2 + y2; obtenida como resultado de
reemplazar x por 1/x2+y2. Si y = 2x en el plano XY se gira en torno
del eje Y, ;cudl es la ecuacion de la superficie resultante?

3. Determine la ecuacién de la superficie que se obtiene al girar la curva
z=12yen el plano YZ, alrededor del eje Z.

4. Determine la ecuacién de la superficie que se obtiene al girar la curva
4x? +3y? = 12 en el plano XY, alrededor del eje Y.

5. Determine la ecuacion de la superficie que se obtiene al girar la curva
4x? —3y* = 12 en el plano XY, alrededor del eje X.

6. Demuestre que la proyeccion en el plano XZ de la curva que resulta de
la interseccion de las superficies y = 4 — x> e y = x*> + z° es una elipse,
de la cual debe determinar sus didmetros mayor y menor.

7. Esboce la representacién geométrica de las siguientes superficies dadas
en forma paramétrica (se sugiere que corrobore con el Geogebra)

a) S: F(x,y) = (x,y,2x—y+3)

b) S: F(x,y) = (x—1L,x+y,x+y)
¢) S: F(x,y) = (x, y,x2+4y2)

d) S: F(x,y) = (x MRVESE e )

e) S: F(x,y)= (x »2 +y2)
f) St Flx,y) = (x,yx —yz)
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