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El presente texto titulado Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Orden
Superior y sus Aplicaciones tiene como objetivo el de contribuir y fortale-
cer el aprendizaje de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias’.
Este es un material idoneo para los estudiantes porque contiene el andlisis de
métodos matematicos eficientes que le permitiran desarrollar habilidades y
estrategias para resolver problemas con ecuaciones diferenciales de orden su-
perior; asimismo, contiene aplicaciones que van a contribuir en la modelacién
matemadtica con problemas pricticos y de interés en su formacién profesional.

La realizacién de este libro ha llevado varios afos, para lo cual es muy
valiosa la experiencia adquirida por los autores en la ensefianza de la asignatura
de matematica en diversas universidades del ambito nacional e internacional.
El material que exponemos en este libro, como los problemas resueltos y
propuestos, han sido parte de nuestras sesiones de clase con los estudiantes y
planteados en sus exdmenes a lo largo de todos estos afios. Otros problemas
que van a ser de interés para los estudiantes han sido resueltos por los autores,
que debido a su complejidad y el tiempo no han sido expuestos en clase, pero
que serviran para el desarrollo y andlisis de proyectos matematicos formativos.

A continuacién comentamos sucintamente los contenidos por capitulo para
que den un panorama al estudiante acerca del material y pueda organizar su
estudio de manera eficiente:

Capitulo I: aqui se inicia con una exposicion de los conceptos basicos
acerca del orden y la linealidad de una ecuacién diferencial ordinaria, es im-
portante que se identifique el operador asociado a una ecuacién diferencial,

Es una asignatura que estd contemplada en los planes de estudios de algunas Carreras
Profesionales como Matematica, ingenieria civil, agricola y de minas.



porque esto le permitird mds adelante resolver ecuaciones usando estos opera-
dores. También se menciona el teorema de existencia unicidad de una ecuacién
diferencial lineal con condiciones iniciales; este teorema es importante que el
estudiante lo conozca bien, porque no solo da informacién acerca de la exis-
tencia de soluciones, sino también de los intervalos donde debemos buscarlas.
Luego se hace una exposicion breve acerca de la solucién complementaria
y particular de una ecuacién diferencial no homogénea. En el caso de la so-
lucién complementaria, el estudiante debe tener muy claro como es que se
genera esta solucién a partir de las soluciones fundamentales o linealmente
independientes, para lo cual el Wronskiano juega un papel importante para
determinar la independencia lineal. Finalmente, debemos mencionar el rol que
juega el teorema conocido como principio de superposicion en ecuaciones
diferenciales lineales, mediante el cual se llega a la solucidn total o general en
el caso homogéneo.

Capitulo II: Este capitulo es uno de los mas importantes de este libro
porqué aqui se analiza los principales métodos de resolucién de una ecuacién
diferencial ordinaria de orden superior. Se inicia con el estudio y deducciéon
de la identidad de Abel y la formula de Liouville para el caso de ecuaciones
de segundo orden. La férmula de Liouville es muy importante porque nos
permite encontrar una solucién fundamental a partir de otra ya conocida, en
este libro la aplicaremos muchas veces y son varios los problemas en los cuales
mostramos su aplicacion para resolver ecuaciones lineales de segundo orden
homogéneas.

En el caso de ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes y ho-
mogéneas, es muy importante la transformacién y(x) = €**, 1a cual permite
convertir a la ecuacién diferencial en una ecuacién polinémica (también llama-
da ecuacion caracteristica); segun la naturaleza de las raices de esta ecuaciéon
se tiene diferentes tipos de soluciones para la ecuacion diferencial. En este
caso, primero se hace el estudio de la ecuacion diferencial de segundo orden,
para luego generalizar el caso de orden n, n > 3.

Visto el caso homogéneo, el siguiente trabajo es desarrollar métodos que
nos permitan determinar la solucién particular de una ecuacién no homogénea,
asi tenemos tres métodos clasicos: el método de coeficientes indeterminados,
el método de variacion de pardmetros y el método de operadores inversos. El
primero es algebraico y funciona solamente cuando una funcién y todas sus
derivadas son generadas por un nimero finito de funciones basicas. En cambio,
el método de variacion de pardmetros es mas general, y estd sujeta a procesos
de integracion. Por ltimo, el método de operadores inversos suele ser muy
préctico en el caso de algunas funciones.

Finalmente, se estudia algunos casos de ecuaciones de coeficientes va-



riables, como por ejemplo, la ecuacion de Cauchy - Euler; asimismo, se ve
otras transformaciones que permiten convertir una ecuacién diferencial de
coeficientes variables, en una de coeficientes constantes.

Capitulo III: para adentrarse en este capitulo, el estudiante ya debe ma-
nejar los métodos de resolucién de una ecuacién diferencial. Aqui en este
capitulo, se estudia el movimiento oscilatorio producido por una masa adheri-
do a un resorte. As{ se tiene, el movimiento arménico simple y el movimiento
amortiguado, los cuales son modelados y explicados mediante una ecuacién
diferencial lineal de segundo orden. En el caso del movimiento amortigua-
do, hay tres casos: el sub amortiguado, sobre amortiguado y criticamente
amortiguado. Una caracteristica comun a estos tres casos, €s que acontece
la estabilidad hacia cero, lo que significa que la oscilacién se va disipando
con el tiempo hasta quedar en reposo. Finalmente, se realiza el estudio del
movimiento forzado, donde es importante el fenémeno de resonancia.

Capitulo I'V: Muchas de las ecuaciones hasta aqui estudiadas no pueden
resolverse por los métodos clésicos vistos en el Capitulo II, puesto que el
proceso de integracién no siempre puede llevarse a cabo con funciones ele-
mentales conocidas, como las polinémicas, exponenciales, trigonométricas,
hiperbolicas, racionales e irracionales; motivo por el cual, es necesario recu-
rrir a herramientas méds poderosas como es el caso de las series de potencias.
El estudiante debe conocer que todas las funciones elementales enunciadas
mds arriba tienen asociada una serie de potencias convergente conocida, o en
todo caso, series de potencias convergentes conocidas pueden empaquetarse
como alguna de las funciones elementales ya mencionadas.

El capitulo inicia con el estudio muy breve de las serie de potencias de
numeros reales y los principales criterios de convergencia, como el criterio de
la razén. A continuacion se analiza las series de potencias y su radio de con-
vergencia. Luego nos adentramos en el estudio de las ecuaciones diferenciales,
para lo cual nos ocupamos primero de los puntos ordinarios de una ecuacién
diferencial y su solucién respectiva como una serie de potencias.

El siguiente caso corresponde a los puntos singulares regulares, aqui la
solucion es una serie de Frobenius. Se estudia tres casos segun las raices de
la ecuacidn indicial asociada a la ecuacion diferencial. Vemos algunos casos
y técnicas importantes que sirven para resolver una ecuacion diferencial de
manera prictica. En los ejercicios propuestos, se brinda al estudiante algunos
casos de series conocidas para que profundice y mejore sus técnicas con los
métodos de resolucién vistos en este capitulo.

Capitulo V: La transformada de Laplace es una herramienta muy impor-
tante para resolver problemas con ecuaciones diferenciales donde una fuerza
actia por partes sobre un movimiento de una masa o en caso de circuitos



\%

donde la fuerza es ahora una fuente de voltaje.

El estudio de la transformada de Laplace se inicia con su definicion,
para luego analizar las propiedades de como actda sobre distintos tipos de
funciones. Se estudia la transformada inversa a través de fracciones parciales
y la convolucién. En todo este capitulo nos esmeramos en evitar el clculo de
la transformada segun la definicion de integral impropia, y el tratamiento que
hacemos se basa enteramente en las propiedades. Recomendamos al estudiante
que se especialice en las propiedades de traslacién y como se aplican en
diferentes casos; asi también, con la transformada de Laplace de funciones
definidas por partes y como éstas se expresan usando la funcién de Heaviside,
y por tltimo la funcién de Dirac, la cual permite modelar impulsos que actian
en un instante de tiempo.

Después de estudiar la transformada de Laplace, nos ocupamos en seguida
de su aplicacién en la resolucién de ecuaciones diferenciales lineales (homo-
géneas y no homogéneas). Aqui vemos el caso de movimiento oscilatorio,
circuitos y algunos casos deflexién de vigas (simplemente apoyadas, en vo-
ladizo y empotradas en ambos extremos). Finalizamos este capitulo con la
aplicacion a sistemas lineales de ecuaciones diferenciales, los cuales sirven
para modelar y resolver problemas con sistemas acoplados.

A los estudiantes, esperamos que este material sea de mucha ayuda en su
formacion profesional; asimismo, aguardamos sus sugerencias y observaciones
para que este material mejore en una préxima edicién.

Las gréficas que aparecen en este libro han sido realizadas con COREL,
asimismo, con la aplicacién del software MAPLE 16. También debemos indi-
car que muchos de los problemas resueltos, son propuestos y/o adaptados de
los textos, pagina web que se indican en la bibliografia. Otros problemas han
sido creacién nuestra, y de los ejercicios que se proponen, algunos también
estdn consignados en los textos de la bibliografia, asi también, otros son de
nuestro aporte.

Los Autores



1. Ecu

. de Orden Superior

En este capitulo, hacemos un recorrido abreviado por los conceptos funda-
mentales que involucran las ecuaciones diferenciales, son estas ecuaciones las
que ocupan nuestro objetivo principal de estudio a lo largo de este libro, asi
que es importante que debamos desarrollar conceptos relacionados como el de
solucidn, condiciones iniciales y de frontera, linealidad e independencia lineal
de las soluciones.

De forma general, decimos que estamos frente a una ecuacion diferencial,
si esta involucra una funcién incégnita y sus derivadas. Es decir, a diferencia
de las ecuaciones algebraicas cuyas incégnitas representan nimeros, en las
ecuaciones diferenciales, la incégnita representa una funcién que aparece con
sus derivadas. En el siguiente ejemplo se proporciona algunos modelos de
ecuaciones diferenciales.

= Ejemplo 1.1

] d_)t} =7, es una ecuacién diferencial donde y(z) es la funcién incégnita

(t es la variable independiente y y es la variable dependiente)’.
» (1 —x%)y" —2xy' +2y = 0, es una ecuacién diferencial con funcién
incégnita y = y(x) y x como variable independiente.
%u d%u d%u
02x * 0%y * 0%z
nita u(x,y,z). Aqui, x, y y z son variables independientes.

= 0, es una ecuacion diferencial con funcién incég-

Cuando se esta modelando, 7 Ileva el nombre de variable temporal y y lleva el nombre de
variable de estado, debido a que las ecuaciones diferenciales modelan el estado de un sistema
dindmico en el tiempo ¢.



1.1

2 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias de Orden Superior

Definicion 1.0.1 Una ecuacién es llamada ecuacion diferencial ordinaria
(EDO) si la funcién incégnita depende solamente de una variable inde-
pendiente. En el caso de que dependa de dos o mas de variables, serd
denominada ecuacién diferencial parcial (EDP).

En el ejemplo 1.1, las ecuaciones 2 = y?, (1 —x?)y” —2xy’ +2y = 0 son
. . . .. L2 2 2
ecuaciones diferenciales ordinarias y la ecuacion % + g—)‘;‘ + ‘37” =0esuna

EDP.

Ecuaciones diferenciales ordinarias - Conceptos badsi-
cos

De aqui en adelante sélo nos ocuparemos de las ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Definicién 1.1.1 El orden de una ecuacién diferencial queda determina-
do por el orden de la derivada mas alta de la variable dependiente que
interviene en la ecuacion diferencial.

Por ejemplo:

1. (/)2 +2xy +y =0, es de segundo orden.

2.y —y/ = 2x, es de cuarto orden.

3. (y/)° —y =1, es de primer orden.
Una caracteristica importante de una ecuacién diferencial es la linealidad, as{
se tiene:

Definicion 1.1.2 Una ecuacién diferencial ordinaria lineal de orden n es
de la forma:

(0" 4y ()" - () an (0 +ag(x)y = f(x) (1.1

donde las funciones a,, ---, ag y f deben estar definidas en un intervalo
ICR.

Si f(x) =0, Vx € I, entonces decimos que la ecuacién diferencial (1.1)
es homogénea, caso contrario es no homogénea.

Observacion
En la ecuacién diferencial (1.1) nos interesa que a,(x) no se anule en
I. En el caso de que se anule, las raices de a,(x) = 0 se llaman puntos
singulares de (1.1), lo que serd visto mas adelante cuando tengamos
que resolver ecuaciones diferenciales con series de Frobenius.



1.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias - Conceptos bdsicos 3

i (n) — d%y
Si tomamos en cuenta de que y\' = Tt

mediante la expresion:

entonces podemos reescribir (1.1)

dny dnfl d2y dy
an(3) T + a1 () o+ + () T @ (0 a0y = £(0)
(1.2)
de donde? también se obtiene:

4" ) 1 d2

an(x)ﬁ +an—1(x )d — +ta(x )d 5 d +ap(x)id|y= f(x)

talx )dx

Esta dltima presentacién de (1.1) nos permite definir el operador

4" dnfl d2

d
dn+n1()dnl+ +a2()d2+a1()

L(x) = an(x) - taoid

(1.3)
con el cual la ecuacién diferencial (1.1) queda escrita de manera mas compacta
mediante la expresion:

Lx)ly] = f(x) (1.4)

Una de las cualidades mds importantes del operador L(x) dado en (1.3) es
su linealidad?, es decir, para dos funciones y;, y» de clase C" en [ ((también
podemos escribir y;,y, € C*(I))) y un escalar r € R se cumple la propiedad

L(x)[y1 +ry2] = Lx) 1]+ rL(x)[y2]

= Ejemplo 1.2 En la ecuacién diferencial 3y” 4 5y’ 4 2y = 0, el operador L(x)
asociado a esta ecuacion es

2
Lx) =37 d -‘FSi-‘v—Zld

A continuacién verificamos que este operador es lineal. En efecto, dadas las

2id representa el operador identidad.
3Es importante aclarar que la linealidad del operador asociado a una ecuacién diferencial es
quien determina o hace que la ecuacidn sea lineal.



4 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias de Orden Superior

funciones y1, v de clase C? y r € R, entonces

2

d d .
L(x)[y1+ry2] = 3@+55+21d (1 +ry2)

d? d
= 3—[y1 +rys) +5—[y1 +ry2] +2[y1 +rya]
2 d2

= 3 I ] 45 ]+ 5[] 42D + )

dx dx

= 3y +3ryy +5y] +5ry5 +2y1 + 2y

= (343551 +20) +7 (32 +52 +2)

= L) ]+rLx)]y]
Asi vemos que L(x) es un operador lineal, y de esto, la ecuacién diferencial
asociada resulta ser también lineal. "
= Ejemplo 1.3 La ecuacién diferencial (1 —x ) —2xy’ +2y = 0 tiene como
operador asociado a L(x) = (1 —x )d—2 — 2x 2 +2id, el cual es lineal. .
= Ejemplo 1.4 Demuestre que el operador asociado a la ecuacién diferencial
3y" —4(y')? +y = sen(x) no es lineal

Resolucién

En efecto, el operador asociado a la ecuacién dada es

L(x)[y] = {3:; 4 < id* o 5 ) +id] (y)
Si consideramos dos funciones yi, y» y un escalar r € R tendriamos:
42
dx?
2

d o (d
= 3E(y1+ryz)—4zd (a(yl—kryg)) +y1 471y

L(xX)y1+ry2] = {3 4<id20%>+id] (v1 +7y2)

d 2
= 30 +nh)—4 [Iv(yl + Vyz)} +y1+ry2

= 3y +3n) 4[y’1+ry’2]2+y1+ry2

= 3y +3n% —404)* = 8ryiyh — 47 ()7 +y1 +
3y — 4012 +y1 47 35 —405)7 +y2] —8niyh
+ar(yy)? —4r2 ()

= L))+ L) 2] +4r(2)* =47 (35)* = 8ryiyh



1.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias - Conceptos bdsicos 5

Este resultado nos muestra que L(x)[y; + ry2] # L(x)[y1] + rL(x)[y2], por lo
tanto L(x) no es lineal®. .

s Ejemplo 1.5 En la ecuacion diferencial

&’y d’y . dy

3 2

3 —2x d2+7 a—y—xsenx

el operador diferencial de orden 3 asociado a la ecuacién diferencial estd dado
por

d? d? d
Lx)=x— -2 —— +Tx— —id 15
W= e (-
asi la ecuacion queda escrita en forma compacta como L(x)[y] = xsenx, ade-
mads es no homogénea. .

A continuacidn, tratamos otro concepto muy importante en las ecuaciones
diferenciales, que es el de solucion de una ecuacion diferencial, veamos la
siguiente definicion:

Definicion 1.1.3 La funcién ¢ = ¢(x), x € I es solucién de la ecuacién
diferencial (1.4) en el intervalo abierto [ si, y solo si, L(x)[¢] = f(x),
Vx el.

= Ejemplo 1.6 La funcién ¢ (x) = 2sen(x) — cos(x) es solucién de la ecuacién
diferencial y” +y = 0, pues resulta que ¢”(x) + ¢(x) = 0. Esto es fécil de
comprobar, veamos los siguientes cdlculos

¢'(x) =2cos(x) +sen(x) 'y ¢"(x)=—2sen(x)+cos(x)
luego

¢"(x)+¢(x) = [—2sen(x)+cos(x)]+ [2sen(x) —cos(x)]
= 0

Esto comprueba que en efecto la funcién ¢(x) es solucion de la ecuacion
/!
y +y=0. .

Lo que es de sumo interés ahora, es determinar qué condiciones debe satisfacer
una ecuacion diferencial ordinaria de orden superior y lineal para garantizar
la existencia de su solucion, el siguiente teorema justamente nos proporciona
esas condiciones, donde el lector puede ver que el concepto de la continuidad
es aqui muy preponderante.

4 Asf 1a ecuacién diferencial tampoco es lineal.



6 1 Ecuaciones diferenciales ordinarias de Orden Superior

Teorema 1.1.1 El problema de valor inicial®

YO ®) + @1 @)y 4+ @ ()Y +ao(x)y = f(x), x€1
_ i

¥(x0) = y0,5 (x0) = ¥, -,y D (x0) =y Y

con las funciones a,_1, ---, ap y f continuas en un intervalo abierto I que

contiene al punto x, tiene una dnica solucién en este intervalo.

“Se llama problema de valor inicial porque todas las condiciones impuestas a y se dan en
un mismo valor de la variable independiente.

Demostracion. De hecho nuestra ecuacion anterior se puede reescribir de la
siguiente forma:

YW) = ) —an 1 (x)y"Y o —a(x)y —aox)y  (1.6)
= F()C,y,yl,y”,"' ,y(n—l))

Esta ecuacidn diferencial ordinaria es de orden # y, debido a que la variable de
estado y estd en R nuestra ecuacion es dimensién uno. Haciendo

a1 =y
/ "
2 = 3=y
B3 = 7
el = Ty :y(”il)
Zl/lfl = F(x7y7y/7y”a"' ,y(n71)>:y(n)

tenemos que nuestra ecuacién 1.6 se puede reescribir como
7 =G(x,2) 1.7
donde z = (y,21,..-,20—1) € R" y el campo

G(x,2) = (21,22, 201, F (x,3,y1 ,y P .,y (17D,

Nuestras hip6tesis nos conducen a que el campo G es una aplicacién continua
y localmente Lipchitziano en relacién a la segunda variable z. Aplicando el
Teorema de Picard -Lindeloft a (1.7) tenemos existencia y unicidad para las so-
luciones de (1.6), toda vez que se fije una condicién inicial. Una demostracion
moderna se presenta en [19]. [ |
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Veamos el siguiente ejemplo:
= Ejemplo 1.7 Determinemos el intervalo maximo en que el problema de
(¥ —4)y" + + (senx)y = &

tiene solucidn dnica.
y(1) =0,y (1) =

valor inicial {

Resolucion

Aqui, reescribimos la ecuacién diferencial para obtener:

" 1 n senx e
YT x274y_x(x2—4)
se tiene que las funciones a;(x) = )ﬁ, ag(x) = 325y f(x) = x(xf—;‘) son

continuas en R — {—2,0,2}. Como xy = 1, entonces de acuerdo al teorema
1.1.1, el problema de valor inicial tiene solucién Unica en el intervalo 0 < x < 2,
que es el mayor intervalo conteniendo xyp = 1 donde a; (x), ag(x) y f(x) son
continuas. .

Ecuacioén diferencial complementaria u homogénea

Sien (1.1) hacemos f(x) = 0, Vx € I, entonces la ecuacién diferencial
an ()" + a1 ()" 4 ar ()Y +ar ()Y +ap(x)y=0  (1.8)

es llamada ecuacién complementaria® asociada a (1.1)

Teorema 1.1.2 — Principio de superposicion. Si las funciones yi, y;,
---, ¥, son soluciones de (1.8) en algtin intervalo abierto /, entonces y =
c1y1 +c2y2 + - - - + ¢y, también es solucion de (1.8) para constantes ¢y, c2,
-+, ¢y cualesquiera.

Demostracién. Usando el operador diferencial L(x) dado en (1.3)%, la ecua-
cién diferencial (1.8) es equivalente a la ecuacién compacta

Lx)y] =0

Ahora, si para cada i = 1,n se tiene que y; es solucion de (1.8), entonces acon-
tece que L(x)[y;] = 0. A continuacién, tomamos arbitrariamente las constantes

50 también ecuacién homogénea.
SEl cual sabemos que es lineal.
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c1, €2, -+, Cn, con las cuales formamos la funcion y = c1y1 +coy2 + - -+ ¢uyn;
aplicamos a esta funcién el operador L(x) y se tiene:

L(x)[y]

L(x)[c1y1 +caya + -+ -+ Cuyn)
c1 L(x)[y1] +ea L(x) [ya] + - - - 4 ¢ L(x) [ya]
=0 =0 -0

=0

De donde L(x)[y] = 0, este resultado nos demuestra que y = ¢;y; +cay2 + -+
cnyn también es solucion de la ecuacion (1.8). |

Observacion
El principio de superposicion nos dice de otro modo, que la combina-

cion lineal de soluciones de (1.8), también es solucién de (1.8). Algo
que debemos resaltar aqui, es que esto solo acontece para ecuaciones
diferenciales lineales.

Definicion 1.1.4 Sea V un espacio vectorial sobre el campo R (o C)

y M = {vi,v2,---,vy} C V. Decimos que el conjunto de vectores M es
linealmente independiente (l.i) si, y solo si, para cualquier coleccién de
escalares A1, A2, ---, A, en R:

Mvi+Ava+ 4+ A, =0
implicaque Ay =4, =---=24,=0
Si la implicacién anterior no fuera verdadera, es decir, la igualdad
Avi+Avy+-+ Ay, =0

acontece para algunos escalares A; diferentes de cero, entonces decimos que el
conjunto de vectores M es linealmente dependiente (1.d). La independencia
lineal es importante porque es una condicién necesaria para que genere’ un
espacio o subespacio vectorial.

7Por ejemplo, el espacio vectorial R? tiene como base candnica a los vectores linealmente
independientes i, j, k (Es un hecho que cualquier conjunto de vectores Li de R? genera R?). Para
que la idea quede més clara, la recta en forma vectorial que pasa por el origen se comporta como
un subespacio de R? o R, y es generada por un vector no nulo, lo mismo acontece con un plano
que pasa por el origen, siendo en este caso un subespacio de R? y generado por dos vectores L.i.
Para profundizar més sobre este tema recomendamos que lo haga en algiin texto de dlgebra lineal.
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Sea I un intervalo abierto en R, consideramos el espacio vectorial®:
V ={f : fesunaaplicacién de [ en R}

Segun la definicién 1.1.4, el conjunto M = {y1,y2,---,y,} CV es Lien el
intervalo [ si, y solo si, para cualquier coleccidén de escalares cq,cz,- - ,c, en
R:

c1y1(x) +cay2(x) + - +cpyn(x) =0

implicaqueci =co=---=¢,=0,Vxel
En vista de que nuestro estudio son las ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales, tomaremos el espacio vectorial

V=%¢""'1)={f:1— R : f posee (n— 1)—ésima derivada continua en I}

y el conjunto M = {y1,y2,-- ,yn} C V, para analizar la independencia lineal
de los vectores de este conjunto procedemos de la siguiente manera: Tomamos
una combinacioén lineal arbitraria de estos vectores, c¢1y; + c2y2 + -+ + Cu¥n,
con escalares en R e igualamos a cero, teniéndose asf:

c1y1(x) +eay2 (%) + -+ cayn(x) =0, Vx €1 (1.9

Como cada y; es un elemento de V, entonces podemos derivar hasta el orden
n — 1 para obtener n ecuaciones, y asi formar el sistema de ecuaciones

ciy1(x) +coya(x) + -+ cpyn(x) =
c1yy (%) +eayh (x) -+ cayy (x) =

e V) + et )+ et (@) =0

que en forma matricial es:

yl(x) y2(x) yn(x) Cl 0
i (x) ¥y (%) Y (%) 2 0

: : : = (1.10)
gnil) (x) ygnil) (x) .- y,(,nfl) (x)] Len 0

Para analizar la solucién de la ecuacién (1.10), ponemos la siguiente defini-
cién

8Recomendamos al lector verifique que el conjunto que se indica es un espacio vectorial.
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Definicién 1.1.5 Sean yi, 2, ..., y, funciones en el espacio ¢~ (I),
donde I es un intervalo abierto de R. El Wronskiano de y{, y,, ..., y, es
la funcién W : I — R dada por:

Y1 y2 Yn
Y ¥h Y
W(x) =W, ,yn) = : (1.11)
~1 ~1 -1
yﬁ” ) yg" ) y(n )
V1 ()C) y2(x) yn(x) i
_ ALTC B 1€ /165
Definiendo por Y (x) = : . . ,
- - -
Ve @
yporC=[ci ¢ - ¢ T (la T indica transpuesta), la ecuacién (1.10)
es equivalente a:
Y(x)C=0,Vxel (1.12)
Como podemos ver en (1.11), el determinante de la matriz ¥ (x) es W (x), asi
la ecuacion (1.12) tiene soluciéon C =0 (es decir: ¢c; =cp =---=c¢, =0)en I,
si W(x) # 0, Vx € I. Esto que acabamos de hacer es muy importante porque
nos dice de la independencia lineal de las funciones y;,y,---,y, C €"~'(I)

ocurre en I, siempre que W(x) # 0, Vx € I. A continuacién se propone el
siguiente teorema

Teorema 1.1.3 Las funciones y;,y,---,y, € €"~'(I) son linealmente
independientes en el intervalo abierto / C R, siempre que W (x) # 0, Vx € 1.

El reciproco de este teorema no siempre es cierto, vea el ejemplo 1.13

= Ejemplo 1.8 Sean las funciones y; (x) = cosax, y2(x) = senax, con a # 0,
se tiene que el Wronskiano® de estas funciones es:

cosax senax
—asenax acosax

W(x) = =a#0,Vxel

9J6zef Hoene-Wronski (1776-1853) fue un matemético polaco de origen checo. En sus inicios
se dedic6 a la actividad militar, para luego dedicarse a la actividad cientifica, mucha de la cual
lo desarroll6 en Paris, donde vivié hasta su muerte. Fue un arduo critico de Lagrange por el
uso de series infinitas, sin embargo, muchas de sus criticas fueron infundadas, por lo cual fue
ridiculizado. Sus mejores trabajos estuvieron relacionados con el estudio de las series, teniéndose
en su honor, la famosa serie de Wronski; donde la importancia de los coeficientes de dicha
serie fueron reconocidos después de su muerte, y pasaron a formar los determinantes que en la
actualidad conocemos como Wronskianos.
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Luego en virtud del teorema 1.1.3, las funciones cos(ax), sen (ax) son
linealmente independientes en todo R.

s Ejemplo 1.9 Tomemos el intervalo abierto / y la funciones y; (x) =2 —x+x2,
ya(x) = 2x—3x% y y3(x) = 3+ 5x+4x2, con x € I. El Wronskiano de yy,y2,y3
segtin (1.11) estd dado como sigue:

2—x+x% 2x—3x% 3+5x+4x2
Wkx)=| —-1+2x 2—6x 5+8x | =98
2 —6 8

Luego por el teorema 1.1.3, y;, y» y y3 son linealmente independientes en
I=R. .

= Ejemplo 1.10 Para a # B, considere las funciones y; (x) = e®*, y;(x) = ef*,
con x € R. El Wronskiano de estas funciones es:

0 eﬂx .
W) = | pax pops| = (B )™ P 0, VreR
Por lo tanto, dichas funciones son linealmente independientes. .

= Ejemplo 1.11 Si tomamos las funciones y;(x) = er, nE) =1 x#0y
calculamos su Wronskiano, se tiene lo siguiente:

1
ex

En este caso podemos ver que las funciones son linealmente independientes
en los intervalos I} = (—0,0), I, = (0,1) 0 I3 = (1, +o0). .
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= Ejemplo 1.12 Si para x € R tomamos las funciones y; (x) = x2e®, y;(x) =
¥ y3(x) = e™ y calculamos su Wronskiano, entonces:

x2 P xe™ Py
W(x) = ax?e®™ 4 2xe™ axe™ + ™ ae™
a2xte™ 4 daxe™ + 2™ @*xe™ +2ae™  a*e™
X2 X 1
= A% a4 2x ax—+1 a

ax? +4dax+2 a*x+2a o

_ wx [xz (—a2) —X (—2a2x — 2a) —a?x* —2ax— 2]
_zeSaX

Aqui encontramos que W (x) # 0, Vx € R, por lo cual yi, y2 y y3 son lineal-

mente independientes en todo R. .
= Ejemplo 1.13 Considere las funciones y; (x) = x? y y2(x) = x|x|, con x € R,
su Wronskiano en este caso es como sigue'’:
W(x) = x| =0,¥xeR
2x  2|x] ’

A pesar de que W (x) =0, Vx € R, no podemos afirmar que y;, y, sean lineal-
mente dependientes en R. Para corroborar esto, tomamos una combinacién
lineal de dichas funciones e igualamos a cero, en efecto:

c1x® + coxlx| =
derivando y simplificando se obtiene:
cix+eolx| =

Aqui, si x < 0, entonces ¢c; —cy =0, y six > 0, entonces c¢| + ¢ = 0, de ambas
ecuaciones vemos que c¢; = ¢p = 0, y de esta manera y;, y» son linealmente
independientes'!. .

El siguiente teorema establece una relacion entre el nimero de soluciones
linealmente independientes de una ecuacidn diferencial ordinaria lineal y su
orden.

10Ac4 debemos tener en cuenta que la funcién f(x) = |x| no es derivable en x = 0, pero para
x # 0 se tiene que f'(x) = ‘ . Sin embargo la func10n g(x) = x|x| sf es derivable en todo R,
ademds (E(x\x\) =
TE]l hecho de que W = 0, no implica que las funciones sean linealmente dependientes.
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La ecuacién diferencial homogénea de orden n en (1.8)
tiene no més de n soluciones linealmente independientes (o soluciones
fundamentales) en algtin intervalo abierto I C R.

La importancia de este teorema radica en que nos dice que la ecuacién diferen-
cial (1.8) tiene n soluciones que son linealmente independientes. Si suponemos
que y1,¥2,- - ,yn son soluciones linealmente independientes de (1.8) en algin
intervalo I C R, entonces el conjunto {y,y2,-+,y,} genera un espacio vecto-
rial, este espacio vectorial serd llamado el espacio solucién (ES) de (1.8), es
decir:

ES :={y(x) : y(x)es solucién de (1.8)} (1.13)

Ademds, la base de este espacio vectorial serd el conjunto de soluciones
fundamentales {y1,y2,- -,y }, que de aqui en adelante serd llamado sistema
fundamental de soluciones (sfs), es decir:

sfs:{yluy27"'ayn} (114)

Por lo que acabamos de ver, cada ecuacién diferencial lineal de la forma (1.8)
tiene su sistema fundamental de soluciones (sfs), el cual genera su propio
espacio solucién (ES). También aclaramos que si y es un elemento de ES,
entonces y es combinacion lineal de los elementos del sf's, es decir, existen
escalares reales ¢y, ¢, - - -, ¢y, tales que

y=ciyit+cya+--+cpyn

Ecuacién diferencial no homogénea

Como ya se explic6 mds arriba, en el caso de que f(x) #0, Vx € [, la
ecuacion (1.1) se denomina no homogénea; para determinar la solucién de esta
ecuacion, debemos tener en cuenta que ésta tiene su ecuacién complementaria
asociada, que no es otra cosa que la ecuacién homogénea (1.8). Asf, la solucién
de (1.8) la llamaremos solucién complementaria y la denotaremos como
ye(x), mientras que la solucién que procede de f(x) la llamaremos solucién
particular y la denotaremos como y,(x). Tenga en cuenta que la solucién
complementaria es de la forma

Ye(x) = c1y1(x) +caya(x) + -+ cayn(x), x €1

puesto que es un elemento del espacio solucién de (1.8). Formalmente se tiene
que
L(x)yc(x) =0 y L(x)yp(x) = f(x)
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Si yp(x) es la solucién particular de la ecuacion diferencial
(1.1) que procede de f(x) y y.(x) es su solucién complementaria, entonces
la funcién y(x) = y.(x) +y,(x) es la solucién (total) de (1.1).

Demostracion. Puesto que y,(x) es la solucién particular de (1.1) que pro-
cede de f(x), entonces acontece que L(x)[y,] = f(x). Asimismo, siendo
ye(x) la solucién complementaria, entonces ocurre que L(x)[y.] = 0. Ha-
ciendo y(x) = y,(x) 4+ y.(x), se tiene:

L] = Lx)p+y
L(x)[yp] +L(x)[y]
—_——
w0
= fix

Por lo tanto L(x)[y] = f(x), con lo cual se demuestra que y =y, + y. es
solucién de (1.1). |

EJERCICIOS PROPUESTOS 1

1. Halle el operador asociado a la ecuacién diferencial 2y
luego analice si es lineal.

/"

—3yy ==z,

2. Dada la ecuacién diferencial y” — 2y’ — 4y = xcos(x), halle el operador
asociado a esta ecuacion y determine si es lineal.

3. Halle el operador asociado a la ecuacién diferencial:
(1=2) =0/ +y=0

y verifique su linealidad.

4. Halle el operador asociado a la ecuacién diferencial
(' =)y + (2 =28 —x)y —y=0, x> 1

y verifique si es lineal.

5. Halle el operador asociado a la ecuacién diferencial 2xyy’ = 3y> —x?y
verifique si es lineal.

6. Considere la ecuacién diferencial y" — w*y = 0, para @ > 0.
a) Demuestre que (1) = cje” =% 4 ¢2¢°~% para a € R fijo, es
solucién general de la ecuacién diferencial.
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10.

11.

b) Demuestre que y(¢) = cjcosh(®(t — a)) + ¢z senh(w(r — a)) para
a € R fijo, es solucién general de la ecuacion diferencial.

Considere la ecuacién diferencial (x+3)y” 4+ (x+2)y —y=0

(a) Encuentre una solucién de la ecuacién diferencial de la forma
y1(x) = €™, para r un nimero real fijo.

(b) Encuentre una solucién de la ecuacién diferencial que sea una
funcién de grado 1.

(c) Encuentre la solucién general de la ecuacion diferencial.

(d) Encuentre la solucién del problema de valor inicial

{ (x+3)y" 4+ (x+2)y =y =0
y(1)=1,y'(1) =3.

En cada caso se presenta una familia de soluciones que viene a ser
la solucién general de la ecuacién diferencial en el intervalo indicado.
Determine de esta familia infinita un miembro que sea solucién del
problema de valor inicial correspondiente.

a) y(x) = c1e* +cre " en (—oo, o) para el problema de valor inicial.

{ ¥ +3y' —10y =0
y(0)=-1yy(0)=1
Cl (6] e .
b) y(x) = - + 2en (0,0 para el problema de valor inicial
{ x%y" +4xy +2y =2Inx+3
y(1)=0yy'(1)=2.

Sea y(t) = cicoswr + cpsen @t la solucién general de la ecuacién

y" + ®*y = 0 en el intervalo {(—oo,c0), demuestre que cada una de las

soluciones dadas satisface las condiciones iniciales

a) La solucion y(r) = yocos ot + 2 sen ot con condiciones iniciales
¥(0) =yoyy'(0) =y1.

b) La solucion y(r) = ygcos(@(t —19)) + % sen(@(z — 1)) con condi-
ciones iniciales y(fo) = yo y y'(f0o) = y1.

Verifique que la funcién f(x) = $x* 4+ 33 +-x— 1 es solucién del pro-
(P + 1)y —2xy' +2y = (x* +1)?
blema de valor inicial { y(0) = —1
y(0)=1
La familia biparamétrica y(x) = c¢je* cosx + cae” senx es solucién de la
ecuacién diferencial y” —2y' +2y = 0 en el intervalo (—oo, o). Deter-
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12.

13.

14.

mine si se puede encontrar un intervalo de la familia que satisfaga las
condiciones en la frontera'?> dadas en cada caso.

a)y(0)=1,Y(m)=0. b)y(0)=1,y(m)=~1
)y(0)=1,y(x/2)=1. d)y(0)=0, y(z) =0.

Si r y s son nimeros reales; el operador diferencial'® D + r se define
como (D +r)[y] =y + ry, ademds se define el operador diferencial
(D4 r)(D+s) como

(D+r)(D+5)ly] = (D+r)[(D+5)[y]]
Siy=2x3 — &3 evalie:

a)(D =2)[y]. b)(D—=2)(D+3)[y].
c)(D+3)]yl. d)(D+3)(D=2)]y]-

Usando la definicién del operador diferencial (D +r)[y| =y +ryy

tomando a s,r € R, demuestre:

a) (D—r)[e™] = e*(s —r), con s un ndimero real cualquiera.

b) (D—r)h(x)e™] = e™(D+s—r)[h(x)].

Verifique que el conjunto dado es el sistema fundamental de soluciones

para la ecuacion diferencial dada. Ademads, compruebe que y, es una

solucién particular de la ecuacién no homogénea; y por dltimo escriba

la solucién general de la ecuacién diferencial no homogénea.

a) El conjunto de funciones {senx,cosx} para la ecuacién diferencial
y" 4y =1y lasolucién particular es y,(x) = 1 para todo x.

b) El conjunto de funciones {e*,e*} para la ecuacién diferencial

y' =3y +2y=2x

y la solucién particular es y,(x) = x+ % para todo x.

¢) El conjunto de funciones {senx,cosx} para la ecuacién diferen-
cial y" 4y = secx y la solucién particular es y,(x) = xsenx +
(cosx)In(cosx) en el intervalo — % <x < Z.

12Se denomina condiciones de frontera cuando a la variable dependiente se le impone condicio-
nes sobre distintos valores de la variable dependiente.
13 Aqui se tiene que D es el operador:
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15.

16.

17.

18.

d) EI conjunto de funciones {)l—c, ﬁ} para la ecuacion diferencial

Z

xzy +4xy' +2y=2Inx+3

y la solucién particular es

yp(x) =1Inx para x >0

Las ecuaciones de Cauchy-Euler de segundo orden, son ecuaciones
que pueden ser escritas en la forma

x*y" +bxy +cy=0, dondeb,c € R (1.15)

Verifique que existen valores constantes de r tal que y(x) = x" es solucién
de (1.15). Ademds de eso, compruebe que y(x) = x" es solucién de (1.15),
siy solo si:

P4 (b—1)r4c=0, (1.16)
la ecuacion (1.16) es llamada ecuacidn indicial de (1.15).

Demuestre que si la ecuacion indicial (1.16) tiene dos raices reales
(distintas), r1 y rp, entonces y;(x) = x™ y y»(x) = x™ son soluciones
fundamentales (soluciones linealmente independientes generadoras del
espacio solucién de la ecuacién diferencial) de (1.15) y por lo tan-
to y(x) = c1x™ + cpx"2 es la solucién general de (1.15) para x > 0.
[Santos 2013].

Si la ecuaci6n indicial (1.16) tiene dos raices complejas r; = ot +iff y
rp = a —if3, use la formula de Euler para escribir la solucién general
compleja en términos de las soluciones reales

u(x) = x*cos(Bnx) y  v(x)=x%sen(BInx).

Demuestre que estas soluciones son soluciones fundamentales de (1.15)
y por lo tanto

y(x) = c1x% cos(BInx) + c2x* sen(B Inx)
es la solucién general de (1.15), para x > 0.
Si la ecuacion indicial (1.16) tiene solamente una raiz real, demuestre

que yj(x) = P y ya(x) = x'2" Inx son soluciones fundamentales de

(1.15) y por lo tanto y(x) = clx% + cleﬁ_b Inx es la solucién general
de (1.15) para x > 0.
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19.

20.

21.

22.

23.

(Teorema de Abel) Considere la ecuacién homogénea

Y+ p()y +q(t)y=0

con p(t) y ¢q(t) funciones continuas en un intervalo /. Sean y; y y»

dos soluciones de esta ecuacion en el intervalo 1. Sea W[y;,y,](¢) el

wronskiano de y; (¢) y y2(¢) en el intervalo /. Verifique que:

@) Wiyl (1) =y (4 (0) 2 (010)

(b) Wiy1,y2](r) satisface la ecuacién diferencial y' + p(r)y = 0 en el
intervalo I.

(©) Wyi,y](t) = ce= /PO conc e R.

(d) W[yi,y2](t) =0 paratodor €I o W[y,y2](t) # 0 paratodo r € I.

Demuestre que si y1(¢) y y2(¢) son soluciones fundamentales de la
ecuacion y’ + p(t)y’ +g(¢)y = 0 en un intervalo /, entonces

Y2(0)yy (1) =y1(1)y7 (1) y

P = T byl )
_ 0y (1) =i ()5 () ara
a() = Wyt,y2](t) P et

Basado en el Teorema 1.1.1, determine un intervalo en que los problemas
de valor inicial abajo tiene una unica solucidn, sin resolverlos:
w { ) 2

(0) =y0,¥'(0) =¥y

(= 1)y +y +xy=x
(b){ ¥(2) =0,y (2) =g

(F —x)y" + (x+ 1)y +y=e"
(”{<n o (=1) =)

@ { (x? —x)y”+(x+3)y +2y = cosx
¥(2) =y0,Y'(2) =¥

Considere la ecuacién homogénea y” + p(x)y +q(x)y = 0, con p(x) y
q(x) funciones continuas en un intervalo /. Usando el Teorema 1.1.1
demuestre que esta ecuacion tiene soluciones fundamentales.

Demuestre que y(x) = sen(x?) no puede ser solucién de una ecuacién
diferencial y” + p(x)y’ + ¢(x)y = 0, con p(x) y g(x) continuas en un
intervalo conteniendo x = 0.
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24. Considere la ecuacion
xy" — (24+x%)y 4 3xy =0.

Demuestre que y;(x) = x> y y2(x) = x*|x| son soluciones linealmente
independientes de esta ecuacidn validas para todo x € R, sin embargo
Wy1,¥2](x) =0, para todo x € R.
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2. Resolucion de ecuaciones diferen-

4 i cialé?ordi‘n‘arias de orden superior

En este capitulo hacemos un estudio amplio acerca de los métodos cldsicos
de resolucién de una ecuacién diferencial ordinaria lineal. Aqui destacamos
el hecho de poder determinar las soluciones fundamentales de una ecuacién
diferencial, porqué es a partir de estas que se genera su solucién general. En
la siguiente seccién se trabaja con el caso de orden 2, a partir del cual se
generaliza para ver el caso de orden n.

Ecuacion diferencial lineal de segundo orden, formula
de Abel y el método de reduccién de orden

En esta seccion, nos ocupamos acerca de las soluciones fundamentales de
la ecuacién diferencial de segundo orden homogénea

ay(x)y" +a (x)y" +ao(x)y =0

en la cual asumimos que las funciones aj, a; y ap son continuas en algin
intervalo abierto I de R, y que a»(x) no se anula en /, esto nos permite
transformar la ecuacion diferencial dada, en

1" al(x) / aO(x)
Y om Tan

Aqui, ponemos p(x) = Z; 8 yq(x) = % para obtener una forma m4s prac-

tica como:

Y+ p(x)y +q(x)y=0 2.1

donde p y g son continuas en /.
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En primer lugar, vamos a establecer una férmula que relacione la ecuacién
diferencial (2.1) con el Wronskiano de sus soluciones. Para determinar esta
conexion, procedemos de la siguiente manera: tomamos dos soluciones y; y
y> de la ecuacién (2.1) definidas en I, para obtener:

Y4+ p@)yi+4q(x)y1 =0

Yo+ p(x)yy+4q(x)y2 =0
si multiplicamos la primera ecuacién por —y, y por y; a la segunda, entonces
de la suma se llega a la identidad
Y1y = Y2+ p(x) 1y, —¥iy2) =0 22

En este caso, el Wronskiano de yj, y; estd dado por

W (x) = y1(x)y5 (x) = 1 (x)y2(x)
mientras que

AU .

dx 271

con estos resultados, la ecuacién (2.2) se convierte en:
aw

E +p(x)W =0

de cuya resolucién obtenemos la identidad de Abel dada por
W(x)=ce /P& e R (2.3)

seglin esta identidad, el Wronskiano o se hace cero, o es diferente de cero en
todo el intervalo 1.

A continuacién analizamos un método' que nos permitird obtener una
solucion de (2.1) si por anticipado ya conocemos otra. Pero antes de iniciar
recordemos el teorema (1.1.4), segiin el cual la ecuacién (2.1) no tendrd mas
de dos soluciones linealmente independientes, teniendo en cuenta este detalle,
empezamos asumiendo que se conoce una solucién yj (x) de (2.1); usando esta
solucién hallamos otra solucién que la vamos asumir como

y2(x) = v(x)y1(x) (2.4)

Este método se conoce como el método de reduccién de orden.
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como y; también debe ser solucion de (2.1), entonces debe satisfacerla, es
decir: y (x) + p(x)y5 (x) + g (x)y2(x) = 0; aqui usamos (2.4), luego calculamos
las derivadas y resolvemos apropiadamente para determinar v(x) como se
ilustra en los siguientes calculos

d2
dx?

V()1 () + 2 (0)y (x) +v()y] (x)  +p(x) [V (0)y1(x) +v(x)y] ()]
+q(x)v(x)y1(x) =0

v(x) [ () + )y () +g()yi (x)] - +v"(x)yi (x)

=0

V()1 ()] +p(x) % V()1 ()] +g(x)v(x)yi(x) =0

+[2y1 (x) + p(x)y1 (x)]V' (x) = 0

Vi) 1)
Vi) i)

d d
—Inv 2
dx[nv ()] + p

X

+ p(x) = 0, por derivaci6n del logaritmo natural

[Iny; (x)] = —p(x)
ix [Inv/(x) +21Iny; (x)] = —p(x)

4 i)} = e
d{ln[ i)} =

In [V (x)y1(x)] = /p )dx

o/ )
b1 ()]

de esto ultimo resulta que

Vi(x) =

e~/ p(x)dx

reemplazando (2.5) en (2.4) vemos que la otra solucién de (2.1) estd dada por

la funcion
" e7 fp(x)dx

y2(x) =y1(x / ——5-dx (2.6)
W =00 | Bwp

La férmula (2.6) es conocida como férmula de Liouville y serd muy aplicada
mas adelante. Ahora, en base a la férmula de Liouville, hemos obtenido dos
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soluciones yi, y» para la ecuacién diferencial (2.1), la pregunta que ahora
nos hacemos es, ;son linealmente independientes estas dos soluciones?, para
determinar si esto es asi, calculamos el Wronskiano de estas dos soluciones y
vemos lo siguiente:

N )G

W(X) _ yll (x) y,Z(x) _
yl(x) yZ(x) y/l(x) L;j ( )fe JP/‘)dX :|
yi(x) yi(x) [ eb{p d
Y0 0 G e+
_ e—j'p(x )dx # 0

Con este resultado se responde a la pregunta que se hizo mds arriba, compro-
bandose en efecto que y; y y son linealmente independientes”, y por lo tanto
la combinacién lineal de ellas formaria la solucién general de la ecuacién
diferencial (2.1).

A continuacién resolvemos algunas ecuaciones diferenciales aplicando
este método.

= Ejemplo 2.1 Para x > 1 se tiene la ecuacién diferencial
(x* =)y + (28 =222 —x)y —y=0

Encuentre el sistema fundamental de soluciones, sabiendo que una de las
. 1
soluciones es yj (x) = ex.
Resolucién

Si escribimos la ecuacidn diferencial en la forma (2.1), se tiene:

202 —2x—1 1
7 /

2 )y - =0
Y ( x> —x2 )y <x4—x3>y

p(x) q(x)

Dado que y; (x) = ex es solucién de la ecuacién diferencial®, procedemos a
aplicar la férmula de Liouville (2.6) para encontrar la segunda solucién y; (x),

2También dirfamos en este caso que y1, y» son soluciones fundamentales, es decir, sfs =
{y1,¥2}, por lo que generarian el espacio solucién de la ecuacién diferencial (2.1).
3Recomendamos verificar este hecho.
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la cual como ya vimos en la teoria es linealmente independiente con y; (x). En
efecto se tiene:

2yl
_]2x32x21dx
e X7 —x’

e*fp(x)dx .
nx) = yl(x)/de:e?/—zdx

1
X

1 1 1

e /—2 (1——) e Fdx=——

X X X
Es decir, y2(x) = )lc Luego el sistema fundamental de soluciones estd dado por

1 ., .
sfs = {eE, %}, y la solucién general mediante

1 1
y(x)=crex +c—, x> 1 2.7)

X
tenga en cuenta que esta solucién general es elemento del espacio solucién de
la ecuacidn diferencial. "

= Ejemplo 2.2 Dada la ecuacién diferencial y” 4 3y’ — 10y = 0. Halle el

sistema fundamental de soluciones y la solucién general, sabiendo que una de

las soluciones es: y; (x) = e**.

Resolucion

En esta ecuacién diferencial es facil identificar que p(x) =3y ¢(x) = —10.
Usando la férmula de Liouville (2.6) para encontrar la segunda solucién se

tiene:
— [3dx
yz(x) — er/e dx:e2x/ef7xdx

()’
1
_ __e—Sx
7
4 _ [, ,—5x o
Con este resultado vemos que™ sfs = {e ,e } y la solucién general es
y(x) = c1e* +cre . .

= Ejemplo 2.3 En el intervalo (0, +o) se define la ecuacién diferencial

d*y _dy
AT, L
YRt Y

4No se considera el escalar.



26 2 Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Si una de sus soluciones es la funcién y(x) = @, determine el sfs y la
solucién general.

Resolucién

En primer lugar, escribimos la ecuacién diferencial dada en la forma (2.1),
teniendo asi:

d’>y 2dy
oY o
dx? + xdx °
Aqui vemos que p(x) = % y q(x) = —1. Aplicando la férmula de Liouville

(2.6), la segunda solucién de la ecuacién diferencial es como sigue:

effp(x)dx
2@ = 0@ [——rar

[)’I(X)]z
_ senhx e_fzgcid _senhx 1 d
B x/sel;#fx_x/senhzxx
coshx
R

Con esto se tiene que sfs = {%, %

__ .. coshx senhx
Y(x) = 1 = 4 AL, .

} y su solucién general estd dada por

s Ejemplo 2.4 La ecuacion de Legendre’ de orden p es de la forma:
(1-x)y" =20y +p(p+1)y=0, |x| > 1 (2.8)

Para p = 1 se tiene: (1 —x?)y” —2xy' + 2y = 0, si una de sus soluciones es
y1(x) = x, encuentre el sfs y la solucién general.

Resolucién

Para empezar, escribimos la ecuacion en la forma usual (2.1), asf se tiene:

2x 2 2x
/! / _ —
y = 5V + -2 = 0, donde p(x)=—

1—x 1 —x2

5 Adrien Marie Legendre (1752- 1833), matemético francés. Hizo importantes contribuciones
a la teorfa de nimeros, dlgebra abstracta y el andlisis matematico. Es conocido también por la
transformada de Legendre muy aplicada en mecdnica cldsica.
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Es fécil verificar que y; (x) = x es solucién de la ecuacién dada. Para encontrar
la segunda solucidn aplicamos la férmula de Liouville (2.6), en efecto:

eff (x)dx
n) = we [

eif;%ldxd 1
x/ 2 x_x/xz( D
1 1 1 X x—1
- x/(Z(x—l)_Z(x—Fl)__z)d pin (x+1)+1

Con este resultado se tiene que sfs = {x,3In (¥ ) + 1}, y la solucién general
es

—1
y(x) :c1x+cQ+CZ—2xln (i—i—l) , x> 1

= Ejemplo 2.5 Una ecuacién muy importante en fisica-matemaética es la ecua-
cién diferencial de Bessel® de orden p:

' +xy + (P =p?)y=0,x>0
Para p = 5 se tiene la ecuacion diferencial
2.1 1
Y +xy + fo y=0 2.9

verifique que la funcién y; (x) = s’f;‘-x es una de sus soluciones, luego determine
el sfsy la solucién general.

Resolucién

En primer lugar, verificamos que y; es solucién de (2.9), para ello derivamos
y1 dos veces y se tiene:

COSXx 1 senx 3senx cosx senx

/ _ _ " . _ _
yi(x) = _\/} 232 y ¥ (%) 452 32 Jx

SFriedrich Wilhelm Bessel naci6 el 22 de Julio de 1784 en Westfalia (Alemania), y fallecié 17
de marzo de 1846 en Konigsberg (Kaliningrado), fue matemadtico y astrénomo.
De Bessel se sabe que siendo muy joven trabajé en una compaiifa mercantil de importaciones
y exportaciones de Bremen, donde destacé por sus habilidades con la matemadtica. Respecto de
la astronomfa, destaca por determinar la érbita del cometa 1P/Halley, trabajo que le permitié
desempeiiarse en un observatorio en Bremen. Aqui hizo muchas observaciones y mediciones
importantes, lo que le vali6 para que el rey Federico Guillermo III de Prusia le nombrara director
del Observatorio de Konigsberg en 1810, en donde trabajo por el resto de su vida.
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con lo cual
3
2y (x) = Zx_l/z senx — v/xcosx —x°/2 senx
1
xyp(x) = +Vaxcosx— Exfl/z senx
2_1 yi(x) = x?senx— lx_l/2 senx
4 4

sumando se obtiene:

A0 4040+ (¥ 4 ) =0

lo cual verifica que y; (x) es solucién de la ecuacién diferencial dada. Para
obtener la segunda solucién escribimos primero la ecuacién diferencial en la
forma (2.1), asi se tiene:

1

1
@) y= O, donde p(x) = ;

1
y//+_y/_|_ (1_
X

Luego aplicando la férmula de Liouville (2.6) resulta que la segunda solucién
se obtiene de las siguientes operaciones:

© = nl [y
y2\x = ) X/ X
1 ()]
_senx e—f‘i—" _senx dx
IRV ()2 ~Vx ) sen’x

Conestoel sfs= {W, $eRX 5y la solucion general es:

X X

——

COsSXx senx

y(x) :61W+62W, x>0

= Ejemplo 2.6 Resuelva la ecuacion diferencial:
2y —x(x+2)y' + (x+2)y =0, x #0

sabiendo que una de sus soluciones es de la forma y; (x) = x" para n apropiado
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Resolucién

Como y; (x) = x" es solucién de la ecuacién diferencial, entonces ocurre lo
siguiente:

Y () = (e +2)y] () + (x+2)y1(x) =0
= nn—DxX"—n(x+2)x"+(x+2)x"=0
= x”[(l—n)x+(n2—3n+2)}20
= (I—nx+n*—3n+2)=0

Como la dltima igualdad acontece para todo x € R — {0} y el conjunto {1,x}
es linealmente independiente, entonces

1-n=0yn*—3n+2=0

De ambas ecuaciones resulta que n = 1, por lo tanto una de las soluciones
es yi(x) = x. Para encontrar la segunda solucién y,, ponemos la ecuacién
diferencial en la forma (2.1), resultando asi:

2 2
//_x+ y/_'_x—‘; y=0
X X
donde p(x) = —)%2 yg(x) = %2 Aplicamos la férmula de Liouville (2.6)

para obtener:

e~/ p(x)dx efff"%zdx
»() = y1(X)/—dX=X/—2dx

Con este resultado se tiene finalmente que el sistema fundamental de soluciones
y la solucién general son respectivamente sfs = {x,xe*} y y(x) = c1x+ cpxe”.

s Ejemplo 2.7 En la ecuacion diferencial:
x(l +3x2)y’/+2y’—6xy:O, x#0

una de las soluciones es y;(x) = )lc Determine el sistema fundamental de
soluciones y su solucién general.
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Resolucién

En vista de que ya se tiene la primera solucion, solo queda determinar la
segunda solucién aplicando la férmula de Liouville (2.6). Para esto, la ecuacién
diferencial equivalente a la dada es:

" 2 / 6y

— =0 2.10
Y 32 T 113 (2.10)
donde p(x) = m yq(x) = 7#. Luego la segunda solucién se obtiene

segtin las siguientes operaciones’

o [ 1
1 1 el e

=— X = — ‘ %) dx
ya(x) W p i d /(1+3 )d

= X
x2

= 14

de esta manera el sistema fundamental de soluciones estd dado por

1
sfs = {—,1—|—x2}
X

y su solucion general es y(x) = <L +¢5(14x%). .

= Ejemplo 2.8 Dada la ecuacién diferencial xy” 4+ 2(1 —x)y' + (x —2)y =0,
x # 0. Halle el sistema fundamental de soluciones y la solucién general, si una
de sus soluciones es de la forma y; (x) = ™.

Resolucion

Antes de empezar con la resolucién de la ecuacion diferencial, expresamos
ésta en la forma usual (2.1), asi tenemos que la ecuacién equivalente estd dada

por:
2(1—x)
x

-2
V4 Y+ =y =0,x#0 2.11)
Como y; (x) = €™ es solucién de (2.11), reemplazéndola alli se tiene
2m(1 —
L 2m(1-x)
x x

x—Zemx_

=0

m*e™ em™

de donde facilmente vemos que (m —1)2x+2(m—1) =0, ¥x € R— {0}, y
esto a la vez implica® que m = 1. Por lo tanto la primera solucién de (2.11)

7 Aplicando la Férmula de Liouville

8No olvide que el conjunto {x, 1} es linealmente independiente. Recuerde también que cual-
quier combinacién lineal de elementos linealmente independientes igualada a cero implicaba que
los coeficientes son cero.
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es: y;(x) = €*. Para determinar la segunda solucién aplicamos la férmula de
Liouville (2.6), asi se tiene:

S p(x) 2(1—x)
e X
() = wil) [, donde p(x) = 2
y1(x)]? x

I de d &

= ff‘/ . ———dx=¢" —; =——

X x

Como el signo aqui es irrelevante, tomamos y;(x) = ‘;X, y asi el sistema

fundamental de soluciones estd dado por sfs = { e, %} con esto la solucién
general es:

er
y(x)=cre’ —|—C2¥

El dominio® de esta solucién es (—oo,0) 0 (0, +-o0). .

Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con
coeficientes constantes

Se trata de ecuaciones diferenciales de la forma:

n—1)

y(")+an71y< +...-|—a1y/+a0y:0 (212)

donde a,_1, . . ., ai, ap, son constantes. Este tipo de ecuaciones diferencia-
les son féciles de resolver, asi, para determinar la solucién y(x) de (2.12),
suponemos que ésta es de la forma:

yx)=e, L eR (2.13)
Ponemos esta expresion en (2.12), y resulta la ecuacién polinémica
A" an A" e aiA Fag =0 (2.14)

La expresion en (2.14) es llamada ecuacién caracteristica'® asociada a la
ecuacion diferencial (2.12). Para hacer el estudio de las soluciones de este tipo
de ecuaciones, nos restringimos al caso de orden dos y a partir de alli hacemos
la generalizacién para cualquier orden n.

9Para escoger uno de los intervalos, dependera de donde nos dan la condicién inicial.

195 interesante ver como la transformacién exponencial y(x) = €™ convierte la ecuacién
diferencial (2.12) en una ecuacion polinémica. Con esto, el problema de resolver la ecuacién
diferencial, nos conduce a determinar la raices de la ecuacion (2.14)
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Suponer que se tiene la ecuacién diferencial:
y' +ay +agy=0 (2.15)

donde a; y agp son constantes. Aplicando (2.13) se llega a la ecuacion caracte-
ristica
A4 aid+ag=0 (2.16)

En (2.16), segin el signo del discriminante A = a% —4ay, se puede tener dos
raices reales y distintas, una solucidn real o raices complejas. De acuerdo a cada
uno de los casos, las soluciones de la ecuacién diferencial se comportan como
exponenciales, polindmicas o trigonométricas. A continuacién, analizamos
cada uno de los casos:
1. Cuando A > 0, las raices de (2.16) son reales y distintas. Suponiendo
que dichas raices son A; y A,, entonces segin (2.13) las soluciones de
(2.15) correspondientes a dichas raices estarfan dadas por:

l]x 7sz

yi(x)=e"" y y(x)=e
Es fécil verificar que W (y1,y2) # 0, Vx € R, es decir, y; y y» son lineal-
mente independientes en todo R. Por esto, el sistema fundamental de
soluciones estd dado por sfs = {eh¥, M}

= Ejemplo 2.9 En la ecuacién diferencial: y” — 3y — 4 = 0, aplicando
(2.13) se tiene la ecuacion caracteristica AZ — 34 — 4 = 0, cuyas raices
son A; =4y A, = —1. A estas raices le corresponden las soluciones
y1(x) = ¥, y2(x) = e, que segtin vimos son linealmente indepen-
dientes. De esta manera sfs = {e4x ,e’x}, y la solucién general es la
combinacion lineal de estas soluciones, es decir:

y(x) = cre™® +cre ™

2. Cuando A = 0, la ecuacién (2.16) tiene solo una raiz real A = A, asi,
segun (2.13) una solucién de (2.15) correspondiente a dicha raiz estara
dada por y; (x) = €%*. Pero segiin el teorema 1.1.4 la ecuacién dife-
rencial (2.15) debe tener dos soluciones linealmente independientes, la
pregunta ahora es ;cdmo conseguimos la segunda solucion, si solamente
se cuenta con una raiz de la ecuacién caracteristica?, la respuesta a este
problema lo tenemos a partir de la férmula de Liouville. Veamos el
siguiente ejemplo
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= Ejemplo 2.10 Considere la ecuacion diferencial:
—2agy +agy =0 (2.17)

En este caso es facil ver que A = 0y la ecuacion caracteristica asociada
a esta ecuacion diferencial usando (2.13) es

lz—zaol—i-a() =0

que equivale a (A —ag)? = 0, asi podemos ver que la tnica raiz (con
multiplicidad 2) es A = ag, luego la primera solucién de la ecuacién
diferencial dada asociada a esta raiz es y;(x) = ¢%*. A continuacién
determinamos la segunda solucién y;(x) de (2.17) aplicando (2.6), en
efecto:

- o~ p(x)dx

»E) = ) 1 ()2

e | —2apdx
= % / ——dx= e’ / dx
e apx

apx

—————dx, donde p(x) = —2a9 y ¢(x) = aop

= xe

De esta manera, si la primera solucién es y; (x) = e“*, entonces la segun-
da solucién es y;(x) = xe?0*, asi el sistema fundamental de soluciones
es sfs = {e%0¥ xe®0*}. .

3. Cuando A < 0, entonces las raices de (2.16) son complejas y conjugadas
entre si. Podemos suponer que dichas raices son A; = o+ iy A, =
o — Bi, con B # 0, de esta manera segun (2.13), las soluciones de (2.15)

son
yi(x) = e @FBIx — g@xiBY — o@%(cog Bx + isen Bix)

ya(x) = (@ BIx = o®%e=iBX — ¥ (cos Bx — isen Bix)
Estas funciones y; y y, son soluciones de (2.15), sin embargo estdn en el
campo de los niimeros complejos'!. Para pasar al campo de los niimeros
reales aplicamos el principio de superposicion visto en el teorema 1.1.2,
segtn el cual, la combinacién lineal de soluciones de una ecuacion
diferencial lineal también es solucién de dicha ecuacién. Aplicando esta
idea, tomamos las funciones:

1

1
Pi(x) = N (x) + Eyz(x) = e% cos fx

"TEn la prictica estas soluciones no nos conviene, ya que todo nuestro estudio lo estamos
haciendo en el campo de los nimeros reales.
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$2(8) = 521 (3) — 5:32(8) = ¢ senfix
Asi tenemos que $;(x) = e* cos fx y $2(x) = €™ sen fx también son
soluciones de (2.15). A continuacién calculamos el Wronskianno de y;
y ¥2, en efecto se tiene:

W) = $1(x)  Ha(x) e cos fBx e sen fBx
IR TCH I V16Y) 4 (e%cosPx) L (e*senfx)
e™ cosfx e senfBx

oe* cosfx— PBe*senfx  oe® senPx+ Be™ cosPx
= Pe™ #0, pues f#0
Este resultado es muy importante, porque nos dice que y; y ¥» son solu-

ciones linealmente independientes de 2.15, asi el sistema fundamental
de dicha ecuacién es sf's = {e® cos Bx,e™ sen Bx}.

= Ejemplo 2.11 Dada la ecuacién diferencial
y' —6y +13y=0

su ecuacion caracteristica asociada con (2.13) es dada por
A?—6A+13=0

cuyas raices complejas son este caso A =3+, A; =3 —i. Tomando
a =3y B =1, se tiene que el sistema fundamental de soluciones es
sfs = {e** cosx,e* senx} .

s Ejemplo 2.12 Sea 8 > 0 y la ecuacién diferencial y” + B2y = 0.
La ecuacién caracteristica segtn la transformacién (2.15) es en este
caso A2+ B2 =0, cuyas raices son A = +f3i, como & = 0, entonces el
sistema fundamental de soluciones estd dado por sfs = {cos Bx,sen Bx},
de donde su solucién general es y(x) = ¢ cos Bx+ ¢y sen Bx. .

Lo hecho para el caso de orden 2, se generaliza para el caso de una ecuacién
diferencial de orden n. Asi, las soluciones linealmente independientes de (2.12)
van a depender de como sean las raices de (2.14), para ilustrar esto, vamos a
desarrollar los siguientes ejemplos:

= Ejemplo 2.13 Para k constante, resuelva la ecuacion diferencial

y/// —3ky”—|—3k2y/ —k3y =0
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Resolucién

Con la transformacion (2.13) la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion
diferencial es 13 — 3kA2 4+ 3k*A — k* = 0, la cual equivale a:

(A—k)?=0

Como podemos ver la tinica raiz de la ecuacién caracteristica es A = k(multiplicidad
3), con la cual se obtiene la solucién y; (x) = e*. Pero de acuerdo al teorema
1.1.4, 1a ecuacién de nuestro ejemplo debe tener tres soluciones linealmente
independientes, es asi que para determinar la solucidn de esta ecuacion diferen-
cial aplicamos el método de reduccion de orden que aparece en la deduccién
de la férmula de Liouville, segin el cual, si ya conocemos la solucién yq,
hacemos

y(x) = v(x)e (2.18)

y esta funcién y(x) debe ser solucién de la ecuacién diferencial. Calculamos
Y (%), ¥"(x) y ¥ (x), teniendo asf:

Y (x) =V (x) ek + kv(x) e
Y (x) = V" (x)e + 2k (x) X + kv (x) e
Y () = V" (x) ek + 3k (x)e* + 3KV (x) e + I v(x) ek

Ponemos y'(x), ¥ (x) y " (x) en la ecuacién diferencial, luego simplificamos
y se obtiene una ecuacién demasiado sencilla: v (x)eX* = 0, de donde

v/// ( .X) — O
Resolviendo esto tltimo por integracién consecutiva encontramos que
v(x) = ax* +bx+c
luego reemplazando en (2.18) vemos que
y(x) = (ax* + bx 4 ¢)e = ax?e** + bxe* + ce*

donde es facil reconocer que las soluciones fundamentales de la ecuacion
diferencial son y; (x) = €, yy(x) = xek* y y3(x) = x?¢**. Aqui el lector de-
be verificar que y;, y2 y y3 son soluciones de la ecuacién diferencial, cuyo

Wronskiano es diferente de cero. Finalmente, sfs = {e*, xe!*, x?ek*}.
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Observacion
En general'2, si una raiz de la ecuacién caracteristica es A = A (mul-

tiplicidad m), entonces las soluciones fundamentales correspondientes
a dicha rafz son: 0%, xeto¥ ... ym—lphox,

» Ejemplo 2.14 La ecuacién diferencial y(*) — 2y + % " %y' + %y =0 tiene
como ecuacion caracteristica a A% — 243 + %)»2 — %), + % = 0, factorizando

esto se tiene (A — %)4 =0, asi se obtiene la raiz A = % (multiplicidad 4),

luego con lo explicado en la observacién anterior, el sistema fundamental de
. X o x 5 x 31 -
soluciones es sfs = qe2,xe2,x“e2 ,x°e2 ;,y con esto la solucién general de
., . . X X 2 X 3 X
la ecuacidn diferencial es y(x) = c1e? + cpxe? +c3x“e? +cax’e?. "

= Ejemplo 2.15 La ecuacién diferencial y(®) — 8y(©) 4+ 128y — 256y = 0 tiene
asociada la ecuacién caracteristica 18 — 81 + 12812 — 256 = 0, factorizando
esto se obtiene:

(2 —=23(A42)3A%+4)=0

de donde las raices son A = 2 (multiplicidad 3), A = —2 (multiplicidad 3),
A = £2i. Luego las soluciones que corresponden a cada una de las raices se
hallan de la siguiente manera:

Para A = 2 (multiplicidad 3), le corresponde las soluciones:

i) = e
y2(x) = xe*
y3(x) = x%e>
Para A = —2 (multiplicidad 3), le corresponde las soluciones:
yalx) = e
ys5(x) = xe >
Ve (x) _ XZe—Zx

Para A = £2i, le corresponde las soluciones:

y7(x) = cos2x
yg(x) = sen2x

Con estos resultados, el sistema fundamental de soluciones es:

sfs= {ezx,xeb‘,xzez", e ¥ xe %, x*e™ >, cos 2x, sen 2x}

125i se tiene en cuenta lo ocurrido en el ejemplo 2.13.
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Luego la solucién general de la ecuacién diferencial es:

y(x) = 1™ +coaxe™ +esxte™ +cue Ftcosxe ™ 4+ cexle ™

+ cy7cos2x+ cgsen2x

= Ejemplo 2.16 El caso que veremos ahora es el de la ecuacién diferencial
y(”) = 0, su ecuacién caracteristica asociada en este caso es A" = 0, cuya
solucién es A = 0 (multiplicidad ). Usando la idea de la dltima observacién
se tiene que las soluciones correspondientes a dicha raiz son:

yi(x)=e" =1

ya(x) = xe% = x

y3(x) = x2e% = ¥?

yn(x) — xnfleOX :xnfl
Luego el sistema fundamental'3 es s fs = {l,x,xz, “ee ,x”’l} y con esto la
solucién general de la ecuacién diferencial estd dada por

y(x)+ci +C2x+03x2+"'+cnx”’1

= Ejemplo 2.17 La ecuacién diferencial y©) — 2y(*) 4 15y = 0 tiene co-
mo ecuacién caracteristica 1> —24* + 1543 = 0, cuya factorizacién nos dé
A3(A% =24 +15) = 0. Las raices en este caso son A = 0 (multiplicidad 3) y
A = 14+/14i, y asi sus soluciones respectivas son:

yi(x) =1

Para A = 0 (multiplicidad 3) le corresponde las soluciones!* y2(x) =x
y3(x) = x2

y4(x) = € cos(v/14x)

Para A = 1+ +/14i le corresponde las soluciones { Vs(x) = " seng \/ﬁx) .

Asf se tiene que el sistema fundamental de soluciones es
sfs= {1,x,x2, e*cos(V 14x),e* sen(V 14x)}
Luego la solucién general de la ecuacion diferencial es dada por:

Y(x) = €1+ cax + 357 + caet cos(V14x) + cse* sen(V14x)

13Son linealmente independientes.
14Segiin el ejemplo 2.16.
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= Ejemplo 2.18 Para la ecuacién diferencial y(4) + 64y = 0 su ecuacién carac-
teristica asociada es A* 4+ 64 = 0, cuya factorizacién es como sigue:

2t 464=0 = A*+16A7+64—1617=0
= (A*+8)*-(41)*=0
= (A2+41+8)(A2—41+8)=0

Desarrollando cada factor se obtienen las raices: A = —242i, A = 24-2i. Asf:
—2x
Para A = —2 42i, corresponde las soluciones: n(x)=e cos(2x) )
y2(x) = e~ sen(2x)

(2
¥3(x) = e COS( x)
va(x) = e*sen(2x)
Luego el sistema fundamental de soluciones estd dado por

Para A = 2+ 2i, corresponde las soluciones: {

sfs= {e Y cos(2x), e sen(2x), e cos(2x), e> sen(2x) }

y la solucién general de la ecuacién diferencial es

—2x —2x

y(x) = cre > cos(2x) + cre” > sen(2x) + c3¢** cos(2x) 4 c4¢** sen(2x)
s Ejemplo 2.19 En la ecuacion diferencial

y(© —6y0) 4 42y4) — 128y + 420y — 600y’ 4 1000y = 0
su ecuacion caracteristica es

A0 —6A° +420% — 12813 + 42042 — 6001 + 1000 = 0

Agrupando convenientemente'> los términos de la ecuacién caracteristica la
expresion factorizada es

(A2 =24 +10)*=0

Con esto, las raices de la ecuaci6n caracteristica estdn dadas por A = 1 +3i
(multiplicidad 3), a lo cual corresponden las siguientes soluciones:
y1(x) = e*cos(3x)

15Un método muy efectivo para resolver estas ecuaciones cuando los extremos son cubos
perfectos, es asumir que

(A2+ar +10)" = A6 —6A% +422* — 12813 + 42042 — 6002 + 1000

Desarrollando el cubo y comparando términos se ve facilmente que a = —2.
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y1(x) = ¢*sen(3x)

Multiplicando por x a las soluciones anteriores, se obtienen las siguientes:

y3(x) = xe* cos(3x)

ya(x) = xe*sen(3x)

Multiplicando por x nuevamente a las soluciones que preceden, se obtienen
las siguientes:

y5(x) = x*>¢* cos(3x)

y6(x) = x*¢* sen(3x)

De esta manera yj, yz, ---, y¢ constituyen el sistema fundamental de
soluciones. .

» Ejemplo 2.20 En la ecuacion diferencial
y(© +27y™®) 4243y + 729y =0

su ecuacién caracteristica es A° + 2744 + 24312 + 729 = 0. En este caso la
expresion factorizada es
(A*2+9)° =0

Con esto, las raices de la ecuacién caracteristica estdn dadas por A = +3i
(multiplicidad 3), a lo cual corresponden las siguientes soluciones:

yi1(x) = cos(3x)

y1(x) = sen(3x)

Multiplicando por x a las soluciones anteriores, se obtienen las siguientes:

y3(x) = xcos(3x)

y4(x) = xsen(3x)

Multiplicando por x nuevamente a las soluciones que preceden, se obtienen
las siguientes:

y5(x) = x* cos(3x)

y6(x) = x? sen(3x)

De esta manera yp, yz, ---, y¢ constituyen el sistema fundamental de
soluciones. "

Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas

Hasta aqui hemos desarrollado algunos métodos para determinar la so-
lucién de una ecuacion diferencial homogénea. Ahora, si la ecuacién es no
homogénea, entonces se procede a determinar la solucién de la ecuacién
complementaria'® asociada a la ecuacién no homogénea, esta solucién la de-
notaremos con y.(x) (o también y,(x)). Nuestro objetivo en esta seccion es

16Esta no es més que la ecuacién homogénea.
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determinar la solucidn particular asociada a la ecuacién diferencial no homo-
génea. En efecto, sea la ecuacion diferencial no homogénea definida en el
intervalo I C R

a1 (Y 4 (@Y Faoly =) 219)

donde a,,_1, -+, ap y f son funciones definidas en /1, aclarando ademas que f #
0 en /. Como deciamos antes, primero se determina la solucién complementaria
Ye(x) de la ecuacion:

Yt ()" o ag (x)y + ap(x)y =0 (2.20)

luego se determinard la solucién particular y,(x) de (2.19) asociada a f(x), y
de acuerdo al teorema 1.1.5 la solucién total (o general) de (2.19) es y(x) =
yel) + 3 ().

Para determinar la solucién particular de (2.19) vamos a desarrollar dos
métodos muy importantes, el método de coeficientes indeterminados y el
método de variacién de parametros.

Método de coeficientes indeterminados

Este método se aplica cuando la ecuacidon diferencial no homogénea es de
coeficientes constantes y la funcién f(x) en (2.19) y todas sus derivadas son
generadas por un niimero finito de funciones al cual lo llamaremos generador
y lo denotaremos con G. Para ser mds explicitos, esta funcién f(x) debe ser
combinacién lineal de funciones de la forma: sen(cx), cos(fx), e**sen(fx),
e™ cos(Bx), e* P, (x), sen(ox)P,(x), cos(ox)P,(x), etc. donde P, (x) es un
polinomio de grado n. El método consiste en determinar el generador, y segtin
este generador y el sistema fundamental de soluciones tengan elementos
comunes o no, procedemos de la siguiente manera:

1. Cuando el generador y el sistema fundamental de soluciones no

tienen elementos comunes
En este caso, la solucién particular se asume como combinacién lineal de
los elementos del generador, ilustramos esto en los siguientes ejemplos:

s Ejemplo 2.21 Tomemos la ecuacién diferencial:
V' 4+ =2y = e“cos(2x) +x° (2.21)

Como se ha explicado antes, primero se determina la solucién comple-
mentaria de " +y' — 2y = 0. En este caso, la ecuacién caracteristica es
A%+ A —2 =0, cuyas raices son A = 1, A = —2, y con estas raices el
sistema fundamental de soluciones es

sfs={e",e ¥}
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luego la solucién complementaria es

Ye(x) =cre*+ cre
A continuacién se procede a determinar la solucién particular, para esto
analizamos f(x) y sus derivadas, y el conjunto de funciones elementales
que involucran, en efecto
f(x) = e*cos(2x) +x2, {e*cos(2x),x?}.
f'(x) = €“cos(2x) + 2¢* sen(2x) + 2x, {€* cos(2x),e* sen(2x),x}.
S (x) = —3e*cos(2x) — 4e* sen(2x) + 2, {€* cos(2x), e sen(2x), 1}
S (x) = —11€* cos(2x) + 2¢* sen(2x), {€* cos(2x), e sen(2x) }.
Si se continua derivando en forma indefinida, vemos que el generador
es:
G = {e* cos(2x),e* cos(2x),x, x,1}

Como Gy el sfs no poseen elementos comunes, entonces asumimos la
solucién particular como

yp = Ae* cos(2x) + Be*sen(2x) + Cx* + Dx + E (2.22)

Reemplazamos y,, y;, y yZ en (2.21), luego simplificamos y se obtiene:

(6B —4A)e* cos(2x) — (6A +4B)e*sen(2x) — 2Cx*+(2C —2D)x
+(2C—2E) = " cos(2x)+x*
6B—4A =1
6A+4B=0
que comparando coeficientes debe ocurrir que ¢ —2C =1 . Resol-
2C-2D=0
2C-2E=0
viendo este sistema se obtiene A = —%, B = %, C= —%, D= —% y
E = —%; poniendo estos resultados en (2.22), la solucién particular es
1 3 1 1 3
yp(x) = —Bex cos(2x) + %e" sen(2x) — Exz BE R

Luego la solucién general de la ecuacién diferencial es y(x) = y.(x) +
yp(x), es decir:

1 3 1 1 3
y(x) = cre" +cre > — Eex cos(2x) + 2—6ex sen(2x) — Exz —3%7
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= Ejemplo 2.22 En la ecuacion diferencial
Y =2y +10y = 9¢* (x* +4x — 4) + 85 cos(x) (2.23)

para determinar su solucién general se procede a encontrar primero su
solucién complementaria, luego su solucidn particular.
En primer lugar la ecuacién complementaria asociada a (2.23) es:

y' —2y4+10y=0 (2.24)

cuya ecuacién caracteristica es A2 —2) +10 = 0, resolviendo esta
ecuacion se obtiene A = 1+ 3/ de donde las soluciones linealmente in-
dependientes son y; (x) = " cos(3x), y2(x) = e*sen(3x), y asi el sistema
fundamental de soluciones de (2.24) estd dado por

sfs={e*cos(3x),e" sen(3x)}
luego la solucién complementaria es
Ye(x) = cre* cos(3x) + cae* sen(3x) (2.25)

Ahora, para determinar la solucién particular nos fijamos en f(x) =
9e* (x* 4 4x — 4) + 85 cos(x) = 9x?e* +36xe" —36¢* +85 cos(x). Si pro-
cedemos a calcular las derivadas de f(x), es facil darse cuenta que el
generador'” G estd dado por

G = {x’¢",xe", ¢", cos(x),sen(x)}

Como Gy sf's no poseen elementos comunes, entonces asumimos la
solucidn particular como

¥p(x) = Ax*¢* + Bxe® + Ce* + Dcos(x) + E sen(x) (2.26)

derivando dos veces y, se tiene:

¥, (x) = Ax*¢* + (2A + B)xe* + (B+C)e* — Dsen(x) + E cos (x)

Yi(x) = Ax*e* + (4A + B)xe* + (2A + 2B+ C)e* — Dcos(x) — E sen(x)
Ponemos y),, y;, y yZ (x) en (2.23), simplificamos y se obtiene:

9Ax’¢* +9Bxe* 4+ (2A+9C)e*  + (9D —2E)cos(x)
+(9E +2D)sen(x) = 9x%e" +36xe" —36¢* 4 85c0s(x)

17No olvide que este conjunto consta de todas las funciones de las cuales f y todas sus derivadas
son combinacién lineal.
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Aqui comparamos coeficientes para obtener el sistema:

9A =9

9B =36

2A4+9C = -36

9D —2F =85

9E+2D =0
Resolvemos este sistema y las soluciones sonA =1,B=4,C = —39—8,
D =9y E = —2. Reemplazando estos valores en (2.26) la solucién

particular es

2

38
Vp(x) = x"€" —4dxe* — 3ex+9cos(x) —2sen(x)

Luego la solucién general de la ecuacién diferencial es

38
y(x) = c1€* cos(3x) +cre* sen(3x) + x%e* 4 dxe* — ?e" +9cos(x) —2sen(x)
[ ]

s Ejemplo 2.23 En la ecuacién diferencial
y" 4 64y = 2700x% cos(2x) (2.27)

para determinar su solucién general empezamos primero determinando
su solucién complementaria, luego su solucion particular.

La solucién complementaria (u homogénea) se halla de la ecuacion
complementaria asociada a (2.27), la cual es:

Y +64y=0

Aqui es facil ver que ecuacién caracteristica es A2 + 64 = 0, de cuya
resolucion se obtiene A = +8i, con estas raices las soluciones lineal-
mente independientes son y; (x) = cos(8x), y2(x) = sen(8x), y con estas
funciones el sistema fundamental de soluciones de (2.23) estd dado por

sfs = {cos(8x),sen(8x)}
asimismo, la solucién complementaria es
Ye(x) = ¢y cos(8x) + ¢, sen(8x) (2.28)
Ahora para determinar la solucién particular nos fijamos en

f(x) = 2700x? cos(2x)
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Calculando en forma indefinida las derivadas de f(x), es facil darse
cuenta que el generador G estd dado por

G = {x? cos(2x), x* sen(2x), xcos(2x), xsen(2x), cos(2x), sen(2x) }

Como G y sfs no poseen elementos comunes, entonces asumimos la
solucién particular como

yp(x) = Ax?cos(2x)+ Bx?sen(2x) + Cxcos(2x) + Dxsen(2x)
+ Ecos(2x) + Fsen(2x) (%)

Abhora, derivando dos veces y, se tiene:

Yo(x) = 2Bx*cos(2x) — 2Ax*sen(2x) + (2A + 2D)xcos(2x)
+ (2B—2C)xsen(2x)+ (2F +C) cos(2x) + (D — 2E) sen(2x)

Yi(x) = —4Ax*cos(2x) — 4Bx* sen(2x) + (8B — 4C)xcos(2x)
(8A+4D)xsen(2x) + (2A +4D — 4F) cos(2x)
+ (2B—4C—4F)sen(2x)

Ponemos y),, y},, y}’, (x) en (*), luego simplificamos y se obtiene:

60Ax>cos(2x) + 60Bx?sen(2x) + (8B + 60C)xcos(2x)
+ (60D —8A)xsen(2x) + (2A +4D + 60E) cos(2x)
+ (2B —4C + 60F ) sen(2x) = 2700x* cos(2x)

En esta igualdad comparamos coeficientes para obtener el sistema:
60A = 2700

60B=0
8B+60C =0 Resol e sist | luci
60D — 8A — 0 . Resolvemos este sistema y las soluciones son

2A+4D+60E =0

2B—4C+60F =0
A=45B=0,C=0,D=6,FE = — }(9) y F = 0. Reemplazando estos
valores en (*) la solucidn particular es

19
yp(x) = 45x% cos(2x) + 6xsen(2x) — 10 cos(2x)
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Luego la solucién general de la ecuacién diferencial es

19
y(x) = c1 cos(8x) 4¢3 sen(8x) +45x cos(2x) + 6xsen(2x) — T0 cos(2x)

2. Cuando el generador y el sistema fundamental de soluciones tienen
elementos comunes
Este caso acontece cuando al determinar el generador G de f y sus
derivadas tiene elementos que pertenecen al sistema fundamental de
soluciones. Lo que se hace en este caso es identificar el género de
funciones que se repiten en el sistema fundamental de soluciones, y
solamente a esos elementos multiplicarlos por x*, donde o es el minimo
nimero natural para el cual dichos elementos ya no se repiten en el
sistema fundamental de soluciones; hecho esto, la solucién particular se
toma como combinacién lineal de todos los elementos resultantes de G.
[lustramos esto en los siguientes ejemplos:

= Ejemplo 2.24 Se tiene la ecuacion diferencial no homogénea
y' +y — 6y = 1875x%¢** — 78 sen(3x) (2.29)

Para determinar su solucién complementaria nos fijamos justamente en
la ecuacién complementaria u homogénea y” +y — 6y = 0 asociada a
(2.29). La ecuacidn caracteristica asociada a esta ecuacién complemen-
tariaes A2+ A —6 =0, cuyas raices son A =2, L = —3, y asi el sistema
fundamental de soluciones estd dado por sfs = {ez" e 3 }, de esto la
solucién complementaria es:

ye(x) = cre® + cre™>

Ahora, para determinar la solucién particular de (2.29) nos fijamos en
f(x) = 1875x%¢** — 78sen(3x)

Procediendo a calcular las derivadas'® se tiene:

f'(x) = 3750xe* + 3750x% > — 234 cos(3x)

F"(x) = 3750e* + 15000xe™ + 7500x2€>* + 702 sen(3x)

8En este ejemplo, aunque los calculos no son agradables, los realizamos por motivos de
explicacion.
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" (x) = 22500 +45000xe* + 15000x% " + 2106 cos (3x)
F® (x) = 90000 + 120000xe>* + 30000x%¢> — 6318 sen(3x)

Si seguimos derivando f(x) nos damos cuenta que f y todas las deriva-
das circulan en torno a las funciones x*e>, xe?*, e**, cos(3x) y sen(3x).
Es decir, el generador de f y sus derivadas en este caso es
G= {xzez’“,xez"7 ¢, cos(3x), sen(3x) }

Aqui vemos que la funcién e?* se repite en el sistema fundamental de
soluciones, y esta funcién procede de derivar x2e?, de esta manera las
funciones x%¢*, xe** y ¢** conforman un género de funciones. Segiin
lo que nos sugiere arriba, hay que multiplicar a todos los elementos de
dicho género19 de funciones por x%, haciendo esto se obtiene xiteg2x
x! %2 y x%e?* Aqui podemos ver que el menor niimero natural de o
para el cual ninguno de dichos elementos se repite el sfses o = 1, asi

tenemos: x>e>*, x> y xe?*, luego el generador se convierte en

G* = {x’e™ x*e* xe™*, cos(3x),sen(3x) }
Con esto, la solucion particular es de la forma:
yp(x) = A} e™ + Bx?e™ + Cxe* + Dcos(3x) + Esen(3x)  (2.30)
Calculando las derivadas de y, se tiene:

¥}, (x) = 2Ax3€** + (3A+2B)x*¢* + (2B +2C)xe™ 4 Ce** —3Dsen(3x) +
3E cos(3x)

Yi(x) = 4Ax > + (12A+4B)x*e* + (6A+8B+4C)xe™ + (2B+4C) > —
9D cos(3x) — 9E sen(3x)

Reemplazamos y, (x), y,,(x) y ¥, (x) en (2.29), luego simplificamos y
llegamos a la expresion

15Ax%e*  + (6A+10B)xe* + (2B +5C)e* + (3E — 15D) cos(3x)
—  (15E +3D)sen(3x) = 1875x%*¢™ — 78sen(3x)

9Tenga en cuenta que la parte trigonométrica conforma otro género de funciones para las
cuales no hay problema de repeticion de términos en el sfs.
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15A = 1875
6A+10B=0
comparando coeficientes se tiene el sistema: ¢ 2B+5C =0

3E—-15D=0

—(15E+3D)=-78
Resolviendo este sistema se obtiene: A = 125, B=-75,C=30,D =1
y E =5, ponemos estos valores en (2.30) y vemos que la solucién
particular de (2.29) es:

yp(x) = 125x°* —75x% ™ + 30xe* + cos(3x) + 5sen(3x)
Luego la solucién general®® es
y(x) = c1e® +cre 4 (125x° — 75x% +30x) e** +cos(3x) + 5 sen(3x)

= Ejemplo 2.25 Si tomamos la ecuacidén diferencial
V" +6y" +9y = 243x%e 3 + 2747 (2.31)

Para determinar la solucién complementaria, vemos que la ecuacién
complementaria asociada a (2.31) es ¥y +6y” + 9y’ = 0, con ecuacién
caracteristica 1> +64% 491 = 0, de cuya resolucién se obtienen las
raices A = —3 (multiplicidad 2), A = 0, con las cuales el sistema funda-
mental de soluciones es:

sfs= {ef3x,xef3x, 1}
de donde la solucién complementaria es dada por
3x

Ye(x)=c1+ cre ¥+ caxe”

Ahora, para determinar la solucién particular tomamos f(x) = 243x%e 3 +
27x2, si calculamos las derivadas de f(x) vemos lo siguiente:

f'(x) = —729x%e 3% + 486xe>* + 54x

20No olvide que la solucién general es segtin teorema 1.1.5 dada por: y(x) = ye(x) +yp(x).
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f"(x) = 2187x%e ™3 —2916xe 3" 4 486 + 54
" (x) = —6561x% + 13122xe~* — 4374¢3*

Si seguimos calculando las derivadas observamos que éstas se escri-
ben como combinacién de x2e =3, xe ¥ y e 3. Luego el generador G

de f(x) y sus derivadas consiste de G = {x?e ¥ xe3% e ¥ 2% x,1}.

Aqu1 podemos ver dos géneros de funciones; uno que con31ste de x?e3*,

=3 ¢73% que proceden de la derivacién de x%e3%; y el otro que con-
siste de x?, x, 1, que proceden de la derivacién de x*. Se observa que
del primer género las funciones e~3* y xe=3* se repiten en el sistema
fundamental de soluciones; asimismo, del segundo género se repite la
funcién constante 1. A continuacién aplicamos la sugerencia del método,
para esto, a los elementos del primer género los multiplicamos por x*!
y a los elementos del segundo género por x®2, asi tenemos>':

2+ocle—3x x1+0616—3x xtxle—Bx

Para el primer género: x , no hay repetici(’)n
4 ,—3x —3x

de términos en el sfs para oy = 2, con lo cual se tiene x*e =¥, x3e ¥ y
2 ,—3x
x“e .

Para el segundo género:x®> T, x!t% x% en este caso no hay repeticién

de términos en el sf's para o = 1, con lo cual se tiene X, x2 y X.

Luego tenemos el nuevo conjunto
kK {x4e—3x’x3e—3x7x2€—3x’x3’x2,x}
De aqui se asume que la solucién particular es

yp(x) = Axte ™+ BPe ¥ 4 Cxfe 4+ DX +EX* + Fx  (2.32)

Calculamos y/,(x) y y,(x), luego reemplazamos en (2.31) para obtener
previa simplificacién la expresion:

—36Ax%e™ (24A — 18B)xe™** + (6B — 6C)e " +27Dx*

+
_|_

Ahora, para que esta igualdad tenga sentido, comparando coeficientes

2INo olvide que aqui o y o son los menores nimeros naturales para los cuales los elementos
del generador ya no se repiten en el SF'S.

(18E +36D)x + (6D + 12E 4+ 9F ) = 243x%¢ 73" 4 27x°
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—36A =243
24A—18B=0
6B—6C =0

27D =27
18E+36D=0
6D+ 12E+9F =0
sistema se tiene: A = —%, B=-9,C=-9,D=1,E=-2yF=12;
luego poniendo estos valores en (2.32) se tiene

se tiene el siguiente sistema: , resolviendo este

27
yp(x) = —Zx4ef3x — %™ —9x?e ™ 4 3 —2x% 4 2x

con lo cual, la solucién general de (2.31) estd dada por

27
yx) = e+ cre ¥ 4 cyxe > — Zx4ef3x — e _gyle

+ -2+ 2

= Ejemplo 2.26 Se tiene la ecuacién diferencial:
¥+ 16y = 768x* cos(4x) (2.33)

Para determinar su solucién general, procedemos como en los ejemplos
precedentes. Primero determinamos su solucién complementaria a partir
de y” + 16y = 0. Podemos ver aqui que la ecuacidn caracteristica es
A2 +16 = 0 cuyas raices son A = +4i, luego el sistema fundamental de
soluciones es

sfs = {cos(4x),sen(4x)}

y de esto la solucién complementaria es:
Ye(x) = 1 cos(4x) + ¢z sen(4x)

Para determinar la solucién particular tomamos f(x) = 768x% cos(4x),
luego calculamos sus derivadas para determinar su conjunto generador,
en efecto:

f'(x) = —3072x% sen(4x) 4 1536x cos(4x)

f"(x) = —12288x? cos(4x) — 12288xsen(4x) + 1536.cos(4x)
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" (x) = 49152x% sen(4x) — 73728xcos(4x) — 18432 sen(4x)

Si seguimos derivando, nos damos cuenta que f(x) y todas sus deriva-
das circulan en torno a las funciones x? cos(4x), x*sen(4x), xcos(4x),
xsen(4x), cos(4x) y sen(4x); las cuales serdn provisionalmente los ele-
mentos del generador. Aqui todos estos elementos conforman un solo
género de funciones, porque todos ellos provienen de la derivacion de
x? cos(4x). Comparando con el sistema fundamental de soluciones, ve-
mos que cos(4x) y sen(4x) son elementos comunes, luego para evitar
la repeticién de términos multiplicamos por x*, dénde es fécil ver que
esto ocurre con @ = 1, asi el nuevo generador es

G = {x’ cos(4x),x” sen(4x),x* cos(4x), x* sen(4x), x cos(4x), xsen(4x) }
Con este conjunto, la solucién particular estd dada por la expresion:

yp(x) =Ax’cos(4x) + Bx’sen(4x) +Cx*cos(4x)
+  Dx*sen(4x) + Excos(4x) + Fxsen(4x)

que es equivalente a:

yp(x) = (Ax? +Cx* + Ex) cos(4x) + (Bx® + Dx* + Fx) sen(4x)
(2.34)
Calculamos y;,, yg, luego los reemplazamos en (2.33), hacemos simplifi-
cacion y se obtiene:

24Bx* cos(4x) — 24Ax* sen(4x) + (6A + 16D)xcos(4x)
+ (6B—16C)xsen(4x)+ (2C+ 8F) cos(4x) + (2D — 8E) sen(4x)

= 768x*cos(4x)

Comparando coeficientes para que la igualdad sea una identidad se
24B =768
—24A=0

. . 6A+16D =0 .

llega al sistema de ecuaciones 6B—16C—=0 ° de cuya resolucion
2C+8F =0
2D—-8E =0

se obtiene A=0,B=32,C=12,D=0,E =0y F = —3. Ponemos
estos valores en (2.34) y la solucién particular es:

yp(x) = 1247 cos(4x) + (32)c3 — 3x) sen(4x)
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Finalmente la solucion general de (2.33) es:

y(x) = c1 cos(4x) + ¢; sen(4x) 4 12x° cos(4x) + (32x3 — 3x) sen(4x)

Método de variacion de pardmetros

Este es un método general que sirve para determinar la solucién particular
de cualquier ecuacién diferencial lineal de la forma?? (2.19), ya sea que los
coeficientes sean variables o constantes. Para ver como funciona, hacemos a
continuacion una breve explicacion del método de resolucién y cudles son los
pasos cruciales para determinar la solucién particular.

En primer lugar hay que determinar el sistema fundamental de soluciones
de la ecuacion complementaria u homogénea (2.20). En este caso suponemos
que dicho sistema fundamental de soluciones estd dado como en (1.14) por

SfS:{ylayZa"' ayn}

Luego se asume la solucién particular como

Vp(x) = A (x)y1(x) +A2(x)y2(x) + - - - + A (x)yn(x) (2.35)

Observe (2.35) y note que hemos asumido que Ay, Ay, ---, A, son funciones
dependientes de x y ademds derivables como veremos mas adelante. El objeti-
vo de este método es determinar tales funciones>?, y para eso se debe disponer
de n ecuaciones, las cuales se consiguen de la siguiente manera:

Se determina la derivada de y,(x) en (2.35), asi tenemos:
Yp(x) = AL(x)yi(x) +A5(x)y2(x) + -+ AL (x)yn(x)
+ ALy (0) +A2(x)y5 (x) + - 4 An (X)) (x)
En esta expresién tomamos
AL(0y1(x) +A5(x)y2(x) + -+ A, (X)yn(x) =0 (2.36)
quedandonos asi:
Yp () = Ar (0)y1 (x) + A2 (0)y5 (x) + -+ An(x)y,, (x) (2.37)
22Tomando a,(x) = 1, Vx € I en (1.1)
23El método de variacién de pardmetros también es conocido como método de Lagrange,

porque fue creado por Joseph-Louis de Lagrange para resolver ecuaciones diferenciales lineales
no homogéneas.




52 2 Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Volvemos a derivar (2.37) para obtener:

Yp(x) = ALY (x) AL (0)ya(x) + - AL (x)y (x)
+ ALY (0) + A2 (x)y5 (x) + -+ An ()3 ()

Aqui tomamos

A} ()Y () + A5 ()y5 (x) + - + A, (x)y, (x) = 0 (2.38)
y nos queda:
Yp(x) = A1 (0)y] (x) + A2 (1)y7 (x) + - +An (1)}, (x) (2.39)
Derivamos otra vez (2.39) para obtener:
Yo (0) = AT(0)Y] (%) + A (x)y5 (x) + - + AL (X)) (%)
ALY () + A2 () (x) + -+ An@)y] (1)
Tomamos
AL ()] (x) +A(x)y5 (x) + -+ Ay (x)y, (x) = 0 (2.40)
y nos queda:
Yy (1) = A (¥ (x) + A2 (x)y5 (x) + -+ + A (x)y) (x) (241)

Procediendo en forma similar a los pasos anteriores, seguimos derivando hasta
llegar al orden n — 1, y aqui se obtiene:

W@ = AP )+ AP )+ AL ()
+ AW 0+ Ay )+ A ()
Tomamos finalmente
AW P )+ AW )+ AL D) =0 (242)
y nos queda:
@) = AV @) + Ay (@) 4+ Anye V() (2.43)
En (2.43) derivamos por dltima vez para obtener:
W = A )+ A )+ AL ()
4+ AW () + A2 ) (1) 4+ Ay (x)
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Reemplazamos yg,”) (x) y las derivadas que le anteceden (2.43), (2.41), (2.39),
(2.37) y (2.35), en la ecuacién diferencial (2.19), hacemos las simplificaciones
correspondientes’* y nos queda:

AW )+ A )+ AL V) = fx) 244)

Recuerde que para determinar las funciones Aj, ---, A,, s menciona mas
arriba que era necesario tener n ecuaciones. Pues esas n ecuaciones provienen
de (2.36), (2.38), (2.40), (2.42) y (2.44); asi tenemos el sistema de ecuaciones

A’ (x)y1(x) + A5 (x)y2(x) + - + AL (X)yn(x) =0
A () () + A () (x) + -+ AL (), (x) = 0
AL () () 4+ AL (Y5 (x) + -+ AL (x)ys(x) = 0
. (2.45)
A () + AL YYD (@) 4+ AL () =0

ALy )+ Ay () -+ Aoy () = ()

Si este sistema de ecuaciones lo llevamos a la forma matricial se obtiene la
ecuacion (matricial)

ne ) LN Y15 T
OIS I AT I
V) ] s e

En la ecuacion (2.46), las funciones A (x), - - -, A}, (x) se determinan aplicando
la regla de Cramer®® u otro método, y de alli por integracién, las funciones
Aj(x),Az(x), -+, An(x). Observe, que el determinante de la matriz que aparece
en la izquierda de (2.46) es el Wronskiano de yq, -, y,.

= Ejemplo 2.27 Deducir la solucién particular de la ecuacion diferencial

Y +ary (x) +ao(x)y(x) = f(x) (2.48)

24 Aqui debemos considerar que yy, s, - - -, y, son soluciones de (2.20).
2La regla de cramer consiste en lo siguiente:
Dado el sistema de ecuaciones lineales

anxi+apx; + - +apx, = by
a1X1 +axnxi+ -+ axyx, = by

An1 X1 + X1 + -+ ApnXn = by
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Resolucién

Para determinar la solucién particular de (2.48), procedemos de acuerdo al
método explicado antes, para ello suponemos que el sistema fundamental de
soluciones de la ecuacién homogénea

¥ +ary (x) +ao(x)y(x) =0

es sfs = {y1(x),y2(x)}, a partir del cual, asumimos la solucién particular
(2.35) mediante la expresion

Yp(x) = A1(x)y1 (x) +A2(x)y2(x)

Para determinar las funciones A y A, de (2.49), nos fijamos en el sistema de
ecuaciones (2.45), segin el cual para nuestro ejemplo estd dado por:

(2.49)

/ / _
ALy (x) + A5 (x)yy(x) = f(x)
Expresando este sistema en matrices se tiene
/
|:yl(x) yz(x)] |:Al(x):| _ |: 0 :| (2 51)
/ / / .
yi(x) »)] [A0)]  [f&)
Si expresamos este sistema en forma matricial, se tiene:
an  an ar] [x1 by
ay  an axy, | [x2 by
. . =1. (2.47)
Aanl a2 Ann Xn bn
air  ap ain
axl  ax axn
Si # 0, entonces (2.47) tiene solucién tunica, donde para cada i =
dnl a2 Ann
1,2,---,nresulta que:
by ap a, ayp by ap a, ary ajm-1) b
by ax ax, ay by an ax, az A1) b2
by am Ann am by ap Ann an2 Ap(n—1) by
x| = JXp = o Xy =
aip  ap ain aip  ap ain aip  ap ain
axy  ax an ar  ax axy a  ax a
anl  an2 Ann anpl  dan2 Ann anpl  Aan2 Ann
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Aquf en (2.51) vemos que el determinante de la matriz que aparece a la
izquierda, es el Wronskiano de yj, y;, en este caso dicho Wronskiano es

yi(x)  ya(x)
yi(x)  yy(x)

/

W(x) = = y1(x)y2(x) =1 (x)y2(x)

el cual es diferente se cero®®. Luego aplicando regla de Cramer se obtiene:

0 »
Aj(x) = ‘f(x) 2l _yzg)(i)(w = A;(x) :—/ y2$)(§)(x—)dx

yi(x)  y2(x)
yi(x) ¥h(x)
yi(x) 0
A/Z(X): ;)l(j:)) ;‘(X) :ylg‘}i)({c‘)(x) :>A2(x):/y1‘(;)(£)(x)dx

y
Ponemos y; (x) y y2(x) en (2.49) y se obtiene la solucién particular de (2.48)
dada por?”:

yp(x) = (— %d}f) yi(x)+ (/ %dx) ynx)  (2.52)

= Ejemplo 2.28 Determine la solucién general de la ecuacion diferencial

V' + o’y = Btan(ax), a 0y B £0 (2.53)
Resolucién

En primer lugar, la ecuacion caracteristica asociad a la ecuacion diferencial
homogénea

y// + azy — O
es

AP +a?=0
cuyas raices son A = +ai. Con estas raices el sistema fundamental de solucio-
nes es sfs = {cos(ax),sen(ax)}, luego la soluciéon complementaria estd dada
por

Ye(x) = ¢ cos(ax) + ¢z sen(ax)

26Recuerde que los elementos del sfs son linealmente independientes.
27Un detalle importante que se debe tener en cuenta es que en el proceso de integracién para
determinar A; y A, no se considera las constantes de integracion.
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Para determinar la solucién particular, suponemos que ésta se escribe como
¥p(x) = A1 (x) cos(ox) + Az (x) sen(ox) (2.54)

donde segin (2.50), las funciones A (x) y A2(x) se determinan resolviendo el
sistema:

{ A (x) cos(aex) + AL (x) sen(ox) = 0
— oA (x) sen(oux) + oA (x) cos(ox) = P tan(oex)

Este sistema es equivalente a:

{ A’ (xx) cos(otx) + A (x) sen(ox) =0
—A/ (x) sen(otx) +A) (x) cos(ox) = % tan(oex)

Matricialmente esto seria:

[cos((xx) sen(ax)} [A

—sen(ox) cos(ax)

Aplicando regla de Cramer se tiene:

0 sen(ax)
, gtan(ax) cos(ox) B sen?(ox)
Al = cos(ax) sen(ox)| o cos(ox)’ luego
—sen(ax) cos(ox)
iy - B frmes,
= g [/cos(ax)dx—/sec(ax)dx}
= %sen(ax)—%ln|sec(ax)+tan(ax)|
En forma similar
cos(ax) 0
, B —sen(ox) gtan(ocx) B
A = cos(ox)  sen(owx)| Esen(ax% luego

—sen(ax) cos(ax)

Ax(x) = —/sen ox)d :—aﬂcos(ax)
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Ponemos A1 (x) y A(x) en (2.54) y resulta

yp(x) % sen(ax) — % In|sec(ax) 4 tan(ox)| | cos(ax)
"2 cos(oux) sen(x)
= - % cos(ox) In|sec(ax) + tan(ax)|
asi tenemos la solucién particular
yp(x) = —%cos(ax) In|sec(ax) + tan(owx)| (2.55)

Luego la solucién general de (2.53) esta dada por

y(x) = cicos(ox) + casen(Bx) — % cos(ax)In|sec(ax) + tan(ax)|

= Ejemplo 2.29 Para x > 1 considere la ecuacion diferencial

(x—1)?

(x4—x3)y”+(2x3—2x2—x)y’—y: -

Determine la solucién particular y general de la ecuacién diferencial.
Resolucién

La expresion equivalente de la ecuacion diferencial es:

,,+2x2—2x—1/ 1 x—1
Y o2 ) AT A

En primer lugar, es necesario tener el sistema fundamental de soluciones de la
ecuacién homogénea

2x2 —2x—1 1
1 / —
Yt x3—x2 y_x4—x3y_0

pero esto ya lo conseguimos en la resolucion del ejemplo 2.1, segin el cual se

obtuvo que
)
sfs=1<ex, —
X
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y tomando en cuenta este conjunto, la solucién complementaria de la ecuacién
diferencial propuesta, segin (2.7) estd dada por

1

1
ve(x) = cret 42~
X

Para determinar la solucién particular, aplicamos el método de variacion de
pardametros, para lo cual asumimos que esta solucién estd dada por

1 1
yp(x) =Ar(x)er +Ax(x) (2.56)
teniéndose segtin (2.50) el sistema:

{ A (x)e% +AN ()L =0

el cual es equivalente a

_1
Al = ¢ :>A1(x):/e " dx=et

A3 (x)

[
|
|
S
%)
—
Na¥
|
|
L
=
|
|
=3
=

Con estos resultados en (2.56), la solucién particular es:

Inx

yplx) = (67%) e +(*1I1x))lc =1— —

Luego la solucién general estd dada por

1 1 Inx
y(x)=clex +cr—+1——
x x

= Ejemplo 2.30 Determine la solucién general de la ecuacion diferencial:

x(1+3x%)y" +2y — 6xy = (1+3x2)2, x#0
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Resolucién
La expresion equivalente de la ecuacion diferencial es:

" 2 , 6y 143y
Y x(1—|—3x2)y 1+3x2  x

Para determinar la solucién complementaria de la ecuacién propuesta, nos
fijamos en el sistema fundamental de la ecuacién homogénea:

2 / 6y

A
— =0
Y ) iR

el cual ya fue conseguido en el ejemplo 2.7. Segtin este ejemplo, el sistema
fundamental de soluciones estd dado por:

1
sfs = {—,1+x2}
X

y de alli, la solucién complementaria de la ecuacién diferencial es:

1
Ye(x) = 61; +ea(1 +x2)

Ahora sé6lo queda hallar la solucién particular, para lo cual aplicamos el método
de variacion de parametros, para esto asumimos que la solucién particular esta
dada por:

1
¥p(x) = A1 ()< +A2(x)(1+7) @57)
De acuerdo a (2.50), las funciones A y A; se determinan del sistema

A0 4 (14224 (x) =0
Ay
¥2

+2xA) (x) = Li32

X

Pero este sistema es equivalente a:
AL (0) + (x+27)A5(x) =0
—A] (x) + 2345 (x) = x +3%°

Aqui, aplicamos la regla de Cramer y se obtiene:

=
—
N
Il

|
=

I
=

w
I
>
=~
Il

|

I

I

I
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Ponemos A1 (x) y A(x) en (2.57) y se obtiene que la solucién particular es:

vy (x) = (% - %) )l—ch(x)(l +a2) = §+ 2x3 (2.58)

Luego la solucién general de la ecuacion diferencial propuesta es:

1 x 3
y(x) = ey +er(1+x%)+ 3 + ZX3

s Ejemplo 2.31 Resuelva la ecuacién diferencial:
xy" +2(1 —x)y' + (x—2)y = sen(2x), x > 0
Resolucién

La ecuacion diferencial propuesta es equivalente a:

21— ) 2
y o 2 - x)y,erx y= Sen)(c S (2.59)

En este caso, para determinar la solucién complementaria de (2.59) nos remiti-
mos al ejemplo 2.8, segtin el cual, el sistema fundamental de soluciones de la
ecuacion homogénea:

s 2(1=x) , x-=2

y + y+ y=0
X X

e
sfs = {e"7 —}
X

y de allf, la solucién complementaria es:

esta dado por:

e*
Ye(x) =cref+ 02;

Ahora, para determinar la solucién particular aplicamos el método de variacién
de parametros, asi asumimos que:

X

e
yp(x) =A1(x)e" +A(x) < (2.60)
De acuerdo a (2.50), las funciones A y A; se determinan del sistema
Al (x)e + ‘;A’z(x) =0

sen(2x)
X

Al (x)e* + x—;;lexA’z(x) =



2.3 Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas 61

Pero este sistema es equivalente a:
XA (x) +A5(x) =0
x?AL (x) + (x — 1)AS (x) = xe ¥ sen(2x)
Escribiendo este tltimo sistema en matrices se tiene:
o L] L]
x* x—1] |[A5(x)] — |xeFsen(2x)

Aqui aplicamos la regla de Cramer y se obtiene:

0 1
“*sen(2 -1 —xe™* 2
Aj(x) = - ) == sen(2) = ¢ "sen(2x)
x 1 x(x—1)—x2
¥ x—1
—x 2 —x 1 —x
=Ax) = /e sen(2x)dx = —3€ cos(2x) — 3¢ sen(2x)
X 0
x? xe"sen(2x)|  xZe*sen(2x)
! —
Ay(x) = . | = 1) -2 = —xe “sen(2x)
¥ x—1
=A(x) = f/xe_xsen(Zx)dx

(x4 x 3\
= <5+25>e cos(2x)+<5 25)@ sen(2x)

Ponemos A (x) y A2(x) en (2.60) y se obtiene que la solucién particular
es:

2 . 1,
<—§e cos(2x)—5e sen(Zx))e)C

2x 4\ _, x 3\ _ e
242 2 22 ) e Fsen(2x)| —
—&-[x(s +25>e cos( x)+(5 25>e sen( x)] .

= % (4cos(2x) —3sen(2x))

yp(x)
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Luego la solucién general de la ecuacion diferencial propuesta es:

X

AL -
y(x)=cre*+ca . + 5 (4cos(2x) —3sen(2x))

= Ejemplo 2.32 Determine la solucién general de y” + o?y = B csc(ax), con

a#0ypB#0.
Resolucién

Acd es fécil determinar la solucién complementaria por ser la ecuacion
diferencial de coeficientes constantes, sin mas preambulos, el sistema fun-
damental de soluciones y la solucién complementaria son respectivamente
sfs = {cos(ax),sen(ox)} y

Ye(x) = ¢1 cos(ax) + ¢z sen(ax)

Para determinar la solucidn particular procedemos segun el método de varia-
cién de pardmetros®, asi suponemos que estd dada por la expresién

yp(x) = A1 (x) cos(ox) + Az (x) sen(oex) (2.61)

donde las funciones A; (x) y A»(x) se determinan segtin (2.50) resolviendo el
sistema:

A’ (x) cos(otx) + A5 (x) sen(otx) =0
—a A’ (x) sen(ox) + aAb (x) cos(ax) = B esc(ax)
donde f(x) = B csc(ax). Simplificando este sistema se tiene
A’ (x) cos(oux) +Ab (x) sen(ox) =0
—A’ (x) sen(otx) +A) (x) cos(ox) = g csc(ax)
Luego expresando este tltimo sistema en matrices se tiene la ecuacion:

cos(oux) sen(ax)} {A’l (x)} _ { 0 ]

—sen(ax) cos(ax)| |A)(x) g csc(ox)

28E] método de coeficientes indeterminados aqui no es aplicable porque la funcién de la derecha
y sus derivadas no son generadas por un nimero finito de funciones.



2.3 Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas 63

En esta ecuacién aplicamos la regla de Cramer y se obtiene:

0 sen(otx)
B
, g csc(ax) cos(ax)| B
A1) cos(ax) sen(ox)] @
—sen(ax) cos(ax)
=A(x) = —/gdx:—gx
cos(oux) 0

—sen(ax) g csc(ax)
cos(ox)  sen(owx)
—sen(ox)  cos(ax)

B

A (x) = = cos(ax)csc(ax) = gcot(ax)

=A(x) = /gcot(ax)dx

B
2 In|sen(ax)|

Ponemos A (x) y A(x) en (2.61) y se obtiene que la solucién particular:

B

yp(x) = Y cos(ox) + % sen(ax)In|sen(ox)|

Luego la solucién general de la ecuacion propuesta es:

y(x) = c1cos(ax) + casen(ox) — % cos(ax) + % sen(cox)In|sen(ox)|

s Ejemplo 2.33 Halle la solucién de la ecuacién: y” — 2oy’ + o’y = B sec’ (oux),
siendo o y B constantes reales distintas de cero.

Resolucion

La ecuacion caracteristica de la ecuacién diferencial complementaria es: 12 —
2aA + o? = 0, de donde se tiene A = & (multiplicidad 2), luego el sistema
fundamental de soluciones estd dado por

sfs={e* xe™}
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y de allf la solucién complementaria
ye(x) = c1e®™ + cpxe™

Para encontrar la solucién particular aplicamos el método de variacién de
pardmetros>’, para esto suponemos que la solucién particular esta dada por

yp(x) = A1 (x)e® + A (x)xe™ (2.62)
Donde A (x) y A2(x) se determinan segtin (2.50) del sistema
Al (x)e™ + Al (x)xe™ =0
aAl (x)e® + AL (x) (14 ax)e® = Bsec (ax)
siendo en este caso, f(x) = fBsec®(oux). Simplificando este sistema se tiene
Al (x)+A(x)x=0
QA (x) + A5 (x) (14 ax) = Be~* sec? (o)

Luego expresando este tltimo sistema en matrices se tiene la ecuacion:

B 1 ax] Egﬂ - {ﬁe‘“"sg&(ax)}

En esta ecuacién aplicamos la regla de Cramer y se obtiene:

0 X

e *sec’(ox) 14 ox

Ajlx) = P 1 (o) = —Bxe” *sec®(ax)
x
o l+ox
=A1x) = -PB /xe*ax sec’ (aux)dx
1 0
a Be *sec’(ax
Aj(x) = P (o) = Be”*sec’ (o)

1 X
‘Oc I+ax

Pues f(x) = Bsec’ (ax) y sus derivadas no son generadas por un nimero finito de términos.
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=Ax(x) = ﬁ/e‘w‘sec3(ax)dx

Ponemos Aj (x) y Az(x) en (2.62) y se obtiene que la solucién particular estd
dada por:

yp(x) = (—13 / xe~ sec3(otx)dx) ™ 4 (B / e sec3(ax)dx) xe®*

Aqui las integrales quedan implicitas, porque las funciones no son integra-
bles. Volvemos a escribir la solucién particular con algunas simplificaciones,
teniendo asi:

yp(x) = Be** {x/e_‘“ sec? (otx)dx — /xe_‘” sec3(ax)dx}
Luego la solucién general de la ecuacién diferencial propuesta es:

y(x) = c1e™ + cpxe®™ + Be** [x/e_w‘ sec (oux)dx — /xe_w‘ sec3((xx)dx]
.
» Ejemplo 2.34 Resuelva la ecuacién diferencial
(x—=1)y" —xy +y=(x—1)%", x> 1 (2.63)
Resolucién

Para resolver (2.63), escribimos en su forma equivalente

X
/"
Y —

y + y=(x—1)e", x>1 (2.64)

x—1 x—1
Aqui, es facil ver que y; (x) = x es solucién de la ecuacién complementaria

" X

y' = Y+

y=0

x—1 x—1

luego, la segunda solucién de la ecuacién complementaria se obtiene aplicando
la férmula de Liouville (2.6), asi tenemos:
5-dx, donde p(x) = —

nx) = M(ﬂ/m

J Epdx x+In(x—1) -1
= ex/e dx=x/e—dx=x/udx

x2 x2 x2

o e -1
= x(e—), aqul’:d(—) =7 5—e'dx
x x x

= e’x

e fp(x)dx X

x—1
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Con esto, el sistema fundamental de soluciones y la solucién complementaria
son respectivamente sfs = {x,e'} y

Ye(x) = c1x+cae”

Para determinar la solucién particular de (2.64), suponemos que su solucién
particular estd dada por

yp(x) =Ar(x)x+As(x)e” (2.65)

donde f(x) = (x—1)e*. En este caso, las funciones A y A, se obtienen segin
(2.50) del sistema

Al (x)x+A5(x)e" =0

Al (x) + A (x)e" = (x—1)e*

Expresando en matrices este sistema se tiene:

b [ e

Luego aplicamos regla de Cramer para determinar A (x) y A2 (x), teniendo asf:

0 e*
A = D A oD
! N x e  (x—1e
1 &
=A(x) = —/exdx:ex
X 0 ‘
1 (x—l)ex x(x—l)ex
Al (x) =
2(%) x e (x—1)e* *
1 X

Ponemos A (x) y A (x) en (2.65) y se obtiene:

x2

yplx) = —xe* + e



2.3 Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas 67

luego la solucién general es:

2

y(x) =ci1x+cre* —xe* + %e"

= Ejemplo 2.35 Resuelva la ecuacion diferencial
2y — (P 42y + (x+2)y = (2.66)
Resolucién

La resolucién de la ecuacidn diferencial homogénea (o complementaria) aso-
ciada a (2.66) fue realizada en el ejemplo 2.6, podemos ver alli que el sistema
fundamental de soluciones consistia en

sfs={x,xe*}
por lo que la solucién complementaria es:
Ye(x) = c1x+ coxe®

El problema aqui es encontrar la solucién particular, por lo que aplicamos el
método de variacién de parametros, asi asumimos que la solucién particular
esta dada por:

Vp(x) = A1 (x)x+ Az (x)xe" (2.67)

donde A y A, se determinan segtin (2.50), del sistema :

Al (x)x+ A, (x)xe* =0
(2.68)
Al(x) +A(x)(x+1)e* =x

Escribiendo el sistema en matrices se tiene
{x xe* ] [A’l (x)] B [O}
I (x+1)e"| |[AS(x)]  |x
Aplicando regla de Cramer y se obtiene:
Alx) = —-1=A1(x)=—x
Ay(x) = e =Ax)=—€e"

Reemplazamos estos resultados en (2.67), y resulta que la solucién particular
estd dada por:
yp(x) = —x* —x (2.69)
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Finalmente, la solucién general de (2.66) estd dada por

y(x) = c1x+ cpxe” —x — x°

» Ejemplo 2.36 En la ecuacion diferencial

0y —(14+x)y +y=x*", x>0 (2.70)

1. determine el sistema fundamental de soluciones, sabiendo que una de
las soluciones de la ecuacién complementaria asociada a (2.70) es de la
forma y; (x) = ™.

2. determine la solucién particular y solucién general de la ecuacion dife-
rencial.

3. determine la curva integral que pasa por los puntos (0, %) y (1,0).

Resolucion

1. En primer lugar la ecuacién diferencial (2.70) es equivalente a

" (1 er) 1 2x

Y-y 4~y =xe 2.71)
X X

cuya ecuacion diferencial complementaria es

1 1
y//_ﬂy/_i__yzo
X X

Aqui se nos dice que una de las soluciones de esta ecuacion es: y; (x) =
™. Reemplazando se tiene:
mx

1
mzem—mﬂem"—&— S

de donde se obtiene m(m — 1)x+ (1 —m) = 0, ¥x > 0; por la indepen-
dencia lineal de {x, 1} debe acontecer que m(m—1)=0y 1—m =0,
con lo cual m = 1. Asf se tiene que la primera solucién de la ecuacién
complementaria asociada a (2.71) es:

yi(x)=e
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Para determinar la segunda solucién aplicamos la férmula de Liouville
(2.6), siendo asi:

- ¢~/ p(x)dx 1+
e X
) = » (x)/ de, donde p(x) =— .
ej'l%‘dx
= ex/—eZX dx:ex/xefxdxzex(—xefx—efx)
= —(x+1)

luego, el sistema fundamental de soluciones y la solucién complementa-
ria son respectivamente sfs = {¢*,x+ 1} y

ye(x) =cre+c2(x+1)
2. Ahora, asumimos que la solucién particular de (2.71), estd dada por
yp(x) =A(x)e" +B(x)(x+1) (2.72)
donde las funciones A(x) y B(x) se obtienen segtin (2.50) del sistema
A (x)e*+B (x)(x+1)=0
A'(x)e* + B'(x) = xe*
Expresando en matrices este sistema se tiene:
& 1+x| [Ax)] [0
[ex 1 } [B’ (x)} B [xez"]

Aplicamos regla de Cramer y se obtiene:

0 x+ 1‘
2x 2x
xe 1 x(x+1)e
A’ = = =(1 x
() e x+1 xex (1+x)e
e* 1
=Ax) = /(1 +x)etdx = xe*
e 0
2x
B'(x) = e x| _ xe™ = —¢*

& x+1|  —xe
e* 1
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1
=A(x) = /—ezxdx: _Eer
Ponemos A(x) y B(x) en (2.72) y se obtiene la solucién particular
yp(x) = ¥ (xe*) — L& (x+ 1), que equivale a:
-1
ypl) = e

Con estos resultados, la solucién de (2.70) es:

—1
y(x)=cre*+ea(x+1)+ xTeZX (2.73)
3. Si la curva pasa por los puntos (07 %) y (1,0), entonces (2.73) satisface
¥(0) = 1 y y(1) = 0. Aplicando estas condiciones de frontera se obtiene
c1= ﬁ y ¢2 = ;%5 luego la curva integral que pasa por dichos puntos
es

—1
(x+l)+xTezx,x20

Z—ee e—2

Método de Los operadores Inversos

Cuando intentamos resolver una ecuacién diferencial lineal, generalmente
uno solo puede resolver de forma analitica las ecuaciones diferenciales lineales
de coeficientes constantes, la forma de hacerlo es proponer la solucién como
una exponencial para resolver la parte homogénea, tal propuesta nos conduce
a resolver una ecuacién algebraica, esto es, la determinacién de las raices de
la ecuacion caracteristica. La parte no homogénea se resuelve con el método
Ilamado coeficientes indeterminados, el cual solo funciona para algunas fun-
ciones bien conocidas; polinomios de x, senos y cosenos, exponenciales o una
combinacién lineal de ellas o a lo mds, algunos productos de las mismas.

El método mds general que nos permite resolver los casos antes descritos y
en general, cualquier tipo de funcién en la parte no homogénea, es el método
de variacién de pardmetros. El resolver ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes variables, es muy limitado, con algunos casos particulares que
pueden ser resueltos, como la ecuacién de Cauchy-Euler o la ecuacién lineal
de Legendre.

El Método de los Operadores inversos de Heaviside nos ofrece una
forma de resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias, mas abreviada,
menos tediosa que otros métodos, la motivacion principal de usar este método
es proponer una forma alternativa de resolver las ecuaciones lineales e incluso
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proponerlo como una opcién general y suprimir los tépicos de coeficientes
indeterminados y variacidn de parametros. La eleccion estd en sus manos.
Consideremos la ecuacién diferencial de la forma:

n—1)

an ()™ a1 )y "D b a (0)y +ao(x)y = g(x)

dividiendo entre a,(x) (donde a,(x) # 0) se tiene

) 1) oy, w®), ax) gy
an(x)y + +a,,(x)y+an(x)y an(x)

o en forma equivalente
Y 4 b, (x)y("fl) + by (x)y +bo(x)y = F(x) (2.74)
Escribiendo (2.74) en términos de operador tenemos

¢(D)y = F(x) (2.75)

donde ¢ (D) es el operador polinémico lineal, con D := %r, esto es
¢(D) = D"+ b, (x)D" "+ b1 (x)D + by (x).

Resolviendo (2.75) formalmente para y se obtiene:
y=—=F(x) (2.76)

Aqui m representa una operacion a ser aplicada sobre F(x). Una pregunta
muy natural que surge es: ;Que tipo de operacidn es esta?. Para tener una idea
consideremos una ecuacién diferencial que sea lo mds simple posible, como
por ejemplo:

y'=0

Obviamente, la solucién de esta ecuacion es la funcién y = / Odx. Si expresa-

mos con operador la ecuacién diferencial, esto es

Dy=0

la resolucidn de esta ecuacion nos conduce a pensar en un operador inverso l—l)

tal que actuando sobre D nos permita despejar y. Suponiendo que tal operador

existe y es %, entonces se tiene que

1 1
—[Dy| = —
D[ Y] 50

[0]

B
=D
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Por lo que se observa, el operador inverso de la derivada debe ser obviamente
la integral. En este caso, la integral de cero nos proporciona una constante, la
cual satisface la ecuacion diferencial propuesta. De este resultado se concluye
que

El aplicar el operador inverso a cero tiene sentido, puesto que el operador
“actda sobre cero”, no se multiplica. Este simple enfoque nos permite usarlo
en las ecuaciones homogéneas.

Supongamos ahora que la ecuacién a resolver es ¥ = k, la solucién de esta
ecuacion es [ kdx = kx+ C. Con operador, esta ecuacién diferencial se escribe
como

Dy=k

Al igual que en el caso anterior, se aplica el operador inverso para obtener
1
= —[k|.
y =5l
Asi | _
~lk+0) :/kdx:kx+C.
Tomemos ahora la ecuacién diferencial

Yy +px)y=0 (2.77)

donde p(x) es una funcién integrable. La resolucién de esta ecuacién diferen-
cial nos conduce a la solucidn:

y = CeJP)dx, (2.78)
Escribiendo la ecuacién (2.77) con operador, se tiene
(D+p(x))y =0,

si pretendemos despejar y de esta ecuacion, tendriamos que postular la

existencia de un operador (DJF—;()C)) que al ser aplicado a la ecuacién anterior
se obtenga
1
T P+ pK)y="—"—"—[0
GETE) D+ )

y nos conceda como resultado
1
y= =7 [0]
(D+p(x))
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Este operador al actuar sobre cero, segtin el resultado ya conocido en (2.78),
nos debe proporcionar que

1
(D+p(x))

Con este resultado se aprecia como actiia el operador sobre cero.
Ahora tomemos una ecuacién mas general, sea la ecuacion lineal

Y+ px)y=q(x) (2.79)

cuya solucién usando factor integrante o variacién de pardmetros es

y = o= Pl [ / o PO 3 +C}

Si usamos operadores, la ecuacién (2.79) se puede escribir como

(D+p(x)y=q(x)
y aplicando el operador inverso se tendra
1
—[q(%)].
o+ ) 1
Por lo tanto este operador debe actuar como
1
— [ p(x) / [ plx)dx c
D] = eI | [l ]

Entonces proponemos lo siguiente: El operador (D+—1P<x)) sobre una funcién

0] = y=e/PWdC,

y:

g(x) actia de la siguiente manera

1 ==Ly o) [plodx
7 ) 4= o ey ) A= {/ " )d]

que da como resultado a

! [g(x)] = ¢/ P [/efp(X)dxq(x) —&—C}

(D+p(x))
Este operador también puede actuar sobre cero, puesto que
1
R S S R ISP [ / ol P dx}
GETTEN o)
= o JpMax {/(O)dx]
! 0] = e~ I PMdx

(D+p(x))
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asi, esta forma de abordar el operador inverso no solamente servird para
ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes, si no también para
ecuaciones con coeficientes variables, ademds de permitir aplicarse también a
ecuaciones homogéneas.

Vale aclarar que cuando p(x) es constante, este enfoque se reduce a lo que
todos sabemos de los operadores inversos encontrados en la mayoria de textos
convencionales.

El operador no conmuta. Solo lo hace cuando p(x) es una constante. Puesto
que en general

[D+p2(0)][D+ p1(x)] # [D + p1()][D + pa(x)]

se debe tener cuidado al aplicarlo. Con todo lo expuesto proponemos el si-
guiente teorema

Teorema 2.3.1 Sila ecuacién diferencial lineal de la forma
an ()Y +a,1 ()Y + -+ ar ()Y +ar (x)Y + ao(x)y = g(x)

se puede expresar de la forma

[P+ s (ONID+ acs (D + P2 (3] D+ PP+ Py = £

entonces, esta se puede resolver usando los operadores inversos de la si-
guiente manera

= [(Dﬂl?l(x)) [(D+;2(x)) { [(D+;n<x>>gf(:)] m

Observacion
Debemos observar bien en este teorema la forma de operar.

Iniciamos dando un ejemplo que puede ser resuelto también por variacién de
pardmetros, pero lo resolveremos usando los operadores inversos

s Ejemplo 2.37 Resuelva la ecuacion diferencial:
y' +3y +2y = sen(e")

Resolucién
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Claramente esta ecuacion puede ser escrita en términos de operadores de la
siguiente forma
(D+1)(D+2)y =sen(e")

aplicando el operador inverso de (D + 1) tenemos

D) (D+1)(D+2)y = G [sen(e)]
que nos conduce a
1 X
(D+2)y = m[sen(e )

= ¢ /M [/ef(l)dx(sen(e"))dx]

— e [ / o sen(ex)dx]

= e *[—cos(e") + (]

(D+2)y = —e *cos(e’)+Cre™.
Seguido aplicamos el operador inverso de (D + 2) a ambos miembros
1 1
D+2 = —e " V+Cre
(D—|—2)( + )y (D—|—2)[ e COS(@ )+ 1€ ]
_ 1 —X X —X
y = (D+2)[ e “cos(e’)+Cre”]
y = o~/ ()dx [/ ef@)dx[_efx cos(e") +C1€x]dx:|
y = e /ez"[—e_"cos(e")+Cle_x]dx}
y = e f/ehe_xcos(ex)derCl /ezxe_xdx}
y = ¥ —/e"cos(ex)dx+C]/exdx]

integrando encontramos la solucién
y=e >[—sen(e") +Cie* 4 C3]

o bien
y=—e Fsen(e*) +Cre ™ +Cre >,
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Este primer ejemplo muestra lo sencillo que es usar los operadores inversos.

= Ejemplo 2.38 Resuelva la ecuacién diferencial:
xy" — (xtanx+ 1)y’ + (tanx — xsec’x)y = x>, x # 0
Resolucién

Dividiendo entre x tenemos
" 1, ,  tanx 5
y' —(tanx+ =)y 4+ (—— —sec“x)y =x
X X

1" / 1, tanx 2
y —ytanx— -y + ——y—ysec'x =x
X X

Pero, como D(ytanx) = ysec?x + ' tanx, la ecuacién anterior podemos escri-
y y y

birla como

1, t
D(y') — D(ytanx) — )—Cy’ + —a;xy =x

1
D(y —ytanx) — —(y/ — ytanx) = x
X
1
(0~ 1)/~ ytan) =
X

(D— %)(D—tanx)y =x

Aplicando el operador inverso de (D — }C), tenemos:

1
(D—1)

X

(- %)(Dtanx»] - Loy

(D—tanx)y — e'r-'[/e—f%(HO)dx]

(D—tanx)y = x"+Cix
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Nuevamente, aplicando el operador inverso de (D — tanx) tenemos:

— 1 [ 2—|—C ]
Y= (D—tanx)x 1
1 2
= — Cix+0
Y (D —tanx) b+ Crx+0)

y = eftanxdx [/ efftande(XZ +C1X—|—O)dX:|

y = secx {/ x* cosxdx+C) /xcosxdx + Cz]
y = secx[x2 senx+ 2xcosx — 2senx + Cixsenx + Cj cosx + (|
Finalmente, la solucion es

y(x) = x> tanx + 2x — 2tanx 4 Cxtanx + C; + Cy secx

Ecuaciones diferenciales especiales con coeficientes
variables

Se trata de ecuaciones diferenciales de la forma:
an (Y™ + a1 ()Y b a (0)Y +ao(Y)y = f(x)

donde a,,, a,—1, - - -, a; y ap no son todas funciones constantes. Para determinar
la solucién general de estas ecuaciones, en algunos casos funciona aplicar
ciertas transformaciones (cambios de variable), como veremos a continuacién

Ecuacion de Cauchy - Euler
Esta ecuacion es de la forma:

ey e XD ey ey = f(x), x>0 (2.80)

donde ¢, -+, ¢1 ¥ ¢o son constantes (¢, # 0). El proceso de resolucién de
(2.80) consiste en aplicar una transformacién o cambio de variable adecuado
para convertir (2.80) en una ecuacién diferencial de coeficientes constantes.
Aqui, en este caso aplicamos la transformacién

x=¢ (2.81)
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de donde resulta que

Z—); =¢', t=Inx (2.82)
Con esta transformacion, la tarea consiste en llevar la ecuacién (2.80) que
esta en funcion de la variable x, a una ecuacién diferencial donde la variable
independiente sea 7, lo cual implica que las derivadas sean expresdas en la
nueva variable aplicando la regla de la cadena y la derivada de la funcién
inversa. En efecto:

, dy dydt dydt 1dy 1dy _;dy
Y=o ddt_dvdt v 1dy_ dy
dx dxdt drdx 4dr e dt dt

) = dy dy'dr dy'dt 1d e*’dy 14 e”dy
Y T dx drdi didx i |© dr] ddr|© dr
_ _dy  _,d% o [d?y dy
_ t|_ ,—t%) [l R’ ) B et

- [6 a ¢ ar| T W
d|d
—2t
= Z15
¢ dt[dt }(y)
Vi) = Ay _dy'dr _dy"di _1d [ o (d% dy
dx dx dt  dt dx %dt dr?  dt

_ () ad (A dy
et dr?  dt dr \ dt? dt

2 3 2
R g P ' W
dr? dt de  dr?

Si persistimos en seguir calculando las derivadas que siguen, para el caso n
encontraremos>? la siguiente relacién’':

y<n)(x):e_nx% (%Q <%2)...<%(n1)> () (2.83)

30Por proceso de induccién.
31 También puede ser escrita como

W) =e DD ~1)(D~2)-- (D~ (n—1))(y)

_d
donde D = 7.
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Ponemos la expresiones de y (x), ---, y”(x), y'(x) en (2.80) y nos queda una
ecuacion diferencial de coeficientes constantes. Ilustramos este hecho en los
siguientes ejemplos.

= Ejemplo 2.39 Para x # 0, resuelva la ecuacion diferencial

x? ' +3xy' —y=0

Resolucién

Aplicando la transformacién (2.81) se tiene:

_.dy 5 d (d
! _ 2 Z ) Sl e
Y=t Dy = (4-1)0)

Ponemos estas derivadas en la ecuacién diferencial y se tiene:

_d (d _ dy
2t =2t &% [ 2% t —t —
e'e dt<dt )()+3e - Y 0

de donde nos queda la ecuacién diferencial homogénea de coeficientes cons-
tantes

cuya ecuacién caracteristica es A2 +2A — 1 = 0. Resolviendo esta ecuacién
se obtiene las raices A = /2 — 1, —1— \/5, de donde el sistema fundamental
de soluciones estd dado por

stf{ f1 (1+\/§)t}

y asi su solucién es

y(t) = eV gy (142

Pero aqui debemos tener en cuenta de que se tiene que volver a la variable x,
de tal manera que usando nuevamente la transformacién (2.81), la solucién de
la ecuacidn diferencial propuesta es:

(1) = eV e (152

= Ejemplo 2.40 Halle la solucién de la ecuacién diferencial

Xy —xy' +4y=0,x#0 (2.84)
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Resolucién

Aplicando la transformacién (2.81) en (2.84) se tiene

o [d%y dy -
2z 2|2 ) &) _ 2 227 4y =
e {e { s dz]} e [e iz +4y=0

que simplificando se transforma en la ecuacién diferencial

d’y dy
22 2 44y =0 2.85
dz? T dz T (2.85)
La ecuacioén caracteristica asociada a (2.85) es

A2 —244+4=0

de donde A = 14 +/3i, con lo cual se tiene el sistema fundamental de solu-
ciones sfs = {e%cos(v/3z),e"sen(v/3z) }, y con esto la solucién general de
(2.85) es

y = c16°cos(V/3z) + c2e% sen(v/3z)

Ahora, para llegar a la solucion de (2.84) usamos nuevamente (2.81) y resulta
que
y = c1xcos(V31nx) + coxsen(v/31nx)

= Ejemplo 2.41 Resuelva la ecuacién diferencial:
(x+2)% 4+ (x+2)y +y=In*(x+2) —x—6, x > —2
Resolucién
También podemos escribir la ecuacién diferencial en la forma:
(x+2)2" 4+ (x+2)y +y=In*(x+2) — (x+2) — 4 (2.86)

Aparentemente la ecuacion diferencial (2.86) no es una ecuacién de Cauchy -
Euler’2, sin embargo, es muy parecida y la técnica de resolucién es la misma,
por eso aplicamos la transformacién

x+2=¢

32 Augustin-Louis Cauchy, matematico francés que nacié en Paris el 21 de Agosto de 1789.
Tuvo una nifiez dificil por la situacién de la revolucion que se vivia en aquellos afios en Francia.
Su produccién matemdtica es extraordinaria, cabe destacar que hizo la primera introduccién
rigurosa en el andlisis matemdtico, y el otro gran aporte tiene que ver con la feoria de grupos. En
lo personal, fue gran amigo de Joseph-Louis de Lagrange y Pierre Simon Laplace. Sus estudios
los realizé en la Escuela politécnica de Paris, donde se gradué como ingeniero. Durante buen
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De esta transformacion se tiene

d » >y ., d
— =¢'D — =e¢ “D(D—1)y, donde D= —
e ' Dy, 2=¢ D ), %
Con estos resultados en (2.86), se obtiene la ecuacién diferencial de coeficien-
tes constantes:

dzy 2t
cuya ecuacion complementaria asociada es:
d?y
— 4+vy=0
arz Y

. Resolviendo esta ecuacion vemos que el sistema fundamental de soluciones
correspondiente es: sfs = {cost, sent} y la solucién complementaria estd
dada por

ve(t) = cicost +cpsent

Ahora, para determinar la solucién particular de (2.87), tomamos f(z) =
t> — ' — 4. Esta funcién y sus derivadas tienen como generador al conjunto

tiempo presté sus servicios a la campaifia de napoleén Bonaparte, siendo después nombrado
profesor de mecdnica en la Ecole Polytechnique en 1816. Poco después fue designado miembro
de la Academia Francesa de las Ciencias en reemplazo de Gaspard Monge, quien habia sido
destituido por cuestiones politicas. Habiendo llegado la decadencia de la era napolednica, pronto
tuvo serios problemas politicos con el nuevo régimen de gobierno, por lo que fue exiliado; estuvo
prestando sus servicios en varios lugares de Europa hasta el afio 1838 en que regresa a Parfs.
Muri6 el 23 de Mayo de 1857 en Sceaux, poco antes de morir se arrepentiria de no haberse
dedicado mas, a la matematica.

Leonhard Paul Euler, matematico suizo, nacié en Basilea el 15 de abril de 1707, es uno de los
matemadticos mdas prolificos de aquella época. Vivi6 en Rusia y Alemania e hizo grandes aportes
en el cdlculo, andlisis matemadtico, teoria de grafos, mecdnica, dptica y astronomia. El padre de
Leonhard Euler fue un pastor calvinista. Su educacion superior la desarrollé en la Universidad de
Basilea, habiendo recibido el titulo de maestro en filosofia. Su pasion por la matematica aparece
cuando empez6 a recibir clases particulares de Johann Bernoulli todos los sdbados por la tarde,
es asi que empieza a dedicarse a las matemadticas y finaliza un doctorado sobre propagacion
del sonido. En 1727, Euler llega a Rusia, a trabajar en la academia de San Petersburgo, donde
hizo una gran labor educativa y de investigacién durante varios afios. En 1741 Euler regresa
a Alemania, pues Federico II el Grande, rey de Prusia, le ofrece un cargo en la Academia de
Berlin, vivi6 veinticinco afios en Berlin, en donde escribe muchos articulos de investigacion, sobre
todo en matemadtica. Entre sus principales obras que publica tenemos: la Introductio in analysin
infinitorum, un texto acerca de las funciones matemadticas publicado en 1748, y la Institutiones
calculi differentialis,13 publicada en 1755 y contenia temas sobre el calculo diferencial. Euler
comenzo a tener problemas de la vista y qued6é completamente ciego, sin embargo esto no afect
su productividad intelectual. En 1766, Euler regresa a Rusia invitado por Catalina la Grande. Aqui
en Rusia pasé el resto de sus dias, hasta el 18 de septiembre de 1783, en que fallece en la ciudad
de San Petersburgo.
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G = {1 t, 1, ¢'}, asf que aplicamos el método de coeficientes indeterminados
y asumimos que la solucién particular estd dada por:

yp(t) = A + Bt +C+Dé' (2.88)

Reemplazamos y, () en (2.87) y se tiene:

2

d
17 AP+ B+ C+De |+ AP+ Br+C+De' =17 —¢' —4

calculamos las derivadas y hacemos las simplificaciones correspondientes para
obtener:
AP+ Bt + (C+2A)+2De' =1> —4—¢

Aqui, comparamos coeficientes y obtenemos:A=1,B=0,C=—-6yD = f%,

luego la solucién particular (2.87) es:

1
yp(t) = ?—6— 56’

Determinadas las soluciones complementaria y particular, la soluciéon general
de (2.87) estd dada por:

1
y(t) = cicos(t) +cpsen(t) +1* —6— Ee’

Ahora, para llegar a la solucién de(2.86) simplemente volvemos a la variable x
segtn la transformacion implicada y se obtiene finalmente que:

1
y(x) = ¢j cosIn(x+2) + ¢y senln(x+2) +In?(x+2) — 6 — §(x+2)

Observacion
Cualquier ecuacién diferencial de la forma:

an(aerb)"y(") +-Far(ax+b)*y" +ay (ax+b)y +agy=0, a# 0y x # b
(2.89) ¢

donde ay,, - -+, ag, a 'y b son constantes, no es una ecuacién de Cauchy

- Euler, sin embargo puede resolverse de manera similar, haciendo

ax—+b=é*

con la condicién de que ax+b > 0.
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= Ejemplo 2.42 Para x > —%, determine la solucién general de la ecuacién

diferencial
(2x+3)%" 4+ (2x+3)y’ —2y = 12x* — 6x

Resolucién
Haciendo algunos arreglos a la ecuacidn diferencial se tiene que ésta es equi-

valente a
(2x+3)%" + (2x+3)y —2y =3(2x+3)* —21(2x+3)+36  (2.90)

Procedemos como se indica en la observacion anterior, para lo cual hacemos
2x+3=¢"

Con esto, expresamos las derivadas y'(x) y ¥”(x) en la nueva variable z, tenien-

do asi:
dy_dyds _dyl 1dy

/ _ _ _Y - _
vl = dx dxdz dz% %"dz
Z
_.dy
= 2 T2
¢ dz
R T S G W W P
dx  dxdz dsz“; ¢ dz dz
— 4e7 —zd_zyi —zﬂ
dz* dz
— 4% Q_@
dz>  dz

Ponemos estos resultados en (2.90) para obtener:

d’>y dy dy
2 -2 - — 3¢2
@Z'4€ Z|:d_22_d_z EZ'2€ Zd—Z—Zy—SeZ—216Z+36

simplificamos y se tiene una ecuacién diferencial de coeficientes constantes

dada por:
d’y dy >
4—= —2— —2y=3e%—21¢+36
= 4z y e e+
que es equivalente a
d’y 1dy 1 3, 21,
o2z =l 4 291
it bt M T 26T (2.91)
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Aqui, la ecuacion caracteristica de la ecuacién homogénea es 22— %l — % =0,
cuyas raices son A =1, A = —%, y con estas raices se tiene que el sistema
fundamental de soluciones esta dado por

sfs= {ez,e_%}

3

luego la solucién complementaria respectiva®? es:

Ye(z) = cre* + 6‘267%

Ahora, para determinar la solucién particular de la ecuacién diferencial asocia-
daaf(z) = %ezz — 24—1@Z +4, aplicamos el método de coeficientes indetermina-
dos, segtn el cual asumimos que

yp(z) = Ae* + Bze* +C (2.92)

Aqui, al termino ¢* lo hemos multiplicado por z, pues se repite en el sistema
fundamental de soluciones. Hallando las derivadas de y,(z) se tiene:

y;, (z) = 2Ae* + Bze® + Bé*

Yi(z) = 4Ae* + Bze* +2BeF

Ponemos estas derivadas en (2.91), hacemos las simplificaciones respectivas y
se obtiene:

5 3 1 3 21
A 4B — —C= e 4 g
7 e +2 e 2C 46 1 e+
Para que esta igualdad tenga sentido debe ocurrir que A = 13—0, B= —% y

¢ = —8. Ponemos estas constantes en (2.92) y vemos que la solucién particular

estd dada por
3, 17
yp(z) = 10¢ ‘T izeZ -8

Luego la solucidn general de (2.91) es

: 3 7
y(z) =cre*+cre 2+ Eezz - EzeZ -8

Ahora, para llegar a la solucién de (2.90) hay que pasar a la variable x, haciendo
esto se tiene que dicha solucién es:

X)=c1(2x+3)+ ——+ —(2x+3)"— = (2x+3)In(2x+3) —8

. 2z sz z 2 )
33No olvide que es la solucién de la ecuacién homogénea j—j — 3% — 3y
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= Ejemplo 2.43 Resuelva la ecuacién diferencial:

X%y +xy' +y = sec(Inx), x > 0 (2.93)

Resolucién

Aplicando la transformacion x = ¢, sabemos que

dy _ _.dy P’y [de dy]

x S ar Y oae ¢

4 dt
luego, poniendo estos resultados en (2.93) y haciendo las simplificaciones

respectivas se tiene

d2
d—g +y=sect (2.94)

Aqui, es fdcil ver que el sistema fundamental de soluciones es sfs = {cos(z),sen(z)},
de donde la solucién complementaria estd dada por

Ye = €1 COSt + ¢ sent

Para determinar la solucién particular, aplicamos el método de coeficientes
indeterminados, para lo cual asumimos que la solucion particular es

yp(t) = A(t)cos(t) 4+ B(t)sen(r) (2.93)
donde A(t) y B(t) se determinan partir del sistema

{ A'(t)cos(t) +B'(t)sen(t) = 0
—A'(t)sen(r) + B'(t) cos(t) = sec(t)

Matricialmente es:
cost sent| [A'(t)] [ O
—sent cost| |B'(¢t)| ~ |sect

Aplicando regla de Cramer se tiene:

0 sent
sect cost
A(t)= ———= = A'(t) = —tant = A(t) = Incost
cost sent
—sent cost
y
cost 0
—sent sect
B)=r—— " B(t)=1=B(t) = |

cost sent
—sent Ccost
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Poniendo A(#) y B(t) en (2.95) se obtiene la solucién particular dada por:
yp(t) = costIncost +1sent
Finalmente la solucién particular de (2.94) es:
y(t) = ¢y cost + cp sent +costIncost + 1 sent

Para determinar la solucién de (2.93) hay que regresar a la variable x, asi se
tiene:

y(x) = ¢j cos (Inx) + ¢; sen (Inx) 4 cos (Inx) In (cosInx) + In(x) sen (Inx)

Transformaciones diversas

Hay ecuaciones diferenciales de coeficientes variables que se resuelven
con transformaciones adecuadas, la idea consiste en convertir una ecuacion de
coeficientes variables, en una de coeficientes constantes. A continuacion, se
ilustra esto con algunos ejemplos.

= Ejemplo 2.44 Resuelva la ecuacion diferencial
1
y" 4 (tanx)y’ + (cosx)y = sen(2x) 3 cos(x) €™ +sen(2x)

usando la transformacién z = senx.
Resolucion

Antes de empezar con la resolucién de la ecuacion diferencial, nos fijamos en
la funcién del lado derecho, si expresamos esta funcién en términos del dngulo
X, vemos que:

1
sen(2x) 5 cos(x) €™ +sen(2x) | = sen(x) cos?(x) [¢*™* + 4sen(x)]

Luego, la ecuacién diferencial propuesta es equivalente a
y" + (tanx)y’ + (cos?x)y = sen(x) cos?(x) [*°"* + 4 sen(x)] (2.96)

Procedemos ahora a resolver (2.96). En este caso, tenemos que expresar la
ecuacion diferencial con variable independiente x, en otra ecuacién que esté
en funcidn de la variable z, aplicando la transformacién sugerida

= senx
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Segtn esta transformacion vemos que:

d—Z =cosx, cosx=+V1—2z%, tanx= (2.97)

x -2

A continuacién, expresamos y'(x) y y”(x) en la variable z, para lo cual se tiene

dy dydz dy dy
/ = _—= = 1— 2—: 1— 2
Y @) dx  dzdx Vi-z dz v
" dyl( ) dy( )dx d dy
= =V1-22=(\/1=-7222Z
y () dx dz dz ¢ dz ¢ dz
d’y dy
= (1= _,=2
(1-2 )dzz “dz

Reemplazando las expresiones de y'(x), ¥ (x) y (2.97) en la ecuacién diferen-
cial (2.96) se tiene

(1_Z2)Z_iy ZZ_)Z) (m> /1_Z dy /1_Z2)2y
= z(V1—22)?[e +4

que al simplificar, se convierte en la ecuacion de coeficientes constantes:
d2
) +y=z6+47 (2.98)

El sistema fundamental de soluciones de la ecuaciéon complementaria de (2.98)
estd dado por sfs = {cosz,senz}, de alli que la solucién complementaria sea

)’c(Z) = c1cosz+casenzg

Para determinar la solucién particular de (2.98), aplicamos el método de
coeficientes indeterminados. Si nos fijamos en f(z) = ze® +472%, que es la
funcién de la derecha que aparece en (2.98), es facil darse cuenta de que el
conjunto generador de f y sus derivadas estd dado por G = {ze%,¢%,7%,2,1},
segtin el cual asumimos que la solucién particular*

vp(z) = Aze* + Be* +CZ + Dz +E (2.99)

Derivamos dos veces esta funcion para obtener:

34 Acd hay que tener en cuenta que tanto G y sfs no tienen elementos comunes.
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yp(2) = Aze* + (A + B)e* +2cz+D
yy(z) = Aze* + (2A + B)e* +2C

Ponemos ahora y,(z), y,(z) y ¥, (z) en (2.98), hacemos las simplificaciones
y llegamos a la expresion:

2Az6° + (2A +2B)é* + cz> + Dz 4 2C + E = z¢* + 477

Para que esta igualdad sea cierta, los coeficientes deben satisfacer el sistema:

24 =1

2A4+2B=0

Cc=14 . Resolviendo este sistema se obtiene A = %, B = —%,
D=0

2C+E=0

C=4,D =0y E = —8. Ponemos estos valores en (2.99) y se obtiene que la
solucién particular estd dada por:

1 1
yp(z) = EzeZ - Eez +477 -8

Con estos resultados, la solucién general de (2.98) estd dada por

1 1
y(z) =cjcosz+casenz+ Ezez - Eez +47% -8

Ahora, para llegar a la solucién de (2.96), volvemos a la variable x, para lo
cual usamos la transformacién y sus equivalencias en (2.97), asi tenemos que
la solucién general de la ecuacion diferencial dada al inicio es:

1 1
¥(x) = ¢ cos (senx) + ¢ sen (senx) + 5 sen (x) e — Eesenx +4sen’(x) — 8

s Ejemplo 2.45 Dada la ecuacién diferencial:
2
(2 D)2 £ 2x (2 + 1)y +dy = l—xz “l<x<1 (2.100)
—Xx

Usando la transformacién x = tan#, demuestre que la ecuacion se convierte en
una de coeficientes constantes, luego halle su solucién

Resolucién
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En primer lugar, hay que expresar y'(x) y y”(x) en términos de la variable ¢
via la transformacién indicada. En efecto:

dy(x) 1 dy 1 dy 5, dy
/
frd = —_—— — = t —_
Y@ dx drdr  sec’(r) dr cos™() dt
y

" 1 dy’(x) 1 d 2,4y

= _— [ —— t —_
Y dedy sec2(t) dt cos™(r) dt

2 2 d?y
= cos“(t) |cos (t)ﬁ—Zsen(t)cos(t)
dy dy
_ 4 3
= cos (t)ﬁ—Zsen(t)cos (t)E

Reemplazando estas expresiones y la transformacién indicada en (2.100) se

tiene: ,
d<y

la cual es una ecuacién diferencial de coeficientes constantes. A continuacién
procedemos a resolver (2.101). Acé tenemos que la ecuacién caracteristica
de la ecuacién complementaria de (2.101) es: A2 +4 = 0, cuyas raices son
A = +£2i. Con estas raices las soluciones 1.i de la ecuacién homogénea son:

yi(t) =cos(2t) y y2(t) =sen(2r)
Luego el sistema fundamental de soluciones es:
sfs = {cos(2¢),sen(2¢)}
y con esto la soluciéon complementaria es dada por:
Ye(t) = ¢y cos(2t) + cpsen(2t) (2.102)
Ahora, para determinar la solucién particular nos fijamos en el ejemplo 2.28,

siguiendo el mismo procedimiento® y usando (2.55), la solucién particular
esta dada por’°:

1
() =— 1 cos(2¢)In|sec(2t) + tan2z|

35En dicho ejemplo se aplicé el método de variacién de parametros
BAcia=2yB=1.
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Luego la solucién general de (2.101) estd dada por
1
y(t) = c1cos(2t) 4+ cp sen(2t) — y cos(2¢)In|sec(2t) 4 tan2¢|

Pero para tener la solucién de (2.100) tenemos que regresar®’ a la variable x,
asf la solucién general de la ecuacion propuesta es:

) 1—)62Jr2 X 11—x2 14+x
xX)=c c - = n
Y T2 TT2 T AT T
n
s Ejemplo 2.46 Dada la ecuacién
3. 2./ 2
2x°y" 4+ 3x7y +2y = 2tan % , x>0 (2.103)

Aplicando la transformacién x = tlz convierta (2.103) en una ecuacién diferen-

cial de coeficientes constantes, luego de alli determine su solucidn.
Resolucion
Con la transformacion que se nos sugiere se tiene:

x:—:}x :—, X = — _—_—_=——
2 4 oY ar 3

37La transformacién que hemos empleado aqui es:
X = tant
donde —1 < x < 1. Segtin esta transformacion se tiene que:

al cos(t) = !
+1 Y ‘ 2 +1

sen(r) =

Luego
2x

x2+1

> 2 1—x?
cos(2r) = cos”(t) —sen” (1) = e
X

sen(2t) = 2sent cost =

1+x?
1—x2
sen(2t)  2x
cos(2r)  1—-x2

sec(2t) =

tan(2r) =
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Luego, usando estas equivalencias expresamos las derivadas de y en la nueva
variable ¢, asi tenemos:

dy _ldy rdy

! — [ _
Y=o LT 2dr
t
y
d 1 dy'(x) d [ £dy
" _ 4y _ __bra) ray
Y = ) &gy 2di | 2 ar
£l .d 2
4 |Tdt  dr?

Usando la transformacién y las derivadas de y en la nueva variable ¢, la
ecuacion diferencial se convierte en:

d2y+4 = 4tan(2t) (2.104)
a2 T ‘

Como podemos ver, con la transformacién indicada la ecuacién diferencial de
coeficientes variables propuesta en este problema, se ha convertido en una de
coeficientes constantes, facil de resolver. El proceso de resolucién de (2.104)
es similar al de los ejemplos 2.28 y 2.45; de esta manera, no hacemos mas
esfuerzos y ponemos los resultados mds relevantes. Asf tenemos que el sistema
fundamental de soluciones y la solucién complementaria son respectivamente

sfs{cos(2t),sen(2t)} y
Ye(t) = ¢y cos(2t) + casen(2t)
Asimismo, la solucién particular®® de acuerdo a (2.55) estd dada por®*:
yp(t) = —cos(2t)In|sec(2r) —tan(2t)]
Luego, la solucion general de la ecuacion diferencial (2.104) es
y(t) = ¢ cos(2t) + cp sen(2t) — cos(2¢) In| sec(2t) — tan(27)|

Ahora, para llegar a la solucién de (2.103) simplemente hay que pasar a la

variable x, obteniendo asi:
(x)=cjcos 2 +casen 2 —cos 2 In [sec 2 —tan 2
P V) T VA Vi Vi NG
n

38Si se quiere hacer todo el proceso, esto se hace aplicando el método de variacién de pardmetros
VAquia=2yB =4
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= Ejemplo 2.47 Resuelva la ecuacion diferencial

x(1=x2)y" —x% +xy=V1-x2, x€(0,1) (2.105)
aplicando la transformacién x = cos?.
Resolucién

Como en los ejemplos anteriores, expresamos y'(x) y ¥”(x) en la variable ¢
segun la transformacién sugerida. Veamos:

dy_ ldy__ 1 dy——csctdy

dx_‘é—);dt_ sent dt dt
luego
Py dy(x) 1dy(x) 1 d dy 2 [dPy dy
— = = =——  — |—csct— | =csc’t | —= —cott—
& dx L dr sentdi | Tar | TS a2 M 4

poniendo estas derivadas en la ecuacién diferencial (2.105) se obtiene la
ecuacion diferencial de coeficientes constantes
2
% +y = tant (2.106)
Coémo podemos ver, la ecuacién (2.106) es similar a la de los ejemplo 2.28, y a
los dos ejemplos anteriores, por lo que ponemos los resultados mas relevantes,
asi tenemos que el sistema fundamental de la ecuacién complementaria esta

dado por sfs = {cost, sent} y su solucién complementaria por
Ye(t) = ¢y cost +cpsent (2.107)

La solucién particular se obtiene aplicando variacién de parametros y usando*”
directamente (2.55) vemos que ésta es:

yp(t) = —costIn(sect +tant)
Luego la solucién general de (2.106) es:
¥(t) = c1cost +casent —costIn(secr +tant)

Finalmente, para llegar a la solucién de (2.105) expresamos la solucién anterior
en la variable*! x y se tiene:

14++v1—x2
y(x) =cix+cvV 1 —x2—xIn (%)

OAacia=1yp=1.

#Como x = cos(t), 0 < x < 1, entonces sen(t) = v'1 —xZ, sec(r) = L y tan(r) = ’

1—x
X
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Casos especiales

A continuacién resolvemos algunas ecuaciones diferenciales con coeficien-
tes variables, en las cuales adaptamos algunas técnicas ya estudiadas.

= Ejemplo 2.48 Halle el sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
diferencial

By 62y F (P 4 I8)Y 2P+ 12)y =0, x£0  (2.108)

teniendo en cuenta que una de sus soluciones es de la forma y;(x) = x".
Finalmente halle la solucién general.

Resolucién

Se nos propone la solucién de la forma y; (x) = x", reemplazando en (2.108)
se tiene

n(n—1)(n—2)x"3x> —6n(n—1)x*x" 2+ nx(:® + 18)x" ' —2(x* 4+ 12)x" =0
de donde:
n(n—1)(n—2)x" —6n(n—1)x" +n(x> +18)x" —2(x* + 12)x" =0
simplificando mas se llega a la expresion
X [(n=2)x*+(n—2)(n—3)(n—4)] =0

luego
(n—2)x>+ (n—2)(n—3)(n—4) =0, ¥x#0

Aqui, la igualdad es consistente para n = 2, de esta manera la primera solucién
de (2.108) es
yifx) =
Para determinar las otras soluciones, aplicamos la reduccién de orden explica-
do en esta seccién, asumiendo en este caso que la siguiente solucién de (2.108)
es de la forma:
y(x) = x*v(x) (2.109)

Efectuando las derivadas se tiene:
V' (x) = 2xv 4+ x2/

y'(x) = 2v+4x +x3
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y///(x) — 6\/ + 6xv// +x2v///

Poniendo estas derivadas en (2.108) y simplificando se obtiene:

v dv
3 _— — =
* {d}@ + dx} 0

como x # 0, entonces

v dv

dx3 + dx
Como se observa, la ecuacién (2.110) es una ecuacién diferencial de coefi-
cientes constantes, cuya ecuacién caracteristica es 2> + A = 0; procedemos
a determinar sus raices, y éstas son A =0y A = =+i. Segiin estds raices, las
soluciones correspondientes de (2.110) son v =v;(x) = 1, v = vp(x) = cos(x)
y v = v3(x) = sen(x). Ponemos estas funciones en (2.109) y resulta que las
soluciones de(2.108) son:

0 (2.110)

yi(x) =22, ya(x) = x*cos(x), y3(x) = x* sen(x)

Estas soluciones son linealmente independientes, por lo cual el sistema funda-
mental de soluciones de (2.108) es:

sfs = {x* x*cos(x),x*sen(x)}
luego la solucidn general de la ecuacion diferencial propuesta es:

y(x) = 1% + cox cos(x) + c3x? sen(x)

s Ejemplo 2.49 Dada la ecuacién diferencial:
Y'+p(x)y +4q(x)y =0 (2.111)
1. Demuestre que (2.111) se transforma en la ecuacién u” + f(x)u = 0,
haciendo y = u(x)v(x) y escogiendo v apropiadamente.

2. Aplique el procedimiento del item anterior para resolver la ecuacion

Y +dxy +(3+4x})y=0

Resolucién
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1. Si hacemos y = u(x)v(x) como se nos sugiere, entonces
Y = (x)v(x)+u(x)V'(x) y ¥ (x) =" (x)v(x)+2u (x)V' (x) +u(x)V" (x)
Con estos resultados la ecuacion (2.111) se transforma en
W’ (x)v(x) +2u' () (x) +u(x)V'(x)  +  pO)[u (x)v(x) + u(x)v'(x)]
+ g@ux)v(x)=0
Aqui dividimos por v y agrupamos convenientemente para obtener:

(25 o (S vt e
(2.112)

Hacemos

Para conseguir lo que se nos pide, debe acontecer que g(x) = 0, resol-
viendo esto se tiene

de donde vemos que
1 .
Inv(x) = ) /p(x)dx =v(x) = e~/ Pl
tomando luego
p(x) = e 2/ P (2.113)
se tiene g(x) = 0, y asf (2.112) se convierte en
W'+ f(x)u=0
2. Ahora, para resolver la ecuacién diferencial
Y/ +4xy' + (3+4x%)y =0

con el procedimiento que acabamos de demostrar, tenemos que encontrar
v(x). En la ecuaci6n diferencial se tiene que p(x) = 4x, luego con (2.113)
encontramos que

v(x) _ e—%f4xdx _ e—xz
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Si hacemos 2
y(x) =u(x)e™ (2.114)

se obtiene, g(x) =0y f(x) = 1. Luego, la ecuacién diferencial se trans-
forma en
W' +u=0

cuya solucién es u(x) = ¢y cos(x) + ¢ sen(x). Reemplazando esto en
(2.114), 1a solucién de la ecuacidn diferencial es:

y(x) = [¢1 cos(x) +ca sen(x)]e
= Ejemplo 2.50 Resuelva la ecuacién diferencial

Y4202 +2=0 (2.115)
aplicando alguna sustitucién apropiada.

Resolucién
La ecuacién diferencial (2.115) no es lineal, sin embargo puede resolverse con
alguna sustitucion apropiada. Intentaremos la sustitucion
=Yy
Con esto, vemos que (2.115) se convierte en

27 +2242=0

la cual es una ecuacién diferencial de primer orden de variables separables;

equivalente a
dz

dx
de cuya integracién se obtiene:

=-2(+1)

arctanz = ¢y — 2x

de donde vemos que y' = z = tan(cy — 2x). Integramos nuevamente y resulta
que la solucién de (2.115) esta dada por la funcién:

1
y(x)=cr— 5 In|sec(c; — 2x)|



2.4 Ecuaciones diferenciales especiales con coeficientes variables Q7

= Ejemplo 2.51 Resuelva la ecuacién diferencial

2
ey o y=0 0,4
Yty TR ; X € (0, +o0)

. -2 1r2
aplicando la transformacién u(x) = yez 4.
Resolucién

. . 12 .
Se sugiere la transformacién®? u(x) = ye2 J%dxdesarrollando la integral se
tiene
u(x) = xy

De donde es ficil ver que y = %, derivando esto se obtiene:

dy ldu 1 d’y 2 2du 1d%u

dx xdx 2 Y a2 @' FPdx ' xd?

Ponemos estos resultados en la ecuacién diferencial, y esta se convierte en la
nueva ecuacion
( +1)2d2“ 2u=0 (2.116)
X — —2u= .
dx?

Si aqui hacemos nuevamente la transformacion x + 1 = €%, vemos que

dz 2 dz

du _ du d*u oy d’u  du
—=e y — =e
dx dz dz?

Ponemos estos resultados en (2.116) y llegamos a la nueva ecuacion diferencial

d*u  du
— = — —2u=0
a2 dz

cuya ecuacion caracteristica y sistema fundamental de soluciones son respecti-
vamente: A2 —4 —2 =0y sfs = {e¥,e*}.
Asf la solucién general en la variable z es
— 2z -z
u=cie-+cre

y en la variable x sera:

C

.z 1
42En este caso la transformacién en forma general es de la forma u(x) = ye?  p(x)dx
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Finalmente la solucién general de la ecuacidn diferencial planteada al inicio
es:
(et 1)? 1
Y = X + czx(er 1)

s Ejemplo 2.52 Dada la ecuacién diferencial:

y" +sen (%) y/—l—%sen2 (;—6) cos (%)yzo 2.117)
(a) Determine la funcién 6 (x) con la cual la transformacién
y = zel O (2.118)
convierte a la ecuacién diferencial (2.117) en
7 +ax)z=0

(b) Halle la solucioén total de

1 X - X
y" +sen (%) y + 3 sen’ (2) cos (%C) — e3ecos(3) (2.119)
Resolucién

(a) Derivando respecto de x la igualdad (2.118), se tiene

y/ = Z/efﬂ(x)dx 170 (x)efe(x)dx
= [Z/ + G(X)Z]efe(x)dx
Y= [ E00) +20 (0] (O 4 0 (x)[ + 0(x)2fe! O

[Z// +26()C)Z/ + GZ(X)Z-F 9/()6)4 efe(x)dx

Ponemos las expresiones de y, ¥ € y” en (2.117) para obtener:
[Z// +29()C)Z/ + 62()6)2-1- 9/(X)Z] efe(x)dx+ [Z/ + G(X)Z]efe(x)dx sen (%)

+% sen’ (;—C) cos (%) zel Od —

En esto ultimo cancelamos la exponencial, agrupamos términos, y se
tiene:

7+ {29(x)+sen<§)}z’

+ {9’(x) + 6%(x) +sen (%) 0(x) —|—%sen2 (2) cos (5)} z=0
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Como la transformacion indicada debe convertir (2.117) en una ecuacién
diferencial** que carece de 7/, entonces debe acontecer que

20/(x) +sen (g) —0 (2.120)

luego, haciendo

a(x) = 0'(x) + 6%(x) +sen (%) 0(x)+ % sen’ (z) cos (%) (2.121)

se obtiene la ecuacién diferencial 7’ + a(x)z = 0.
Resolviendo (2.120) se tiene que

0(x)= —%sen ()_ZC)

Al reemplazar esta expresion en (2.121) se obtiene:

1 1 1
) = —jen(3) s e ()= ()
rgsen? () eos ()
—sen” | — -
2 4 2
! (x) 1sen2 (x)+ 1sen2 (x)cos(x)
= ——=cos|<)—~— = = — =
4 2 4 2 2 4 2

1 1 11—cos(3
Lo (3) et (2) 4 1 s (1)

4°%\3) 73 2) T2 2
o 1 z.x 1 2()6)

- g (2) 4% 2
o

- g

Con estos resultados nos queda la ecuacidn diferencial:

1
Z”—ZZZO

cuya solucion es:
X
2

z2(x) =cre”? +cae

43La ecuacién diferencial a la que se pretende llegar, es de la forma:

7' +a(x)z=0
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(b)

Como ya disponemos de z(x), volvemos nuevamente a la transformacion
para determinar y(x), asi tenemos:

yx) = z(x)el O@dx = {clef% +C26%} ol —Bsen(3)dx
- {clef% +0265} eos(3)
Por lo tanto la solucion de (2.117) es:
y(x) = {cleff —&—cze%} ecos(3) (2.122)

En este caso, la solucion de (2.117) se convierte en la solucién comple-
mentaria de (2.119), es decir:

Yel(x) = [Qe’% +02eﬂ os(3)

Aqui es facil ver que el sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
complementaria asociada a (2.119) es:

sfs= {ecos(%)f%,ecos(%)%}

Con esto, asumimos que la solucién particular** de (2.119) estd dada
por:
yp(x) :A(x)ecos(f)_% +B(x)e°°s(%)+% (2.123)
donde A(x) y B(x) se determinan a partir del sistema:
A/(x)ecos(%)—g +B/(x)ecos(’§‘)+% -0
Al(x) L [6005(%)*%} +B(x)4L {6008(%)*7} — 7 (%)

Ponemos® f(x) = ecos(3)+3 y se tiene:

{A/(x)ecos(f)erBl(x)

e
I+seny —% l1-sen% | «x x x x
—A/(x) {_2 &0 7) ) —i—B/(x) 7} 3 TCOs5 — p3Fcos 3

X
cancelamos e 2

A'(x)e”2 +B'(x)ez =0 .
~A'(x) (1+sen%)e”2 +B'(x) (1 —sen)e? = 2e2

44 Aqui aplicamos el método de variacién de parametros.
45Es la funcién que aparece a la derecha de (2.119).
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agrupamos convenientemente en la segunda ecuacién

A'(x)e"2 + B (x)e?
—A'(x)e"3 4+ B'(x)e

0
- {A'(x)e_% JrB'(x)eﬂ sens = 2e

X
2

Bl=

=0 por la primera ecuacién

Finalmente nos queda el sistema:

A(x)e” 2 +B'(x)e? =0
—A'(x)e"% 4+ B'(x)e? = 2e2

En este ultimo sistema aplicamos la regla de Cramer y tenemos:

0 e?
27 e3
Al(x) = 7 —=e¢ "= Ax)=—¢"
e 2 e2
X X
—e 2 e2
y X
e 2 0
X X
—e 2 2e2
B'(x) = < — =1=B(x)=x
e 2 ez
X X
—e 2 e2

Ponemos estos resultados en (2.123) y se tiene:
yp(x) = —execos(f)_% _’_xecos(%)-k%
arreglamos esto y se tiene que la solucién particular esta dada por la

funcién . R
Yp(x) = (x— 1)e2 ez

Juntamos la solucién complementaria y la solucién particular para obte-
ner finalmente la solucién general de (2.119) dada por

y(x) = [cleff +Czeﬂ ecoS(%) +(x— ])e§+cos§

= Ejemplo 2.53 Dada la ecuacion diferencial de coeficientes variables

Y+ px)y +q(x)y=0 (2.124)
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(a) Aplicando la transformacion z = ¢ (x), determine la ecuaci6n diferencial
en la variable z.

(b) Imponga condiciones para ¢ (x) con las cuales la ecuacién diferencial
encontrada en (a) tenga solucion.

(c) Aplique los resultados de (a) y (b) para resolver la ecuacién diferencial

sen(x)y” + (3sen®x — cosx) y +2sen’(x)y = 0, x € (0,7) (2.125)
Resolucién

(a) Para determinar la ecuacién diferencial en la variable z hay que expresar
y'(x) e y"(x) en funcién de la variable z, para esto procedemos de la
siguiente manera. Como z = ¢ (x), entonces aplicando regla de la cadena

se tiene:
V) = dy dy dz dz dy
dx  dxdz dxdz
dy
= Z/d_z’ donde 7/ = ¢’ (x)

en forma similar

ay _dydz_dzd

1" _
Y (x) T dx  dxdz dxdz (x)]

A ] [dedy

dz |” dz dz dz = dZ?

[dz drdy ,@] B ,[dz/ 1 dy ,d_zy]

dzdrdz  CdZ dxLdz " d?

ldy ,d% d’
N B My
= [Zz'dz+ ) } donde — = ¢"(x) =z
dy 2 d%y
_ 4y
= z dZ+(z) yE
Por lo tanto
dy dy d?y
/ _ /_ " — //_ /2_
YW =75 e =T+

Luego ponemos estas equivalencias de y'(x) e y”(x) en (2.124) para
obtener lo siguiente:

Z”d—y + (@) =5 +rk) {Z’Z—ﬂ +q(x)y=0
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agrupamos esto convenientemente y se obtiene:

d?y dy
N2 " / -7 —
(Z)E;"%& +zp@DdZ+q@bf 0
de donde
d’y Z'+Zp(x)dy  q(x)
—5 + —+ =0
2 @) d @)
o también
d’y dy 7"+ p7 q
—_— P— 0, P —_— =— (2.126
d 2 + + Qy con ( ) (Z/)z y Q(Z) (Z/)z ( )

(b) Para que la ecuacién diferencial (2.126) sea resoluble, debemos procurar
que esta sea de coeficientes constantes, asi podemos establecer los
siguientes casos:

e Primero, podemos suponer que Q(z) es constante, es decir: Q(z) =

%)z = ¢ (c es constante), con esto se tiene que 7' = + ( ) , de

i/@dx

donde
El método tendria éxito si al escoger apropiadamente z se tiene
que P(z) también es constante.

e Segundo, podemos suponer que P(z) es constante, es decir: P(z) =

1 ]
z (;)’;Z = ¢ (c es constante), con esto se tiene que resolver la ecua-

cién diferencial
2"+ ()7 = (@)

la cual es no lineal y probablemente muy complicada de resolver;
en cambio si tomamos ¢ = 0, entonces nos quedaria

'+px)d =0

de donde Z7N = —p(x). Integrando esto se obtiene Inz’ = — [ p(x)dx,
y de aqui vemos que 7 = e~/ P4 que al integrar nuevamente se

tiene
7= / X)dx gy

Nuevamente aqui habria éxito si Q(z) fuera constante.
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(c) Antes de proceder a resolver la ecuacion diferencial (2.125), dividimos
esta por senx y se obtiene la ecuacion equivalente

3 2
r o OO sen?(x)y =0 (2.127)
senx
Aplicamos en (2.127) la transformacién z = ¢ (x) como en la parte (a),
con cuyos resultados vemos que (2.127) se convierte en
d*y
_2 +

2. 2
d " M} 220 o 2128
Z

1
@7 [Z @7
donde P(z) = (T>Z { "+ 3%‘16"% ’} y 0(z) = 2%? Si hacemos

2
que Q(z) sea constante e igual a 2, nos queda 2> 7 () 2, de don-

@)

de (z’)2 = sen’x, y de aqui 7 = +senx y z = F cosx. Poniendo estos
resultados en (2.128) se tiene

d2y

R 3sen®x —cosx
dz?2  sen’x

{i Ccosx+
senx

(£ senx)} Yy +2y=0

Con cualquiera de los dos signos vemos que nos queda
2y
a2

Nos evitamos confusién y simplemente escogemos Z = COSX, y con

:|:3y +2y=0

esto la ecuacién diferencial correspondiente es —3y +2y =0, cuya
solucién es
¥(z) = c1* 4 cre®

y como estamos tomando z = cosx, entonces la solucién final*® de
(2.125) es

COSX 2cosx

y(x) = 1€+ cpe

2.5 Caso especial de ecuaciones diferenciales no homo-
géneas

Un caso especial que no debemos dejar pasar sin tratarlo, es el de ecua-
ciones diferenciales (2.19) donde la funcién f(x) estd definida por partes*’

46Se obtiene el mismo resultado si tomamos z = — cosx.
4TEste caso sera tratado mas adelante con transformada de Laplace
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explicamos este caso en los siguientes ejemplos con ecuaciones faciles de
manipular, de tal manera que el lector tenga la idea de como poder afrontar
este tipo de problemas.

» Ejemplo 2.54 Halle la solucién de la ecuacion diferencial

Yy =2y = f(x)

x, x <0
dondef(x){ L x>0

Resolucion

Aqui, es facil ver que el sistema fundamental de soluciones es s fs = {e", e’z"}.
Para determinar la solucién de la ecuacién dada, nos fijamos en el dominio de
[, asi vemos que se tiene dos casos: x < 0 y x > 0; segtin los cuales trabajamos
la ecuacién diferencial independientemente. Veamos

Cuando x < 0, nos queda la ecuacion diferencial
Y +y —2y=x (2.129)

cuya solucién complementaria es y.1 (x) = c1e* 4 coe~%*. Si procedemos con el
método de coeficientes indeterminados, su solucién particular es de la forma?*®
¥p1(x) = Ax+ B, que al reemplazar en (2.129) resulta A = —% yB= —}‘, por

lo que nos queda la solucién particular

1 1
yp1(x) = 2t
Asi, con estos resultados se tiene que la solucién de (2.129) es
_ 1 1
y(x) =cre* + e — g x< 0

En forma similar, cuando x > 0, nos queda la ecuacién diferencial
Y+y —2y=1 (2.130)

cuya solucién complementaria es yq (x) = cze* + cse~ X, Procediendo con el
método de coeficientes indeterminados, su solucién particular es de la forma
yp2(x) = C, que al reemplazar en (2.130) resulta C = —%, por lo que en este
caso nos queda la solucién particular

1

ypa(x) = )

“8El conjunto generador en este caso es G = {x,1}.
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Luego tenemos que la solucién de (2.130) estd dada por
X —2x 1
y(x) = c3e* +cqe *E,XZO

Con estos dos resultados, la solucién de la ecuacion diferencial propuesta

€s:

cref +cre ¥ — %x— J—U x<0

y(x) = (2.131)
c3e +cae H — %, x>0
Aqui en (2.131) vemos cuatro pardmetros o constantes, de los cuales debemos
depurar dos; es decir, la solucion general de la ecuacidn diferencial propuesta
debe contener solo dos parametros. Para reducir los pardmetros debemos
considerar el hecho de que la funcién y(x) debe ser dos veces derivable*’
en todo R, y esto, implica que tanto y como y’ deben ser continuas en R, en
particular en x = 0. Asf se tiene que y(0~) = y(0T) y y'(07) =y/(0™).
En (2.131) desarrollamos y(0~) = y(0™) para obtener:

1 1
Q+Q*Z:Q+M*§

de donde

Ccl1+Cy—Cc3—C4=— (2.132)

1
4

c1ef —2cre

— %, x<0
Derivamos y(x) en (2.131) para obtener: y'(x) =
c3et — 204e’2x, x>0
aqui aplicamos )'(07) = y'(0") y se tiene que ¢; —2c; — § = c3 — 2¢4, de
donde se obtiene:
c1—2cp—c3+2c4 = % (2.133)

Restando (2.133) de (2.132) se obtiene ¢y — ¢4 = —%, y con esto vemos
que ¢4 = ¢y + %. Asi mismo, si multiplicamos por 2 a (2.132) y sumamos
con (2.133) resulta que ¢3 = c1. Con estos dos resultados en (2.131) vemos
finalmente que la solucién general® de la ecuacion diferencial propuesta esta
dada por la funcién

cle"—|—cze’2x—%x—%, x<0

y(x) =
1 +cre ¥ — % + }Te_zx, x>0

“Para que satisfaga la ecuacién diferencial de segundo orden, debe ser dos veces derivable.
50Para determinar ¢, ¢, se debe imponer condiciones iniciales o de frontera a la ecuacién
diferencial.
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Si imponemos las condiciones y(0) = y'(0) la solucién serfa®':

1 1 ,—2x 1 1
§€x—ﬁ€ —zx—z,x<0

X)) =
v levple 1 x>0
3 6 »x=

= Ejemplo 2.55 Halle la solucion general de la ecuacién diferencial

Yy =2y +2y=f(x), x€R (2.134)
0O, x<m
donde f(x) =
e, x>nm
Resolucién

A diferencia del ejemplo anterior, este lo vamos a resolver aplicando el método
de variacién de parametros. En primer lugar, el sistema fundamental de solucio-
nes y la solucién complementaria son respectivamente s f's = {e* cosx, e*senx}
Y Ye(x) = c1e* cosx+ cpe" senx. La solucion particular lo asumimos de la for-
ma:

yp(x) =A1(x)e’ cosx+As(x)e" senx (2.135)

donde A; (x) y Ax(x) se determinan a partir del sistema de ecuaciones?:

Al (x)e* cosx+ Al (x)e*senx =0
A’ (x)[e* cosx — e senx] + A} (x)[e* senx + e* cos(x)] = f(x)
Este sistema es equivalente a

A’ (x) cosx+A)(x)senx =0

A’ (x)[cosx — senx] 4+ A} (x)[senx + cos(x)] = %

que expresado con matrices se convierte es:

cosx senx Alx)] [0
COSX — senx senx+cosx} [Alz(x) - % (2.136)

51Pedimos al lector haga esta comprobacién
2Vea (2.50)
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Aqui aplicamos regla de Cramer y se tiene lo siguiente:

0 senx
f&x)
= senx -+ cosx senx
Al () = — =)
CoSX senx er
COosx—senx senx-+Ccosx
de donde
X senz
X senz —(n70dz,x<7r
M) = - [ =Efdz=
& — [y SEetdz, x> 1
0,x<m

l+cosx,x>nm

En forma similar se tiene que

cosx 0
, COSX — senx %x) COSX
Ay (x) = =—f(x
CoSXx senx e
COSXx —Ssenx senx- cosx
de donde
"X COSZ
¥ cosz 2 0dz, x<m
M) = | =ZEf@dz=
T X COSZ 7
Jptetetdz, x>
0, x<m
senx, x > T

Ponemos A (x) y A2(x) que acabamos de encontrar en (2.135) para obtener:

0, x<m 0, x<m
yp(x) = cos(x) + sen(x)
l+cosx,x>m senx, x > T

y de esta manera la solucion particular es:

0, x<m

)’p(x) =
l4+cosx,x>m
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Como ya disponemos de la solucién complementaria y solucién particular,
entonces la solucién general de (2.134) es:

0,x<m
y(x) =cre*cosx+cret senx +
l4cosx,x>m

o también

ciefcosx+cretsenx, x < T

y(x) =
ciefcosx+crefsenx+14cosx, x> 7

EJERCICIOS PROPUESTOS 2

1.

2.

Determine el sistema fundamental de soluciones y la solucién general
de 2xy” +y +y =0, si una de sus soluciones es y; (x) = sen(v/2x).
Dada la ecuacidn diferencial:

g(x)y" —a(x) <x+ %) Y +a(x)y=0

demuestre que ¢(x) = mx+k es solucién, donde m y k son nimeros
reales.

. Dada la ecuacidn diferencial

Pa—1)y" —x(x—2)y +(x—2)y=0, x> 1

a) Demuestre que yj(x) = x es solucién de la ecuacién diferencial.
b) Encuentre la segunda solucién fundamental, luego la solucién
general.

. Dada la ecuacion diferencial

x?tan(x)y” —x(2tan(x) +xsec?(x))y 4 (2tan(x) +-xsec?(x))y =0, x € <0, §>

a) Demuestre que y;(x) = x es solucién de la ecuacién diferencial.
b) Encuentre la segunda solucién fundamental, luego la solucién
general.

. Dada la ecuacién diferencial

K(x*—4)y +8xy —8y=0,0<x<2
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10.

11.

12.

13.

a) Demuestre que y1(x) = x es solucién de la ecuacion diferencial.
b) Encuentre la segunda solucién fundamental, luego la solucién
general.

. Determine el sistema fundamental de soluciones y la solucién general

de
(2x+ 1)y +y +4y=0,2x+1>0

si una de sus soluciones es yj(x) = cos(2v/2x+ 1).

. Resuelva la ecuacién diferencial y” + (1+1¢)y’ —2y =0, si una de sus

soluciones es de la forma y; (t) = at®> + bt +c.

. Halle el sistema fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial

xy" +4(x—1)y' —4y =0, x > 0, si una de las soluciones es de la forma
yi(x) =ax+b.

. Halle el sistema fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial

¥y + (x 1)y/ —4y =0, x > 0, si una de las soluciones es de la forma
y1(x) = ax®> + bx+c.
Dada la ecuacién diferencial (x* 4+ 1)y + (x —2vx2 + 1)y +y =0
a) Halle la solucién general, si una de sus soluciones fundamentales
es de la formay (x) = ax + bvx2 + 1.
b) A partir de la solucién general, halle aquella funcién que satisface
las condiciones y(0) =1y y'(0) = 1.
Dada la ecuacién diferencial y” — 2(tanhz)y’ + (1 - ﬁ) y=0
a) Halle la solucién general, si una de sus soluciones fundamentales
es y1(x) = cosht.
b) A partir de la solucién general, halle aquella funcién que satisface
las condiciones y(0) = =2y y'(0) = 0.
Halle el sistema fundamental de soluciones y la solucién general de las
ecuaciones:
a) yW 43y —4y =0

b) y© + 14y 449y 436y =0

) y© 12y 148y + 64y =0

d) y(4) 4y”’+8y”—8y +4y=0

e) y(0 — 6y< ) 424y — 56y + 96y" — 96y + 64y =0
1) YO —4y0®) — ey 432" 4y — 60y’ 4 36y =0

9 yYW-2y"+y=0

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) yW —3y" —4y = 500t sen(t)
b) y® +10y" +9y = 9t + 100ze!
¢) ¥ =2y + 10y = 108¢¢' sen(3r)
d) yW " — 2y = 24x% — 54xe"
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e) " =3y +3y —y =x3 — 60x%e*
)y —2y" 4y = senh(x)

) el\

QY —dy=
h) y' —2y' 42y = e*tanx
14. Para determinar la solucién particular de las siguientes ecuaciones dife-
renciales, plantee correctamente dicha solucion, si el método a aplicar
es el de coeficientes indeterminados.
a) y" =2y +4y = xe* cos(v/3x) + x°
b) y© +48y(*) +768y" + 4096y = xsen(4x)
¢) y(© —3y5) 15y 135y 1.90y" — 108y —216y = x> e 2 +xe>* +
senx
d) y(S) . 2y(4) +y/// _ XZex +X3
15. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales con las condiciones
dadas
a) y'+2y +y=0,y(-1)=y(0)=0
b) y' —y=x+senx,y(0)=2,y(0)=3
) Y +4y = 16sec®(2x), y(0) = =2, y'(0) = 1
d) ¥yy" =x+1,y(0) =1,y (0) =1 (sugerencia: haga z = ')
e) 2y" =3y?, y(0) = 1,y'(0) = —1 (sugerencia: haga z = y')
f) 6" +%6=0,60(0)=0, 6'(0) = ay (oscilacién del péndulo)
g) y/l/+y// :x_"_efx’ y(o) — ]’ yl(o) — O, y//(O) — ]
)y —y=5,y(0)=y(0) = y"(0) = y"(0) =0
16. Dada la ecuacién diferencial y(*) —y"” —y" —y/ —2y = 8x°
a) Halle el sistema fundamental de soluciones, la solucién particular
y solucién general.
b) Halle la solucién que satisface y(0) = y'(0) =y”(0) =y"(0) = 0.
17. Dada la ecuacién diferencial (x> 4 1)y” 4+ 2xy’ — 2y = x
a) Halle el sistema fundamental de soluciones, si una de sus solucio-
nes de la ecuacién complementaria es y; (x) = x.
b) Encuentre la solucién particular y solucién general.
18. Haga el cambio de variable z =y’ para resolver las siguientes ecuaciones
diferenciales, indique ademads el sistema fundamental de soluciones.
a) x(x—1)y" —(Bx—4)y' =0
b) (x*—4)y" -2y =0
c) (FP+4)y"—2xy' =0
19. Teniendo en cuenta el sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
diferencial del ejercicio 8, resuelva:
a) xy"+4(x—1)y —4y=2,x>0.
b) xy" +4(x—1)y —dy=x?e*, x>0
20. Teniendo en cuenta el sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

diferencial del ejercicio 9, resuelva:

a) X*y"+(x—1)y —4y=2,x>0.

b) X’y +(x—1)y —dy=x,x>0.

Dada la ecuacién diferencial (x> 4 1)y” — 2xy' +2y = (x> +1)?

a) Halle el sistema fundamental de soluciones, si una de sus solucio-
nes fundamentales de la ecuacién complementaria es de la forma’3
yi(x) ="

b) Encuentre la solucién particular y solucién general.

¢) A partir de la solucién general, determine aquella funcién que
satisface las condiciones y(0) = —1y y/(0) = 1.

Determine la solucién de la ecuacién diferencial X°y” 4 2x*y +xy = —1,
x > 0, si una de las soluciones fundamentales de su ecuacién comple-
mentaria es y (x) = cos (%)
Usando el método de los Operadores inversos, encuentre la solucién
general de cada ecuacion.

a) (D*-D)y=1 b) (D*>—2D+1)y=¢".
¢) (D> +3D+2)y=e"—e* d) (D*—1)y=2x*-3x+1.
e) (D*+D)y=4x>—2e¥ f) (D*+2D+1)y=x*¢"+1.

g) (D*—4D+4)y=e*sen3x h) (D’—D)y=1+x.

Si ¢(D) es un operador polinémico en D con coeficientes constantes,
y m es cualquier constante, muestre que ¢ (D)e™ = ¢ (m)e™. Luego,
muestre que una solucién de ¢ (D)y =0 es y = "™, donde m puede tomar
valores que satisfacen ¢(m) = 0. Note que ¢(m) = 0 es la ecuacién
auxiliar.

Si a y b son constantes y yi, y» son funciones apropiadas de x, muestre
que

1 1 1
W(ayl +byy) = am)’l +bmyz

Esto demuestra que ﬁ es un operador lineal.

Muestre que si se omiten constantes arbitrarias

1 mx_;emx m

Asi, evalie ¢** y obtenga la solucién general de

1
D2-2D-3

(D* —2D —3)y = ™.

33 Tiene que determinar el valor de n.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Obtenga una solucién particular de (D? +3D? —4D — 12)y = 23 —
4¢~3*. Tambien encuentre la solucién general.

a) Demuestre que si m es una constante y F es diferenciable,
D(e™F) =™ (D+m)F, D*(™F)=¢™(D+m)’F
b) Por induccidén matematica, extienda los resultados de a) a
D"(e™F) =™ (D+m)"F.

Utilice el ejercicio 28 para demostrar que ¢(D)(e™F) = ™ ¢(D +
m)F donde ¢ (D) es un polinomio en D con coeficientes constantes. El
resultado se llama '"Teorema de cambio de Operador''.

Use el teorema de cambio de operador del Ejercicio 29 para mostrar que
la ecuacién (D —m)Py = 0 tiene la solucién general y = €"*(c| + cox +
e +Cpxp_1).

Use el teorema de cambio de operador para mostrar que

1

(eme) =™ WG

(D)

Usando el Ejercicio 31, evalte

a) D" _aDi3 (x*¢*) y obtenga una solucién particular de
(D* —4D +3)y = x’e™.
1
b) (2x%¢”* 4 3¢™) y obtenga una solucién particular de

D?2+2D+1

(D*+2D+ 1)y = 2x%¢ 2 4 3¢%,

Muestre que si ¢ es un polinomio con coeficientes constantes,
¢(D?)(senax) = ¢(—a®)(senax), ¢ (D?)(cosax) = ¢(—a*)(cosax)

asi, derive los resultados,

1
————(senax) =

1
9(D?) 9(—a?)
donde ¢(—a?) # 0.

(senax),
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34. Usando el Ejercicio 33 evalie

a)
b)

1
D2—+1 (SCH 3X)
1
D*—3D2+42
35. Los resultados del Ejercicio 34 se pueden usar para encontrar soluciones

particulares de ¢(D?)y = senax 6 ¢(D?)y = cosax, pero no funcionan

para las ecuaciones ¢ (D)y = senay 6 ¢(D)y = cosay.

a) Muestre que ¢ (D) siempre se puede escribir como F; (D?) +DF>(D?).
Considere

(2cos2x —4sen2x)

[Fi(D?) 4+ DF;(D?)]y = senax.
Opere a ambos lados por Fj (D?) — DF,(D?) para obtener

[F1(D?)]* — D*[F>(D*))?y = Fi(—d?) senax — aFy(—a®) cosax
y por tanto muestre que una solucién particular es

Fi(—a*)senax — aF>(—a*) cosax
[Fi(=a®)]> + a*[F(—a)]?

b) Finalmente obtenga el resultado en a) escribiendo

1 1
W senax = F1 (D2) +DF2 (D2)
Fi(D?) — DF,(D?)
= R +DRDYR(D?) -DRDY)]
= F1(—a2) _DF2(_CZ2) senax
[Fi(—a?)]> + a?[F(—a?)]?
Fi(—a?)senax — aF>(—a*) cosax
[Fi(=a?)]? + a?[F>(—a?)]?

senax

Llegue a un resultado similar para m cosax

36. Use los resultados del Ejercicio 35 para encontrar soluciones particulares
de:
a) (D*—3D+2)y =sen3x.
b) (2D?+D*—2D — 1)y = 3sen2x +4cos2x.

37. Combinando el teorema de cambio de Operador del Ejercicio 31 y los

resultados del Ejercicio 35, evalie

1
a) m (ezx sen 3x)
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1 _
b) m(@ xCOS2)C).
38. Muestre c6mo las identidades senh 6 = € _;7[9, cosh@ = M se

pueden emplear para obtener los resultados de los ejercicios de 33 - 36.

39. Usando los métodos de los Ejercicios 24-37 evalﬁe:

a) m(eh) b) 53— (" +3x* —2x7)

) g (e™) d) 5755 (8sen4x)

e) g (senx+cosx) f) ﬁ (e* cos4x)

2) ﬁw[exﬂ senx —3cosx)]  h) D+22—D+l)(x36_x +e*senx)
D) G (6 + 3senx) ])m(xe — 4.

40. Aplicando el método del ejemplo 2.53, halle la solucién de la ecuacion
diferencial
4 1"

1
+20% +y==,x>0
X
41. Aplicando el método del ejemplo 2.53, halle la solucién de la ecuacién
diferencial
xy' —y -4y =0,x>0

42. Teniendo en cuenta de que ¢ € (0, +oo), halle la solucién de las siguientes
ecuaciones de Cauchy—Euler:

a) ty'+y — 4y =24(r+1%).
b) t"; 111 + 2t2 7 ty +y 0
) o ”+3ty +2y = 10r+ 10, con y(1) = /(1) = 0.
d) t*y® 4503 1 812" = 0.
eM4>+%MWMﬁ” 181 — 12y = 1%,
) @ 653y + T2y 1y + 4y = 1+t
g)m*m+4%2”+3%y+9y 0.
h) 2" — 4ty + 6y =t>(2t> +1).

43. Demuestre que haciendo ar + 3 = ¢° se obtiene que

¥ () = ae DD~ 1D~ 2] [D— (n— )]y

donde D" = 4=
44. Aplicando el ejercicio 43, halle la solucién de las siguientes ecuaciones
diferenciales:
) (2t —1)%y" =22t — 1)y +3y = 2t+4t>2
b) (3t—5)%"+ (15t —25)y —3y = —241,1 > 3.
(r+ )+ 5@+ 1)y +8y=13t,t > —1.
d) (2t —3)3%"+4(2t —3)%y" —5(2t —3)y/ + 6y =0, > 3.
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e) (5t+3)%" +15(5t+3)y" +50y =0,1 > —3.
45. Dada la ecuacién diferencial:

2
tx" —[2+tcot (t)]x + [; +COt(I)} x=—r"cot(), 1>0

a) Halle el sistema fundamental de soluciones y la solucién comple-
mentaria de la ecuacién dada, teniendo en cuenta que una de sus
soluciones fundamentales es de la forma x; (¢t) = ¢ + rt, donde n
y r son constantes.

b) Halle la solucién total.

46. Dada la ecuacioén diferencial:

y" 4 (tanx — 3cotx)y 4 3cot?(x)y = 3tan> x

a) Sean yj, y; soluciones fundamentales de la ecuacién diferencial
dada, determine el sistema fundamental de soluciones, teniendo
en cuenta que y; = y%.
b) Halle la solucién general o total de la ecuacidon diferencial dada.
47. Use los resultados de 46 para resolver la ecuacién diferencial:

y" 4 (tanx — 3cotx)y 4+ 3cot?(x)y = 3cot’x
48. Dada la ecuacion diferencial:
(1=x) [ = )]+ =0 (2.137)

a) Demuestre que aplicando la transformacién y = ez<)‘), (2.137) se
transforma en una ecuacién de la forma 7/ = ¢ (x).
b) A partir de la ecuacidn anterior, halle la solucién de (2.137)
49. En la ecuacién diferencial xy” = (2y — 1)y, aplique el cambio de varia-
ble x = e" y determine las diferentes familias de soluciones.
50. Halle la solucién de la ecuacién diferencial y” — 4y’ + 8y = f(x), donde

0,0<x<m
flx) =
e x>m
51. Halle la solucién del ejercicio 50, si satisface las condiciones y(0) = 1
yy'(0)=0.

Y'+9y=f(x),x>0
52. Resuelva el problema de valor inicial , sien-

18sen(3x), 0 <x <27
do f(x) =

8cos(3x), x> 21
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Y'=2y'—8y=f(x), xeR
Resuelva el problema de valor inicial { y(0) =0 ,

Y(0)=1
36¢7 2, x <0
siendo f(x) =
36¢*, x>0
Dada la ecuacién diferencial xy” + 2y’ +xy = x*senx
a) Aplicando el método del ejemplo 2.49 halle la solucién comple-
mentaria.
b) Halle la solucién total de la ecuacion diferencial.
Aplicando el método de los operadores inversos resuelva:
a) y'+y —2y=e"sen2x
b) y" -3y +2y =cos3x
c) ¥ +4y" +6y +4y = e > cos2x
d) y" —4y" — 4y’ + 16y = sen(2¢) + 3 cos(2t)
e) y' +4y =tcos(2t)
) ¥ =5y 44y = 2te*™ + e cos(2x)
Aplicando la transformacién z = cos(2x), x € (0,7), la ecuacién dife-
rencial

csc?(2x)y” — 2 ese(2x)[1 4 cse(2x) cot(2x)]y’ — 8y = 216 cos(2x) <>

se convierte en una de coeficientes constantes, halle su solucién general.

. ., 2 .
Aplicando la transformacién z = et , X € (0,+00), la ecuacién dife-
rencial

(x+1)y" — (2% +4x+3) ) +36(x + 132007y — 4(x 4 1)3e30F17

se convierte en una de coeficientes constantes, halle su solucién general.
Aplicando la transformacioén z = In(senx), x € (0, ), la ecuacién dife-

rencial

cos?x

y" 4 2csc(2x)y — 9cot® (x)y = 8
senx

se convierte en una de coeficientes constantes, halle su solucién general.
Aplicando la transformacién z = arctan(e*), la ecuacién diferencial

SeZX
(1 +ezx)%

se convierte en una de coeficientes constantes, halle su solucién general.

(1+e2")y”—|—(e2"—2ex—l)y’:
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60. Aplicando el procedimiento del ejemplo 2.53 resuelva las ecuaciones
diferenciales:
a) y' — % "F (e 1) y=0
2
b) y'— iﬁ:;y’—%x (x> +1)y=0,x>0
) ¥+ [1+senx— ;%L 1y/ —2(14senx)’y =0

l+senx
d) y”—¢y’+l6(x l) y=0,x>1

e) y”+ %iiévyl+ (1+x2)2y 0
2 2x%

H y"+<2xé‘ —2x—< )y +xeFy=0
61. Aplicando el procedimiento del ejemplo 2.49 resuelva las ecuaciones
diferenciales

a) y' = 5y %y—o

1 cosx
b) y" — 1+5enxy + Trsenx 1+senx =0,0<x<m

c) y”—&—my +x(1++2;‘2; y=0,x>0




mi(t)+bi(t)+ke(t)= £ (1)

3. Aplicacion de las ecuaciones dife-
renciales ordinarias de segundo orden
en el estudio de vibraciones mecani-
cas

Cuando se estudia ecuaciones diferenciales, el interés del estudiante se
centra en conocer el tipo de fenémenos fisicos donde esta teoria se puede
aplicar para su estudio; pues bien, a continuacién hacemos el estudio de las
vibraciones u oscilaciones y su relacién con las ecuaciones diferenciales de
segundo orden.

Segiin Hewitt, P (2007), todo lo que va y viene, va de un lado a otro y
regresa, entra y sale, se enciende y apaga, es fuerte y débil, sube y baja, estd
vibrando. Una vibracién es una oscilacién en el tiempo. Un vaivén tanto en
el espacio como en el tiempo es una onda, la cual se extiende de un lugar
a otro. La luz y el sonido son vibraciones que se propagan en el espacio en
forma de ondas; sin embargo, se trata de dos clases de ondas muy distintas. El
sonido es la propagacién de vibraciones a través de un medio material sélido,
liquido o gaseoso. Si no hay un medio que vibre, entonces no es posible el
sonido. El sonido no puede viajar en el vacio. No obstante la luz si puede
viajar en el vacio, pues, es una vibracion de campos eléctricos y magnéticos,
una vibracién de energia pura. La fuente de todas las ondas, de sonido, de
luz o de lo que sea, es algo que vibra. Asimismo, si colgamos una piedra de
un cordén tendremos un péndulo simple. Los péndulos se balancean, y van y
vienen con tal regularidad que, durante mucho tiempo se usaron para controlar
el movimiento de la mayoria de relojes. Galileo descubrié que el tiempo que
tarda un péndulo en ir y venir en distancias cortas sélo depende de la longitud
del péndulo. Es sorprendente que el tiempo de una oscilacién de ida y vuelta,
Ilamado periodo, no depende de la masa del péndulo ni del tamafio del arco en
el cual oscila.

Un péndulo largo tiene un periodo mds largo que un péndulo corto; esto
es, oscila de ida y vuelta con menos frecuencia. El movimiento vibratorio
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de ir y venir (movimiento oscilatorio) de un péndulo que describe un arco
pequefio se llama movimiento armonico simple. La lenteja de un péndulo. Un
contrapeso que esté fijo a un resorte, que tenga movimiento arménico simple
vertical aumentado de la dimensién tiempo (¢), describe una curva senoide, la
cual es una representacion grafica de una onda, como se observa en la figura
3.1. Al igual que con una onda de agua, a los puntos mds altos mds altos de

Longitud de onda

Amplitud

Longitud de onda

Figura 3.1: A la oscilacion le afadimos el eje del tiempo y se genera una onda
senoide.

la senoide se les llama crestas; y a los puntos mds bajos valles. Se aplica el
término amplitud para indicar la distancia de la linea media a la cresta (o valle)
de la onda, mientras que la longitud de la onda estd dada por la distancia entre
dos crestas sucesivas'.

El estudio de la oscilacién en un resorte es muy importante para estudiantes
de ingenieria porque les permite comprender situaciones mas complejas como
las vibraciones en un muelle, un puente o cualquier otra estructura que esté so-
metida a vibraciéon. Como nos interesa la modelacion matematica, analizamos

el siguiente problema:

= Ejemplo 3.1 Una pesa de masa m pende del extremo de un resorte vertical.
Si se hala la pesa una longitud a y se suelta, ésta empieza a oscilar; encuentre
la ecuacidn diferencial del movimiento.

Resolucion

Para resolver este problema es necesario ver algunos aspectos de la fisica
que intervienen en este problema. Para empezar, en el resorte interviene la

1El lector puede profundizar més sobre este tema en [8].
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propiedad de elasticidad?® y segtn la ley de Hooke® ocurre
F=kAx

o también
F.=kAx 3.1

Donde F; es la fuerza de restitucion del resorte* debido a la masa m que pende
de él, Ax es la cantidad de estiramiento y k es la constante del resorte.

Otro elemento que debemos considerar en el proceso del movimiento es la
fuerza debida a la friccién® con el aire o también producida por un dispositivo
de amortiguacion que se afiade al sistema resorte-masa, motivo por el cual en
nuestro texto la llamamos fuerza de amortiguacion® y la denotamos como F,.

2Cuando un objeto se somete a fuerzas externas, sufre cambios de tamafio o de forma, o de
ambos. Tales cambios dependen del arreglo de los d4tomos y su enlace en el material. Por ejemplo,
un resorte puede estirarse y comprimirse por fuerzas externas. En nuestro problema, la pesa estira
el resorte. Si se llegara a colgar mds peso, se estira mds. Si se quitaran las pesas, el resorte regresa
a su longitud original. Entonces decimos que el resorte es eldstico. Por lo tanto, la elasticidad es
la propiedad de cambiar de forma cuando actiia una fuerza de deformacion sobre un objeto,
y éste regresa a su forma original cuando cesa la deformacion. Los materiales que no tienen
esa propiedad se llaman inelasticos. Ver [8]

3Cuando se cuelga una pesa a un resorte, actda sobre ella la fuerza de gravedad. El estiramiento
es directamente proporcional a la fuerza aplicada. Esta relacion fue reconocida a mediados del
siglo X VI por el fisico inglés Robert Hooke, contemporaneo de Isaac Newton, y se le llama ley de
Hooke. La cantidad de estiramiento o de compresion (cambio de longitud), Ax, es directamente
proporcional a la fuerza aplicada, F. En notacién abreviada,

F ~ Ax

Si un material eldstico se estira o se comprime mas alld de cierta cantidad, ya no regresa a su
estado original, y permanece deformado. La distancia mds alld de la cual se presenta la distorsion
permanente se llama limite eldstico. La ley de Hooke sélo es vdlida mientras la fuerza no estire ni
se comprima el material mds alld de su limite eldstico. Ver [8]

4También podemos entender esto, como la fuerza con la cual el resorte tiende a recuperar su
longitud natural, por eso en el texto le llamaremos fuerza de restitucién del resorte y lo denotamos
con F,.

SLa friccién no sélo se restringe a sélidos que se deslizan entre si. También se presenta en
liquidos y gases, que colectivamente se llaman fluidos (porque fluyen). La friccion de los fluidos
ocurre cuando un objeto aparta el fluido a través del cual se mueve. La friccién de los fluidos es
significativa incluso a rapideces bajas. Una forma muy comiin de friccion de fluidos para algo que
se mueve a través del aire es la resistencia del aire, también llamada resistencia aerodindmica. Por
lo comuin no nos damos cuenta de la resistencia del aire cuando estamos caminando o trotando;
pero si la notamos al ir a mayor rapidez, por ejemplo, cuando vamos en bicicleta. La resistencia
del aire se incrementa conforme aumenta la rapidez. Tomado de [8]

SRespecto de la amortiguacién debemos comentar dos tipos de amortiguamiento: amortigua-
miento viscoso 'y amortiguamiento newtoniano. En el amortiguamiento viscoso, la magnitud de la
fuerza de amortiguamiento es proporcional a la magnitud de la velocidad, es decir:

F,=bv



3 Aplicacién de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden en el estudio
122 de vibraciones mecdnicas

Como ilustracion, en la figura 3.2 se muestra los tres estados del sistema resorte
masa. En el primer caso se tiene el sistema libre, el cual consta sélo del resorte

sistema libre sistema en equilibrio  sistema en movimiento

| f

L

e

0 equilibrio

I x(1)

Xv +

Figura 3.2: La figura muestra los tres estados del sistema resorte - masa

cuya longitud es L. En el segundo caso se tiene el sistema en equilibrio, vemos
que el cuerpo de masa m estd pendiendo del resorte y el efecto es estirarlo
una magnitud AL; pero como la masa no esta en movimiento, la fuerza de
restitucion del resorte F, = k /A L se compensa con el peso del cuerpo’ mg. Es
decir:

kAL=mg (3.2)

Por dltimo, en el tercer caso la pesa estd en movimiento ya sea por un impulso
inicial que se le da o por efecto de moverla a partir de su posicién de equilibrio.
Como la pesa hace un movimiento oscilatorio vertical, tomamos como sistema
de referencia una linea vertical, en la cual denotamos con x(¢) la posicién de
la pesa en cualquier instante ¢, haciendo corresponder con x = 0 a la posicién
de equilibrio. Asumimos también posiciones positivas abajo del equilibrio y
posiciones negativas arriba del mismo.

mientras que en el amortiguamiento newtoniano, la magnitud de la fuerza de amortiguamiento es
proporcional al cuadrado de la magnitud de la velocidad, es decir:

F, = bv?

En ambos casos la fuerza de amortiguamiento actda en direccion opuesta a la direccién del
movimiento
7Nos estamos refiriendo a la pesa de masa m.



123

Si la pesa se mueve en un fluido (que puede ser el aire) o tiene algin
dispositivo de amortiguacion, la fuerza de amortiguacién para este problema es
tomada como F, = bx(t), donde x(t) es la velocidad de la pesa y b la constante
de amortiguacion. Tomando el sistema global, las fuerzas que intervienen en
el movimiento son: el peso, la fuerza de restitucién del resorte y la fuerza de
amortiguacion, veamos el diagrama de la figura 3.3: De acuerdo a la segunda

X¥
mg

Figura 3.3: Diagrama de todas las fuerzas que actian sobre el cuerpo cuando
estd en movimiento.

ley de Newton® se tiene que la aceleracion del movimiento de la pesa estd dada
por:

F
K(t) = — 33
i(1) - (3.3)
donde la fuerza neta F del sistema segtn la figura 3.3 es:
F=mg—F,—F, (3.4

Puesto que F, = bx(t) y F, = k(AL +x(t)), reemplazando en (3.4) se tiene:

F =mg — bx(t) —k AL — kx(t) 3.5)

8Esta ley afirma lo siguiente: la aceleracién de un objeto es directamente proporcional a la
fuerza neta que actida sobre €l, tiene la direccion de la fuerza neta y es inversamente proporcional
a la masa del objeto. Visto como ecuacion se tiene:
fuerza neta

Aceleracion =
masa

Ver [8]
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Aplicando el resultado de (3.2) en (3.5), la fuerza neta es finalmente dada por
la expresion:
F = —bi(t) —kx(t)

Ponemos esto ultimo en (3.3) y se obtiene la ecuacién diferencial
mx(t) +bi(t) +kx(t) =0 (3.6)

donde %(¢) y X(¢) son respectivamente la velocidad y aceleracién de la pesa
en cualquier instante ¢. Esta ultima ecuacién es lo que llamamos la ecuacién
diferencial del movimiento. Si el movimiento en el sistema resorte - masa
hubiera sido afectado por una fuerza externa f(r), entonces la ecuacién (3.6)
se convierte en

mx(t) + bx(t) +kx(t) = f(t) 3.7
Puesto que al inicio la masa se hala una distancia a y se suelta, entonces las
condiciones iniciales asociadas a (3.6) o (3.7) son x(0) = a y %(0) =0 .

Estas dos tltimas ecuaciones son muy importantes en fisica, al momento

de estudiar vibraciones mecdnicas®.

Movimiento armoénico simple

En este tipo de movimiento, la oscilacién se da en un medio (ideal) que
no ofrece amortiguacién y en ausencia de alguna fuerza externa, por lo que
b=0y f(r) =0, con estas condiciones la ecuacién (3.7) se convierte en
mi(t) + kx(¢) = 0. Si dividimos por m, esta ecuacién diferencial se transforma

en. X
#(t)+ —x(t) =0 (3.8)
m

Para determinar la solucién general de (3.8), asociamos su ecuacién caracte-

ristica A2 + % = 0, cuyas raices estdn dadas por A = :I:\/% i. Como las raices
son nimeros imaginarios, entonces el sistema fundamental de soluciones estd

dado por
[ k [ k
sfs =< cos —t | ,sen —t
m m

Luego la solucién general de (3.8) es:

x(t) =crcos | 4/ Et +casen | 4/ Et 3.9)
m m

9También se tiene una ecuacién diferencial andloga para estudiar circuitos eléctricos.
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Aqui en (3.9) las constantes c1, ¢, se determinan a partir de las condiciones
iniciales, siendo estas, la posicion inicial y la velocidad inicial de la masa. Para
hacer un andlisis mds completo del comportamiento de esta solucién, hacemos

los siguientes cédlculos. Tomemos ¢ = arctan (f—;) y C% + C% # 0, entonces

x(t)

[ k [ k
Cc1COS —t | +c2sen —t
m m
[k [ k
Veaa+a —Lcos —t +c—2sen —t
1/c%+c% " \/c%—l—c% "
22 k k
= ¢y +c; |sen¢cos —t | +-cos¢sen —t
m m
k
= JA+3sen |/ =t+¢
m

Con esto se tiene que (3.9) es equivalente a

x(t) =1/} +c3sen \/§t+¢ (3.10)

Aqui en (3.10) identificamos los siguientes elementos:

1.

2.

Amplitud: a(t) = 1/c? +c3. Vemos que el valor de la amplitud depen-
derd de las condiciones iniciales que se impongan al movimiento.
Periodo: T = 2—’1 =2m/7.

m

Frecuencia: f = % = 2]—71\/% . La frecuencia indica el nimero de os-

cilaciones que se dan en una unidad de tiempo y ésta depende de la
masa m y de la constante de elasticidad del resorte k. Para una masa
determinada m, vemos que la frecuencia de las oscilacién (u onda) au-
menta (o disminuye) si la constante de elasticidad del resorte aumenta
(o disminuye); mientras que, para un resorte especifico con constante de
elasticidad k, la frecuencia de la oscilacién aumenta (o disminuye), si la
masa disminuye (o aumenta).

Angulo de fase: ¢ = arctan (Z—;) . El 4ngulo de fase, estd relacionado con

el desplazamiento de la oscilacién (u onda) respecto del origen. Vemos
que este dngulo depende de las condiciones iniciales que se impongan
al movimiento.
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VAN
X,VVVV

Figura 3.4: La oscilacién tipica de un movimiento arménico simple.

La curva de la oscilacion la ilustramos en la figura 5.18.

= Ejemplo 3.2 Una masa que pesa 4 libras estira un resorte 3 pulgadas al llegar
al reposo en equilibrio. Se tira luego de la masa 6 pulgadas debajo del punto
de equilibrio y se le aplica una velocidad de /2 pies por segundo dirigida
hacia abajo. Despreciando todas las fuerzas de amortiguacion y externas que
puedan estar presentes,

1.

2.

determine la ecuacion de movimiento de la masa. Asimismo, determine
la amplitud, frecuencia y dngulo de fase natural del movimiento.
(cudnto tiempo transcurre desde que se suelta la masa hasta que pase la
posicién de equilibrio?

Resolucion

De acuerdo a los datos del problema no interviene la amortiguacion
(por eso b = 0), asi el movimiento es arménico simple. La masa y el
coeficiente de elasticidad son respectivamente m = l y k =16, luego
la ecuacion diferencial correspondiente es: 8)c( )+ 16x( ) =0, que lo
expresamos en la forma

#(r)+128x(t) =0
La ecuacion caracteristica asociada a esta ecuacién diferencial es:
A2 +128=0

cuyas raices son A = +8+/2i. Segiin estas raices, el sistema fundamental
de soluciones de la ecuacién diferencial es s fs = {cos(8v/2), sen(8v/2)},
de donde se obtiene la solucién general:

x(t) = ¢ cos(8v/2) +casen(8v2) (3.11)
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Para determinar ¢ y ¢; aplicamos las condiciones iniciales x(0) = % y
x(0) = \/5 obteniéndose asi:c; = % yer = %. Poniendo estos valores
en (3.11) se obtiene:

1 1
x(t) = 3 cos(8v/21) + 3 sen(8+v/2¢)
que también lo podemos escribir como

x(t) = %\/ﬁsen(S\/EtJr ¢), ¢ =arctan(4) ~ 1,3258 rad  (3.12)

De (3.12) se tiene: amplitud=a = %\/ﬁ , frecuencia= f = %ﬁ y angulo
de fase= ¢ =~ 1,3258rad.

2. Sit* es el instante en que la masa pasa por primera vez por el punto de
equilibrio, entonces debe ocurrir que 8v/21* + ¢ = 7, de donde se tiene
que

2
= \1/_6_(7[ —arctan(4)) ~ 0, 1605 segundos

Con esto se tiene que la masa pasa por primera vez por la posicion de
equilibrio al cabo de t* ~ 0, 1605 segundos.

Movimiento amortiguado no forzado

Aqui la oscilacién de la masa se da en un medio que ofrece resistencia al
movimiento, que puede ser por la presencia de un fluido (aire, agua, etc.), o
un dispositivo que hace de amortiguador. En general, segtin las caracteristicas
del medio, el médulo de la fuerza de resistencia (o de amortiguacion) del
medio f, es proporcional al médulo de v¥, es decir, |f,| = b|v|*. En este
texto, asumiremos ¢ = 1. Ahora, si b es la constante de amortiguacién y el
movimiento es libre, es decir, sin fuerzas externas que lo modifiquen, entonces
la ecuacidn diferencial es:

mi(t) +bx(t) +kx(r) =0 (3.13)

Para determinar las soluciones (3.13), vemos que su ecuacién caracteristica
asociada es:
mA*+bAl+k=0 (3.14)

donde las raices de (3.14) estan dadas por

b+ VBT dmk

2m

A (3.15)
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Acd en (3.15) vemos que el tipo de soluciones linealmente independientes de
(3.13) van a depender del signo de A= b? — 4mk; asi tenemos tres casos:

1. Cuando A= b? — 4mk > 0: este tipo de oscilacién se llama SOBRE-

AMORTIGUADA, las raices de (3.14) son reales y distintas, y estan

dadas por:
—b—+/A —b++A
M=—r7—7— y h=———
2m 2m
luego las soluciones linealmente independientes asociadas a estas raices
son:

bVE b1 VE
xi(t)=e" ! y xt)=e et

Con estas soluciones, el sistema fundamental de soluciones de (3.13) es
el conjunto
_biV/E, —biVE,
sfs=1<e e m

y con esto, la solucién general de (3.13) es:

VA —b+\VB
x(t)=cre” 2 "fcge"m >0 (3.16)

Otro detalle importante aqui es que x| (f) — 0, cuando 1 — oo,
asimismo, también ocurre'® que x,(f) — 0, cuando 1 —+ 4-c0. Con
estos resultados en (3.16) se tiene que

A0 =0
Este resultado nos dice que la oscilacion es estable a 0 en el tiempo, es
decir, pasado un tiempo apropiado (relativamente grande) el cuerpo deja
de oscilar y se detiene, es lo que observamos en la figura 3.5.
2. Cuando A= b*> —4mk = 0: Se dice que la oscilacién estd CRITICA-
MENTE AMORTIGUADA, en este caso, (3.14) tiene solo una raiz

real dada por:
b
2m
luego las soluciones linealmente independientes asociadas a esta raiz
son:

xl(t):e_%’ y xz(t):te%t

100bserve aqui las siguientes cuentas: Puesto que —nzk < 0, entonces

B —mk <b? =B <b=>—b+V2<0
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X

Figura 3.5: La curva de oscilacién tiende a cero para un tiempo grande.

de donde el sistema fundamental de soluciones de (3.13) es el conjunto
_ b ' _ b '
sfs:{e 2m’ te” 2m }
y con esto, la solucién general de (3.13) es:
_ b ' _ b t
x(t)=cre m" fcpte” 2’ 1 >0 (3.17)

Al igual que en el caso anterior, aqui también vemos que:

b
lim x;(r)= lim e 2’ =0 y lim x(r)= lim —
t—r+too t—r+too t—r—+too t—r+oo emt

Con estos resultados en (3.17), se obtiene

Es decir, la oscilacion también es estable a 0 en el tiempo; asi, podemos
ver en la figura 3.6, que para un tiempo apropiado (relativamente grande)
el cuerpo deja de oscilar y se detiene.

3. Cuando A= b*> —4mk < 0: el tipo de oscilacién es SUBAMORTIGUA-
DA, en este caso, (3.14) tiene dos raices complejas dadas por:

b V= A b — A,
==Yy hy= 1 R
2m 2m 2m 2m
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XA\

\ 4

Figura 3.6: La curva de oscilacién tiende a cero para un tiempo grande.

luego las soluciones linealmente independientes asociadas a estas raices
son:

x1(t) = e~ %l cos ( t) y xn()= ¢ il sen (
de donde el sistema fundamental de soluciones de (3.13) es el conjunto
V= A vV—A
sfs= {eﬁ%’cos( t) ,eﬁ%’sen( t)}
2m 2m
y con esto, la solucién general de (3.13) es:
V= A b V= A
x(t):cleE%’cos< 5 t>+czeﬁlﬁ’sen( 5 t) ,t>0 (3.18)
m m

Si en (3.18) hacemos ¢ = arctan (%), entonces (3.18) es equivalente a

x(t):w/c%—l—c%e?%’sen( ;At+¢),t20 (3.19)

m

Aqui en (3.19) identificamos los siguientes elementos de la oscilacién:
a) Amplitud: estd dada por a(t) = y/c3 + c%e_%’ y satisface que:

. . _b
lim a(r) = lim y/ci+c3e 7' =0
t=+oo =00



3.2 Movimiento amortiguado no forzado 131

Puesto que la funcién seno es acotada, entonces

b V= A
lim x(t) = lm /c}+cle” ' sen (—H— (])> =0
t—too 100 2m

Luego, al igual que en los casos anteriores, se tiene que la solucién
x(t) de (3.13) es estable a 0 en el tiempo, como podemos ver en la

figura 3.7.

ANIPN
\V/

Figura 3.7: La curva de oscilacién de un sistema sub-amortiguado.

¢ . _ 2rn  __ 4mm .
b) Periodo: T = vy En algunos textos lo llaman cuasipe-
riodo
1 _ V=&

c) Frecuencia: estd dada por f = 7 =

d) Angulo de fase: ¢ = arctan (

Este tipo de oscilacién la encontramos en el sistema de suspension de
los automdviles.
Los primeros casos de amortiguacién (sobreamortiguado y amortiguamiento
critico), los encontramos en las zapatas que se disefian en la base de los edifi-
cios. Segun la calidad del terreno y el tamafio de la estructura, los ingenieros
disefian sistemas de amortiguacion (zapatas) en la base de dicha estructura
para disipar (estabilizar a 0) la oscilacién por efecto de sismos.

4m *

L
)’

= Ejemplo 3.3 De un resorte con constante de elasticidad k se suspende
verticalmente un cuerpo de masa m. Si se jala dicho cuerpo una distancia xg
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por debajo de su posicién de equilibrio y se le impone a la vez una velocidad vy
hacia abajo, éste se pone en movimiento. Determine la ecuacién de movimiento
del cuerpo si su masa es m = %, y ademas el medio ofrece una resistencia
igual a bv, donde v es la velocidad instantdnea. Determine el alcance maximo
de la oscilacion y el tiempo en que éste ocurre.

Resolucion

Segtn los datos que se nos provee en el enunciado del problema, la ecuacién
diferencial del movimiento del cuerpo estd dada por

b .
@x(t) +bx(t) +kx(t) =0
la cual es equivalente a
4k 4K
i)+ Zx(t) + ?x(t) =0

luego con sus condiciones iniciales nos queda el problema:

() + %)+ Ex(r) = 0,1 >0

x(0) = xo (3.20)
X(O) =
La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es:
4k 42
A+ —A+—=0
+ b + b?
que es equivalente a (A + %)2 =0, es decir, se tiene la raiz A = —2

(multiplicidad 2). De esto, el sistema fundamental de soluciones estd

dado por sfs= {e_%’,te_%’} de donde la solucién general es

2k

x(t) = cre” 3 eote™ B! (3.21)

Para determinar las constantes c; y ¢», aplicamos las condiciones iniciales de
(3.20). Aplicando la condicién x(0) = xq en (3.21) se tiene ¢; = xo, con lo cual
(3.21) se convierte en

2% _2%
x(t) =xpe” 2" +cyte B’
Derivamos esta expresion para obtener:

k 2
x(r)= —Z%efzb_kt Fepe B - ge™
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luego con la condicién %(0) = vy, se obtiene ¢; = w.

constantes, nos queda la solucién del problema dada por:

Obtenidas las

2, n 2x0k + vobt(f%t

x(t) =xpe” ? (3.22)

Para determinar el alcance maximo de la oscilacién, calculamos la derivada de
x(t) en (3.22), teniendo asi:

_ vob? — 2kvobt — 4xok>t ef%’

() .

. LN . 1 wb?
Resolviendo x(f) = 0, se obtiene ¢ = 2 Kvgh 2ok Por lo tanto, el alcance

) . sz ek __ 1 V0b2 . Z P
maximo de la oscilacién acontece cuando t = t* = 2 Kvoh-1200) y éste estd
dado por:

_ vob + 2xok€_W%
2k

Algo mas que debemos destacar en este problema es el hecho de que xg > 0
y vo > 0, por lo cual x(¢) > 0, Vz > 0; es decir, el cuerpo nunca atraviesa la
posicién de equilibrio, pero si hay estabilidad respecto de dicha posicién'!,
puesto que se trata de un sistema con amortiguamiento critico donde x(¢) — 0,

cuando t — +oo. .

Xmax = x(%)

Movimiento forzado

Este tipo de movimiento oscilatorio acontece cuando aparte de la fuerza
de restitucién del resorte y la amortiguacion (si es que lo hay) del medio
que lo rodea, la oscilacién es afectada por una fuerza externa'?, que aqui lo
representaremos por f(¢). Veamos los siguientes casos:

Movimiento forzado no amortiguado
En este caso, la ecuacion diferencial del movimiento oscilatorio estd dado
por:
mi(t) +kx(t) = f(1)

Esto significa también que pasado un tiempo apropiado, pricticamente el cuerpo se detiene o
queda en reposo, pues

lim x(t) =0

t—oo0

12E5 una funcién no nula.
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o también L
X(t)+—x(t)=F() (3.23)
m
donde F(t) = %f(t). Si hacemos f§ = ﬁ, entonces (3.23) se convierte en
5(t) + B2x(r) = F (1) (3.24)

El sistema fundamental de soluciones de la ecuacién complementaria'® de
(3.24) es:

sfs={cos(Bt),sen(Bt)}

y con esto la soluciéon complementaria es:
xc(t) = ¢y cos(Bt) + casen(Bt) (3.25)

Para determinar la solucién particular x,(r) de (3.24), dependiendo de la
naturaleza de f(¢) procedemos con cualquiera de los métodos estudiados en la
seccién 2.3 del capitulo anterior.

= Ejemplo 3.4 La oscilacién en un sistema resorte - masa no amortiguado estd
dada por la ecuacién diferencial:

() + B*x(t) = Fycos(at) (3.26)

donde = /£ Ry #0y a #0.
1. Resuelva (3.26) asumiendo que f # a.
2. Resuelva (3.26) asumiendo que 8 = a. Haga una andlisis de la amplitud
de su solucién y explique su comportamiento cuando ¢ — oo,

Resolucién
1. Como ya vimos, en (3.24) la solucién complementaria estd dada por':
xc(t) = ¢y cos(Pr) + casen(Pr)

donde el sistema fundamental de soluciones estd dado por el conjunto
sfs = {cos(Bt),sen(Pr)}. Para determinar la solucién particular pro-
cedemos con el método de coeficientes indeterminados. Aqui se tie-
ne que F(t) = Fycos(at) y todas sus derivadas estdn generadas por

13Nos referimos a la ecuacién diferencial

i)+ B2x(1) =0

14Vea (3.25)
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G = {cos(at),sen(at)}, como a # P, entonces ninguna de estas fun-
ciones se repite en el sistema fundamental de soluciones; por esto,
asumimos que la solucién particular estd dada por

x,(t) = Acos(at) + Bsen(at) (3.27)
Si ponemos (3.27) en (3.26) se obtiene:
—a’Acos(at) —a’Bsen(at) + B*[Acos(at) + Bsen(at)] = Fycos(at), t >0
de donde vemos que
[A(B* — a*) — Fy| cos(at) + B(B* —a*)sen(at) =0, t >0

Aqui, la igualdad acontece!d, si y solo si, ambos coeficientes son cero;
asi se tiene el sistema de ecuaciones:

A(ﬁ2 —a2) —F=0
B(B>~a*) =0

De la resolucién de este sistema se obtiene A = ﬁZF__OaZ y B = 0. Ponemos

estos resultados en (3.27) y se tiene que la solucién particular de (3.26)

es:

xp(t) = [VL cos(at)

)

Luego la solucién general de (3.26) es:

x(t) = cycos(Bt) + casen(Pr) + cos(ar)

Fo
B2—a2
En este caso, las ondas de la oscilacion natural con las de la fuerza
externa se superponen y como resultado se tiene una nueva oscilacién
con un comportamiento regular, parecido a lo que ilustramos en la figura
3.8.
2. Como 3 = a, entonces (3.26) se convierte en

%(t) + B*x(t) = Fycos(Br) (3.28)

El sistema fundamental de soluciones y la solucién complementaria de
(3.28) son los mismos que los del item anterior. Solo queda determinar

15La razén por la que los coeficientes son ambos iguales a cero, es porque las funciones sen(ar)
y cos() son linealmente independientes.
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VANLAN,

YUYW

Figura 3.8: Onda generada por la superposicion de las ondas de la solucién
complementaria y solucion particular.

la solucidén particular; si procedemos con el método de coeficientes
indeterminados, vemos que F (t) = Fycos(ft) y todas sus derivadas son
generadas por G = {cos(fB¢),sen(fr)}, como estas funciones se repiten
en el sistema fundamental de soluciones, entonces la solucién particular
lo asumimos como

xp(t) = At cos(Br) + Bt sen(pr) (3.29)
Ponemos (3.29) en (3.28) para obtener:
B(2B— BAr)cos(Br) — B(2A+ BBt)sen(Bt)
+  B?[Arcos(Bt) + Bt sen(Bt)] = Fycos(Bt)
simplificando esto llegamos a la igualdad
(2BB—Fy)cos(Bt) —2BAsen(ft) =0, >0
Igualando a cero cada uno de los coeficientes!® se obtiene el sistema:

{ 2BB—Fy=0
—2BA=0

De este sistema vemos que B = 2F_i)3 y A = 0, ponemos estos resultados
en (3.29), y nos queda que la solucién particular estd dada por la funcién

xp(t) = f—gtsen(ﬁt)

16Por 1a independencia lineal de sen(ft) y cos(Br).



3.3 Movimiento forzado 137

Como ya disponemos de x.(f) y x,(t), entonces la solucién general de
(3.28) es:

x(t) = ¢y cos(Bt) + casen(Pr) + %tsen(ﬁt) (3.30)

Para analizar el comportamiento de x(¢) en (3.30), hacemos los siguien-
tes célculos:

x(t) = cicos(Bt)+casen(Pt)+ ;—Etsen(ﬁt)
= cicos(fr) + [CQ—i— ;—Et} sen(Bt), 6 = 5—2

= crcos(Pt) + (c2+ 61)sen(Bt); ¢(t) = arctan (62 j_l 9t>
— 3+ (c2+61)2sen (Bt +¢(t))

Por lo tanto:

x(1) = \/ i+ (c2+ 01)sen (Bt + (1))

Aqui la funcién de amplitud esta dada por

a(t)=1/ct+(c2+61)2,t>0

de donde se obtiene que:

lim a(r) = lim y\/ci+ (c2+61)2 = +oo
t—>+o0 t——+oo

Esto significa que a medida que transcurre el tiempo la amplitud se
hace muy grande (observe la figura 3.9). Como se trata de un sistema
oscilante, una amplitud con esta caracteristica hace que colapse el siste-
ma, este fenémeno se conoce como resonancia mecanica. Algo muy
importante que debemos indicar aqui es que este fendmeno acontece
porque la frecuencia natural del sistema coincide con la frecuencia de
la fuerza externa. A pesar de que la fuerza externa aplicada pueda ser
relativamente pequeia, sin embargo, es su frecuencia la que hace que
el sistema resorte - masa responda con una oscilacién cuya amplitud se
haga cada vez més grande.



3 Aplicacién de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden en el estudio
138 de vibraciones mecdnicas

X

Figura 3.9: La amplitud de onda de la oscilacién crece a medida que transcurre
el tiempo.

mi+kx=F(t),t>0
= Ejemplo 3.5 Dado el problema: ¢ x(0) =0
%(0)=0
1. Deducir la solucién y muestre que estd dada por:

(1) = \/%/OIF(M) sen (@(; _u)> du

. t, 0<r<2
2. Determine x(¢), cuando F(t) = { 0,152
3. Usando la primera parte y tomando € > 0, halle x(¢) en el caso que
Lo<r<e
F(t)= . Discuta el caso en que € — 0, ;cémo inter-
0,t>¢
preta fisicamente este hecho?
Resolucién

1. La ecuacién diferencial equivalente a la dada en el problema es:

1
PR —F(1) (3.31)
m m
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Es facil ver que el sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
diferencial complementaria asociada a (3.31) es:

{5 ()

con el cual se tiene la solucion complementaria de (3.31)

xc(x) = cjcos (\/ Et) + ¢y sen <\/ Et) (3.32)
m m

Para determinar la solucién particular de (3.31) aplicamos el método de
variacién de pardmetros, para lo cual asumimos que esta solucién!” estd
dada por:

xp(x) =A(f) cos (\/E) +A;(r)sen (\/E) (3.33)

donde aplicando (2.50), las funciones A; y A, se determinan a partir del
sistema de ecuaciones

Al () cos (\/5) +Ab(f) sen (@) —0
—\/EA () sen <\/§> /£ () cos (@) — 1F(r)

el cual es equivalente a:

A (1) cos < %t) +A’2(t)sen< %t) =0

A (t)sen( §t> + Al (t) cos <\/%> = LF()

7Vea el ejemplo 2.27
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Aplicamos regla de Cramer en (3.34) para obtener:

Aty = —\/L_kF(t)sen (\/5)
1 ! k
= Ai(t)= —m/() F(u)sen (\/%) du
Ay(t) = \/%F(t)cos <\/§>
1 4 k
= As) = m/o F(u)cos (@) du

Ponemos estas expresiones de A (¢) y A2(¢) en (3.33), y conseguimos
la solucidn particular:

xp(t) = \/%/(:F(u) sen <\/§(I—u)>du

Como ya disponemos de la solucién complementaria y particular de
(3.31), entonces la solucion general estd dada por:

x(t) = cjcos (@) + ¢y sen <\/§>
+\/%€/0'F(u) sen <\/§(t—u)>du

Usando la condicién inicial x(0) = 0 se tiene que ¢; = 0, quedando de
esta manera:

| k 1 i [k
x(t) = cz2sen —t +—/Fusen —(t—u) |du
calculamos la derivada de esta tltima expresion y vemos que:
k k | k
x(t) = ¢4/ —cos (\/ —t) + —/ F(u)cos (\/ —(tu))du
m m m Jo m

Aqui aplicamos la condicién %(0) = 0, para obtener c; = 0. Quedando
asf que la solucién del problema estd dada por la funcién:

(1) = \/%/()[F(u) sen (@(r-@)du (3.35)
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2. Ponemos F(¢) en (3.35) y se tiene lo siguiente:

Parat € [0;2]

Luego la funcién x(t) estd dada por:

it — \/%sen <\/%t) , t€10,2]
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3. Ahora ponemos F(z) en (3.35) para obtener lo siguiente:

x(t) = é [1 —cos <\/§t>]
Parar > &:

W) = ﬁ/oaésen (@(:-@) du
= é lcos <\/§(e—t)> —cos (@t)]

Con estos dos resultados vemos que:

= [l—cos<\/§t)] ,0<tr<e
() )]

8.

Para0 <t <e:

Haciendo & — 0y aplicando L"Hopital se obtiene'

x(t) = \/% sen (\/%t) , >0 (3.36)

Fisicamente este resultado nos dice, que en el instante t = 0, el sistema
recibe un impulso muy grande, el cual hace que la masa se ponga a
oscilar con un movimiento arménico simple dado por (3.36)

= Ejemplo 3.6 Un resorte en posicion vertical con constante de 4 libras por
pie, tiene acoplado un peso de 32 libras. Se aplica una fuerza dada por F(f) =
16sen(2¢) libras, r > 0. Asumiendo que en ¢ = 0 el peso estd 6 pulgadas abajo
de la posicion de equilibrio y se le golpea para darle una velocidad de 4 pies
por segundo hacia arriba.

18Haciendo los célculos en forma detallada se tiene:

i o () o5y L))
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1. Determine la posicion y velocidad de peso en cualquier tiempo.
2. Determine la amplitud, periodo y frecuencia del movimiento.
3. Demuestre si hay resonancia.

Resolucion

1. De los datos del problema se deduce que m =4, b =0y k = 4. De este
modo se tiene el problema de valor inicial

X+4x=16sen(2t)t >0

x(0) =14 (3.37)

i(0) = 4

Es facil ver que el sistema fundamental de soluciones y la solucién
complementaria son respectivamente:

sfs = {cos(2r),sen(2t)}

xc(t) = c1cos(2t) + casen(2t)
Para determinar la solucion particular19, ésta se asume como
x,(t) = (Acos(2r) + Bsen(2t))t

reemplazando en la ecuacién diferencial se obtiene que A = —4y B =0,
de donde
xp(t) = —4tcos(2t)

luego la solucién general es:
x(t) = ¢y cos(2t) 4 ¢ sen(2t) — 4t cos(2¢)

A continuacién hay que determinar las constantes usando las condicio-
nes iniciales. En efecto, siendo x(0) = % se obtiene ¢ = % En forma
similar, calculando la derivada y usando la condicién x(0) = —4, se
obtiene ¢, = 0. Por lo tanto la solucién del problema (o la posicién del
peso) en cualquier tiempo ¢ > 0 es:

x(t) = %cos(2t) — 4t cos(2t) (3.38)

asimismo la velocidad

x(t) = (8¢ — 1) sen(2t) — 4cos(2t)

19Ge usard el método de coeficientes indeterminados.
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2. La expresion en (3.38) es equivalente a:

x(t) = (% —4t> cos(2t)

de donde:
amplitud: A(¢) = % —4r.
periodo: T =7
frecuencia: f = %
3. En este caso se tiene que |A(t)| — oo, si t — 0. Por lo tanto, existe
resonancia. Observe figura 3.10.

Figura 3.10: Curva de resonancia.

= Ejemplo 3.7 Un sistema resorte-masa se comporta segtin la ecuacion dife-
rencial

¥4 B2x = sen’(wr)
Determine los valores de w para los cuales existe resonancia.
Resolucién

En este caso, el sistema fundamental de soluciones es s fs = {cos(f¢),sen(f7)},
donde es facil ver que la frecuencia natural del sistema es f = 2’% Para deter-
minar la frecuencia con la que actia la fuerza externa F(t) = sen®(wt) sobre
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el sistema, degradamos el exponente del seno; en efecto se tiene:

F(r) = sen’(wt)= sen(wt)l_%s(zm)
= %sen(wt) —%sen(wt) cos(2wt)
1 1
= 3 sen(wr) — I [sen(3wr) — sen(wt)]

1
= 3 sen(wt) — 1 sen(3wt)

mlu

De esto, afirmamos que ocurre resonancia cuando w = f3 o cuando w =

En el primer caso, si w = f3, la solucién general de la ecuacién diferencial
es:

x(t) = (q %r) cos(Bt) + <cz+ = ﬁ2> sen(B) + = [32 sen(3p1)

Y enelcasode w = E, la solucion general es:
’;

x(t) = <c1 + #t) cos(fit) + <62 - 161?) sen(fit) + 32[32 sen <Bt>

Siendo en ambos casos, ¢] y ¢ constantes. M

= Ejemplo 3.8 En el ejemplo 3.2, si sobre el sistema resorte masa empeza-
ra actuar una fuerza externa f(¢) = sen@t, ;para qué valor de @ ocurriria
resonancia?

Resolucién

Observando la ecuacién diferencial del ejemplo 3.2, afirmamos que ocurre
resonancia cuando @ = 8\/5. .

= Ejemplo 3.9 Un resorte con constante de elasticidad de 9 1b/pie. estd suspen-
dido verticalmente por uno de sus extremos y tiene acoplado un cuerpo cuyo
peso es de 32 1b. Asumiendo que en el instante ¢ = O el peso se desplaza 6 pul-
gadas por debajo de su posicioén de equilibrio y se le imprime una velocidad de
4 pies/s. hacia arriba; determine la posicion y velocidad del cuerpo en cualquier
instante ¢, considerando ademds que en todo tiempo ¢ > 0 el movimiento del
cuerpo es afectado por una fuerza externa dada por F(¢) = 16sen(3r) libras.
Verifique ademds que existe resonancia.
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Resolucién

De acuerdo a los datos que se nos brinda en este problema, se tiene que k = 9.
Ademds, siendo su peso 32 = mg, entonces?’ m = 1. Teniendo en cuenta de que
no se menciona amortiguamiento, el modelo matemadtico para el movimiento
del cuerpo queda asf:

X+9x=16sen(3t),t >0
x(0) =14 (3.39)
x(0)=—4
El sistema fundamental de soluciones para la ecuacién diferencial de (3.39) es
sfs = {sen(3r),cos(3t)}, de donde la solucién complementaria estd dada por:

xc(t) = ¢y cos(3t) + ca sen(3r)

Para determinar la solucién particular nos fijamos en F(¢) = 16sen(3¢), es-
ta funcién y todas sus derivadas son generadas por G = {sen(37),cos(37)},
que son las mismas funciones que aparecen en el sistema fundamental de
soluciones, por esto, la solucién particular lo asumimos como

x,(t) = Atcos(3t) + Brsen(3r) (3.40)

Ponemos x, (1) en la ecuacién diferencial, hacemos las simplificaciones res-
pectivas y se obtiene que A = —% y B = 0. Ponemos estos valores en (3.40) y
se obtiene la solucién particular

8
xp(t) = —§tcos(3t)
Como ya disponemos de la solucién complementaria y particular, entonces la
solucién general es
8
x(t) = c1cos(3t) +capsen(3t) — §tcos(3t)

Abhora,si aplicamos las condiciones iniciales, obtenemos c¢; = % yecy = —‘9—‘.
Luego la posicion del cuerpo en cualquier instante # > 0 estd dada por la
funcién

1 4
x(r) = 3 cos(3t) — 5 sen(3¢t) — gtcos(3t)

de donde su velocidad en cualquier instante > 0 es:

x(t) = 8tsen(3t) — %sen(S’t) —4cos(3t)

Aci en este problema también debemos enfatizar que ocurre resonancia®';

20La gravedad en este caso es g = 32 pies/s.
211a frecuencia natural coincide con la frecuencia de la fuerza externa
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para ver esto, ponemos tan ¢ = % y llevamos x(¢) a su forma equivalente,

asi tenemos:

16
m sen(3t+¢)

aqui se comprueba que
lim |a(t)| = +eo

t—-eo

Movimiento forzado amortiguado
En este caso el modelo es:

mi(t) + bx(t) + kx(t) = f(1) (3.41)

donde f(¢) es la fuerza externa que actda sobre el sistema a partir del tiempo
t > 0. Como se trata de un movimiento amortiguado, entonces b # 0. Determi-
nar la solucién complementaria x..(t) de (3.41) es sencillo??, la dificultad aqui
radica en encontrar la solucién particular x,(¢); dependiendo de como esté
dada f(¢), aplicamos el método mds apropiado para determinarla, ya sea, con
el método de coeficientes indeterminados, método de variacion de pardmetros
u otro.

Como vimos en la seccién 3.2 de este capitulo, la ecuacién diferencial
complementaria mi(¢) + bx(t) + kx(¢) = 0 asociada a (3.41) puede ser sobre-
amortiguada, con amortiguamiento critico o subamortiguada; y en cualquiera
de dichos casos, hemos visto que su solucién es estable a cero, es decir, a
medida que el tiempo transcurre, dicha solucién se aproxima a cero, que en
términos fisicos significa que el cuerpo que estaba en oscilacién se detiene o
deja de moverse. Matematicamente esto es

lim x.(t) =0 (3.42)

1=+oo

22Es el mismo método que hemos tratado en el movimiento amortiguado no forzado. Aqui
debemos tener en cuenta que segin el coeficiente de amortiguacion, el movimiento puede ser
sobre amortiguado, con amortiguamiento critico o subamortiguado.
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Si se conoce la solucién complementaria x.(r) y solucion particular x,(z) de
(3.41), entonces la soluciéon general (o funcién de posicidon de la masa en
oscilacién ) es

x(t) =xc(t) +x,(t), >0 (3.43)

Puesto que segtin (3.42) el efecto de la solucién complementaria es transito-
rio(o breve), entonces denominamos a dicha solucién como solucién transito-
ria. Asi, para un tiempo relativamente grande, como el efecto de la solucién
transitoria se anula, entonces nos quedamos solo con el efecto de la solucién
particular, esto significa que para un tiempo grande, es el efecto de la solucién
particular el que determina la oscilacién de la masa, por eso a la solucién
particular, la denominamos solucién estacionaria. Escribimos

x(t) = xe(t) + xp(1)
—~— ~—
solucién transitoria: x7(f)  solucién estacionaria: xg (¢)

x(t) = x,(r), para un tiempo ¢ grande

En la figura 3.11 ilustramos el efecto de la solucién transitoria para una fuerza
externa con un comportamiento regular. Tal efecto lo podemos identificar
por el hecho de que hay una cierta distorsion o irregularidad en los primeros
instantes, que luego desaparece a medida que transcurre el tiempo y queda
asi un comportamiento regular®® para el resto del tiempo. A continuacién
resolvemos algunos problemas que ilustran este caso.
= Ejemplo 3.10 Una masa de 2 kg. se sujeta a un resorte suspendido del
techo, lo que ocasiona que dicho resorte se estire % m. al llegar al reposo en
equilibrio. En el instante # = 0, la masa se desplaza 1 m. hacia abajo y se suelta.
En el mismo instante se aplica una fuerza externa f(t) = 22 cos(r) Newton
al sistema. Si el medio ofrece una resistencia de 6 N s/m. y la gravedad la
tomamos como g =9, 8 m/sz,

1. determine el desplazamiento x(¢) de la masa en cualquier instante ¢ > 0;

ademds, identifique la solucién transitoria y estacionaria.
2. determine la rapidez maxima del movimiento para un tiempo grande.

Resolucion

1. Segun los datos del problema, los coeficientes de masa, amortiguacion
y elasticidad son respectivamente: m =2, b =6y k = % Luego la

2Tenga en cuenta que estamos asumiendo que la fuerza externa tiene un comportamiento
regular, podriamos decir que esta fuerza es una funcién sinusoidal.
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Figura 3.11: En la primera parte de la oscilacion hay una distorsién que se debe
al efecto de la soluciodn transitoria y que a medida que transcurre el tiempo
este efecto se disipa, quedando solo el efecto de la solucién estacionaria.

ecuacion diferencial de movimiento es:

25 195
2i(r) +6x(¢) + Tx(t) =g cost

que también lo podemos escribir como

X(r)+3x(r) + %x(r) = % cost (3.44)

El sistema fundamental de soluciones de la ecuacién complementaria

asociada a (3.44) es sfs = {e’%’cos(Zt), e 3t sen(2t)}, con lo cual la

solucién complementaria es:
xc(t) = cre= 3 cos(2t) +cze*%’sen(21) (3.45)

Para determinar la solucidn particular vemos que la fuerza externa en
(3.44) es la funcién (1) = % cost, que junto con sus derivadas vemos
que son generadas por G = {cost, sent}. De este modo si asumimos
que la solucion particular estd dada por x,(f) = Acost + Bsent y re-
emplazamos en (3.44) se obtieneA =1y B = %, de donde la solucién
particular es:

4
xp(t) =cos7+ 7 sen?
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Como ya disponemos de la solucién complementaria y solucion particu-
lar, entonces la solucién general de (3.44) es:

4
x(t) = ¢ e 3 cos(2t) + e 3 sen(2t) +cost + 7 sent (3.46)
Las condiciones iniciales del problema para determinar c; y ¢, en (3.46)
son: x(0) = 1y %(0) = 0. De la primera se obtiene ¢; =0y de la segunda

= —%. Por lo tanto la funcién desplazamiento es finalmente dada por
la funcién

2 4
x(t) = —7[%’ sen2t +cost + 7 sent

Su gréfica se ilustra en la figura 3.12. La solucién transitoria y estacio-

iy
JUV VY

Figura 3.12: Aqui casi no es notorio el efecto de la solucién transitoria.

naria son respectivamente
2 3 4
xr(t) = f?e_ftsenZt y  xg(t) = cost + 7 sent

2. Para valores grandes de ¢ ya explicamos antes que la funcién x(z) se
comporta como la solucién estacionaria, es decir x(f) = cost + % sent,
cuya derivada es %(t) = 3 cost —sent. Esto tiltimo lo escribimos también
como

V65

Luego |x(7)| < @, de donde vemos que la rapidez maxima es de ¥7>
m/s.
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= Ejemplo 3.11 Un cuerpo cuya masa es de 0,2 kilos que estd adherido a
un resorte con constante de elasticidad kK = 2 N/m. oscila en un medio cuyo
coeficiente de amortiguacién es de b = 1,2 kg/s. Ademads, la oscilacion esta
afectada por una fuerza externa f(¢) = 5cos(4¢) N. Si el cuerpo en oscilacién
se liber6 desde una posicién ubicada a 50 centimetros por debajo de la posicién
de equilibrio,

1. encuentre su posicion en cualquier instante ¢ para un tiempo largo.

2. determine su rapidez maxima para un tiempo largo.

Resolucién

1. Segin los datos del problema: m = 0,2, b = 1,2 y k = 2; luego la
ecuacion diferencial de movimiento es: 0,2 + 1,2x + 2x = 5cos(4¢),
que es equivalente a: X + 6x + 10x = 25cos(4¢). Con esto, la ecuacién
diferencial del movimiento con sus condiciones iniciales queda como:

X+ 6x+ 10x =25cos(4¢)

x(0) =1 (347)
£(0)=0

En vista que nos pide la posicién para un tiempo ¢ grande, entonces
dicha posicién queda determinada por la solucién estacionaria®* x (),
es decir la solucién particular. En efecto; la funcién f(r) = 25cos(4t) y
sus derivadas estdn generadas por G = {cos(4t),sen(4¢)}, a partir de lo
cual se asume que la solucién particular es:

xg(t) =xp,(t) = Acos(4t) + Bsen(4t)

reemplazando esto en la ecuacion diferencial de (3.47) se obtiene: A =
—% yB= %. Luego la posicién de la masa para ¢ grande es:

25 50
x(t) =xg(t) = ~103 cos(4t) + 51 sen(4t)
2. Considerando que ¢ es grande, la velocidad de la masa estd dada por:

50 200
() = 51 sen(4t) + — cos(4t)

51
V42500
= =1 sen(4t + ¢ ), donde ¢ = arctan(4)

1
= 505\{_7 sen(47+ ¢)

24Recuerde que esta solucién proviene de la solucién particular.
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Calculando el médulo de la velocidad se tiene:

50v17 5017
X(1)| = 4 <
[#(0) = | 5 sen(dr +9)| < =5
. o .50V17m
por lo tanto la rapidez mdxima que puede alcanzar la masa es: > & ~

4,04231,

= Ejemplo 3.12 Un resorte se estira 10 cm. por una fuerza de 500 dinas.
Una masa de 2 g. estd suspendida del resorte y se le permite que llegue al
equilibrio. Luego se le aplica una fuerza dada en dinas por F(¢) = 200sen 5¢,
t > 0. Asumiendo que hay una fuerza amortiguadora dada numéricamente en
dinas por 20v, donde v es la velocidad instantdnea en centimetros por segundo,
1. determine la posicioén de la masa en cualquier instante ¢.
2. determine la posicidn de la masa y su rapidez mdxima para un tiempo
largo.

Resolucién

Asumimos que x(¢) es la posicién de la masa en cualquier instante 7; asi, su
velocidad instantdnea estaria dada por v(t) = %(¢). De acuerdo a los datos:

|500| = k|10| = k =50, asimismo m=2y b=20
Luego se tiene el problema

2i(t) +20x(¢) + 50x(t) = 200sen(5t), t > 0

t
x(0)=0 (3.48)
x(0)=0
1. En (3.48) la ecuacidn diferencial equivalente es
¥(r) + 10%(¢) 4+ 25x(¢) = 100sen(57) (3.49)

a) Para hallar la solucién complementaria, la ecuacion caracteristica
asociada a (3.49) es: 1%+ 104 + 25 = 0, la cual tiene como raiz
a A = —5 (raiz repetida, por lo que el sistema resorte masa esté
criticamente amortiguado). Esto implica que el sistema fundamen-
tal de soluciones estd dado por el conjunto sfs = {e~,te™>'}, de
donde solucién complementaria es

x(t) = cre™™ +cpte™
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b) Viendo la funcién de la derecha en (3.49), vemos que ésta y sus

derivadas son generadas por G = {cos(5¢),sen(5¢)}; asi podemos
aplicar el método de coeficientes indeterminados, para lo cual se
asume que la solucién particular estd dada por:

xp(t) = Acos(5t) + Bsen(5t)
reemplazando esto en (3.49), se obtiene:
xp(t) = —2cos(51)
Luego la solucién general de (3.49) estd dada por:
x(t) = cre™> + cate ™" —2cos(5¢1) (3.50)

Para determinar ¢y, ¢, en (3.50) se usa las condiciones iniciales
del problema (3.48), teniéndose de este modo que:

x(t) =2e" +10te™>  —2cos(5¢) (3.51)
.. . N——
solucion transitoria solucién estacionaria

La cual viene a ser la funcién de posicion de la masa en cualquier
instante ¢ > 0. Ilustramos esta funcién en la figura 3.13.

Imiuiwiviy

TRIARRTAN

Figura 3.13:

2. Para establecer la posicién y rapidez de la masa cuando el tiempo ¢ es

grande, se usa el hecho que el efecto de la solucién transitoria es cero,
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de tal manera que sélo se tiene el efecto de la solucién estacionaria,
quedando de esta manera como posicion de la masa

x(t) = —2cos(5¢)

y velocidad
x(t) = 10sen(5t)

A partir de lo cual se obtiene que 10 cm/s es la rapidez médxima del
movimiento.

= Ejemplo 3.13 Una masa que pesa 8 libras al suspenderse de un resorte
lo alarga 2—2 pies. Cuando la masa estd en equilibrio se le impulsa con una
velocidad ascendente de 2 pies por segundo. Si el medio en el que se mueve
la masa ofrece una fuerza de amortiguamiento igual 1 veces su velocidad
instantdnea y en todo tiempo actda sobre la masa una fuerza externa en libras
igual a f(r) = 2cost,

1. halle la posicién de la masa en cualquier tiempo.

2. halle la frecuencia, dngulo de fase y rapidez maxima del movimiento

1.

para un tiempo grande.
Resolucién

Aqui es facil ver m = %, k= % y b =1, quedando la ecuacién diferencial
del movimiento como: }i(t) +x(t) + 2x(¢) = 2cost, donde x(t) es la
posicién de la masa en el instante ¢. Expresando en una forma equi-
valente y aplicando las condiciones iniciales se tiene el problema de

movimiento:

X+4x+5x=28cost, t >0
(P): 4 x(0)=0 . (3.52)
x(0)=-2

Aqui, es facil ver que el sistema fundamental de soluciones asociado
a la ecuacion diferencial homogénea de (3.52) estd dado por el con-
junto sfs = {e~* cost,e ¥ sent }, de donde inferimos que la solucién
complementaria®® est4 dada por

2 2

xc(t) = cre * cost +cre” * sent (3.53)

25 Aqui podemos ver que se trata de un sistema sub amortiguado.
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Para determinar la solucién particular vemos que F(z) = 8cost y sus
derivadas estdn generadas por G = {cos?,sent}, esto sugiere que la solu-
cién particular®® es de la forma x,(t) =Acost + Bsent. Reemplazando
x,(r) en la ecuacion diferencial de (3.52) se obtiene A = B = 1, de esta
manera la solucién particular estd dada por

x,(t) = cost +sent (3.54)

Con (3.54) y (3.53) la solucién general de la ecuacion diferencial en
(3.52) estd dada por:

-2t

x(t) = cre 2 cost + coe* sent +cost + sent (3.55)

Aplicando las condiciones iniciales de (3.52) en (3.55) se obtiene c; =
—1y cp = —5. Por lo tanto la solucién de problema es:

x(1) = —e ¥ cost — 5¢* sent + cost + sent (3.56)

Es fécil ver que la solucién transitoria y estacionaria son respectivamente

xr(t) = —e ¥ cost —5e 2 sent

xg(t) = cost +sent

2. Para un tiempo grande la masa oscila segtin la funcién de la solucién
estacionaria, es decir: x(¢) = cost +sent = /2sen (t + E). Acd vemos
que la frecuencia es f = ﬁ y el dngulo de fase es ¢ = 7. Derivando se
tiene x(¢) = v/2cos (t + ”) de donde se infiere que la rapidez maxima

es
Xmax = \/E

= Ejemplo 3.14 Un sistema resorte-masa se comporta segtin el problema:

{ ¥+2842x=f(t),t>0 (3.57)

x(0) = %(0) = 0

1. Deducir la solucién de (3.57) y muestre si dicha solucién esta dada por
x(t) = fye* " sen(r —z) f(2)dz.

2. Encuentre la respuesta del sistema oscilante (solucién), si la fuerza

e 0<t<m

externa estd dada por la funcién f(r) = { 0.t>1

26Se entiende que vamos a aplicar el método de coeficientes indeterminados.
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3. Grafique la solucién.
Resolucién

1. Acd es ficil ver que el sistema fundamental de soluciones estd dado por
sfs={e'cost,e "sent} y con esto la solucién complementaria es:

xc(t) = cre " cos(t) + cre " sen(t) (3.58)

Ahora para determinar la solucién particular, aplicamos el método de
variacién de pardmetros, para lo cual suponemos que

xp(t) =A(t)e " cos(t) + B(t)e " sen(r) (3.59)
donde A(t) y B(t) se encuentran resolviendo el sistema:

A'(t)e " cos(t)+ B (t)e 'sen(t) =0
{ —A'(r)e™"[cos(t) +sen(t)] + B'(t)e ' [cos(t) — sen(t)] = f (1)

que es equivalente a

{ A'(t)cos(t) + B'(t)sen(t) =
—A'(t)[cos(t) +sen(t)] + B' (¢t ( )[cos(t) —sen(r)] = €' f(r)

En matrices seria

o] (5]~ o] 0

Aplicando regla de Cramer

0 sen(t)
, B e f(r) cos(r)—sen(t) o
A = ' cos(t) sen(?) =~ sen(n)f (1)
—cos(t) —sen(t) cos(t)—sen(r)
= A(t) = —/Ot e“sen(z) f(z)dz
‘ cos(t) 0
B(t) = _C(C)(S)(St()t) —sen(t) ;ig; = ¢ cos(t)f(1)

—cos(t) —sen(t) cos(t) —sen(r)

= B(t) = /(: e“cos(z) f(z)dz
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Ponemos A(#) y B(z) en (3.59) y se tiene que la solucién particular de la
ecuacién diferencial es:

1 t
x,(1) = —¢ " cos(t) / ¢ sen(2) f(2)dz+e " sen(r) / ¢ cos(2) f(2)dz
0 0
(3.61)
Juntamos (3.58) y (3.61) para obtener la solucién general

x(t) = cre"cos(t) + cre " sen(r)
+e"sen(t) fj € cos(z) f(z)dz — e cos(t) [§ e sen(z) f(z)dz
(3.62)
Aqui en (3.62) aplicamos las condiciones iniciales del problema (3.57)
para obtener ¢; = ¢ = 0, de donde (3.62) se reduce a

x(t) = e 'sen(t) /Ot e“cos(z) f(z)dz— e " cos(t) /Ot e“sen(z) f(z)dz
= /[ e "sen(t) cos(z) f(z)dz — /1 e 'sen(z)cos(t) f(z)dz
0 0
= /0 e sen(t —z)f(z)dz
teniendo finalmente?’

x(t) = /0[ e 'sen(t —z)f(z)dz (3.63)

2. Para determinar la funcién de respuesta del sistema frente a f (), usamos
(3.63) y tomamos los siguientes casos:

Cuando ¢ € [0, 7], se tiene:
1
(1) = / ¢ sen(t —2)e%dz = e (1 —cos(t))
0
Cuando ¢t > m, se tiene
1
x0) = [ e sen(t—2)f(2)dz
0

T t
/ e sen(t —z)e “dz+x(r) + / ¢ 'sen(t —z)-0dz
0

T

= —2e¢ "cos(t)

27Como podemos ver, coincide con la férmula propuesta
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Por lo tanto:

—2e'cos(t), t>m

3. La curva de la oscilacién x(r) la podemos observar en la figura 3.14.

Figura 3.14:

= Ejemplo 3.15 Una pesa de 8 libras se suspende de un resorte y lo estira
32/20 pies. En el instante ¢ = 0, se sumerge la pesa en un liquido que impone
una resistencia de 8 libras por pies por segundo y se aplica una fuerza externa
de f(t) = § sen(wt) libras.

1. Determine la variacién de 3 para que la solucién complementaria (o tran-

sitoria) se comporte como sub amortiguada, criticamente amortiguada y
sobre amortiguada.
Para 3 = 1, determine la posicién x(¢) del cuerpo en funcién del tiempo,
six(0) =%(0) =0.

. En el item anterior, determine el valor de w que maximice la amplitud

de la solucidn estacionaria, ademads indique la solucién del problema
para dicho valor de w

Resolucion

. Analizando las condiciones del problema es facil ver que m = %, b=

y k = 5; de esta manera la ecuacién diferencial del movimiento esta
dada por: %)’c' +Bi+5x= % sen(wr), la cual es equivalente a

X+4Bx+ 20x = sen(wt) (3.64)
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Para determinar lo que nos pide analizamos la parte complementaria de
la ecuacién diferencial, es decir: X +48x+ 20x = 0. La ecuacién carac-
terfstica serfa A2 4482 +20 = 0. De esta ecuacién el discriminantes es
A =162 — 80 y con esto se tiene lo siguiente:

a) El sistema es sub amortiguado, si y solo si, 0 < B < /3.

b) El sistema tiene amortiguacion critica, si y solo si, f = V5.

¢) El sistema es sobre amortiguado, si y solo si, B > /5.

2. Con f3 =1 en (3.64), la ecuacién diferencial nos queda asi:

X+ 4x+20x = sen(wr) (3.65)
Es facil ver que la soluciéon complementaria de (3.65) es
x(1) = cre” % cos(4t) + cre”H sen(4t)

Para determinar la solucién particular de (3.65), suponemos que ésta
estd dada por:
x,(t) = Acos(wt) + Bsen(wr) (3.66)

Ponemos (3.66) en (3.65) y se obtiene que el valor de las constantes A y
B son respectivamente:

B —4w _ 20 — w?

T W20+ (w2 Y 7T (W2220)2 + (4w)2

Luego con estos resultados en (3.66) se tiene que la solucién particular
es:
0 —4w cos(wt) + 20 —w?
X =
P w2 22002 1 (aw)2 O T W2 22002 (4w)2

sen(wt)

o también
1
)=
%p(1) (w2 —20)2 + (4w)? [

—4wcos(wt) + (20 — w?) sen(wr)]

luego la solucién general de (3.65) es:

x(t) = Cle_ZtCOS(4t)+62e_2tsen(4t)
1

20021 )

[—4wcos(wt) + (20 —w?) sen(wt)]

Para determinar ¢ y ¢, aplicamos las condiciones iniciales x(0) =0y
%(0) = 0. En efecto, aplicando la primera condicién se tiene:
4w

O == o G
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4w
(W2—20)2+(4w)?’
neral y nos queda

de donde ¢; = con lo cual reescribimos la solucién ge-

4w -2 -2
x(t) = 7207 T @) e ' cos(4t) + coe” ' sen(4t)
1

T 20 @) |

—dweos(wr) + (20 —w?) sen(wt)]

Aqui, calculamos la derivada®® y aplicamos la condicién %(0) = 0, de
w(w?—12)
mente que la solucién del problema es:

donde se obtiene que ¢, = ; y con esto nos queda final-

~ 4we ¥ cos(4r) w(w? —12)e % sen(4t)
*r) = (W2 —20)2 + (4w)? + 4[(w? —20)% + (4w)?]
1

—4wcos(wr) + (20 — w?) sen(wt)]

0T @) |

3. Como ya es sabido, la solucién estacionaria es la solucién particular, asi
se tiene que:

1
xp(1) = (w2 —20)2 + (4w)?

xg(t) = [—dwecos(wt) + (20 — w?) sen(wt)]

Aqui, hacemos algunos arreglos de tal manera que sea mas compacta
sz o 4 ;

esta sol~1{c1on, para esto, tomemos arctan(¢) = zofww2 y llevando todo a

la funcién seno vemos que

1 .
xg(t) = o207 T ) sin(wt — ¢)

donde su amplitud es:

1 1
Y e e ey A ey e

Es fécil ver que la amplitud es maxima cuando w? — 12 = 0, es decir
w = 2+/3. Tomando w = 2+/3, la solucién del problema es:

(1) = gefzt cos(4t) — 3—\/25 cos(2\/§t) + % sen(z\/§[)

Z8Tnvitamos al lector haga el cdlculo de la derivada y haga la verificacién respectiva del valor
de c2.
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o también

x(t) = \/—ge’z’ cos(4t) + % sen (2\/§t - g)

32

= Ejemplo 3.16 Un resorte con constante de elasticidad de 5 Ib/pie. que estd
suspendido verticalmente, tiene adherido en su parte inferior un cuerpo cuyo
peso es de 16 libras. Inicialmente el cuerpo estd en reposo en su posicion de
equilibrio, pero empieza a actuar sobre €l una fuerza externa en libras dada
por F(t) = 24sent, t > 0, la cual lo pone en movimiento. Si el medio donde
se realiza la oscilacién ofrece una fuerza amortiguadora numéricamente en
libras dada por 4v, donde v es su velocidad instantdnea,

1. determine la posicién del cuerpo en cualquier tiempo ¢ > 0.

2. indique la solucidn estacionaria y transitoria del movimiento.

3. Indique la amplitud, periodo y frecuencia de la solucién estacionaria.

Resolucién

1. En primer lugar, segtn los datos del problema se tiene que k =5, m = %

y b =4; por lo que la ecuacién diferencial queda asi:

1
§x+4x+5x = 24sent

o también
X+ 8x+ 10x = 48sent (3.67)

La ecuacién caracteristica asociada a la ecuacién diferencial comple-
mentaria es: 12 + 84 + 10 = 0, de donde afirmamos que se trata de un
sistema sobremortiguado con raices A = —4 4 /6, luego el sistema
fundamental de soluciones y la solucién complementaria son respectiva-

mente st = {87(4+V6)I7e(\/674)[} y
xc(t) = cle*(4+\/6)t +c2e(‘/6*4)f

El generador de f(r) = 48sent y sus derivadas es el conjunto G =
{cost,sent}, por lo cual® la solucién particular es de la forma:

xp(t) =Acost + Bsent (3.68)

29 Aplicamos el método de coeficientes indeterminados.
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Ponemos (3.68) en (3.67), hacemos las simplificaciones correspondien-

tes y se obtiene A = —% yB= ‘]‘?é Ponemos estos resultados en (3.68)
y resulta la solucién particular:
o) 384 . 432 ;
= ———cost+ ——sen
*r 145 145

Luego la solucién general de (3.67) esta dada por:

— epo VB | o (VB 384 432
x(t)=cye + e 125 ° 0st + 125 sent (3.69)

En el problema se nos indica que inicialmente el cuerpo estd en la
posicién de equilibrio y en reposo, lo que significa que x(0) = x(0) = 0.
Aplicando estas condiciones en (3.69) se obtiene

) = (48 23V6) y = (23\/_4—48)

145 145

Finalmente, con estos resultados la posicién del cuerpo en cualquier
tiempo ¢ > 0 estd dada por la funcién:

X(t) = 145(48 231/6)e (Vo) 103 A (23v/6+48)elVo-4r
—ﬁcosﬂ——sent
145 145

o también (ver figura 3.15)

NN
VYV

Figura 3.15: El sistema responde con este tipo de oscilacion.

x(t) = 145(48 23v/6)e (HVo) 145(23\/_+48) (Vo4
48
+\/msen(t7(j))

donde tan ¢ = g
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2. La solucién transitoria (ver figura 3.16) y estacionaria (ver figura 3.17)
son respectivamente

4 4
xr(t) = 3= (48— 23v/6)e (VoI | s (23V6+ 48)e (V641

48 8
xg(t) = \/msen(tfq)), tang = 5

Figura 3.16: Efecto de la solucién transitoria, la estabilidad de la solucién se
debe al hecho de ser un sistema sobre amortiguado.

VAA NN
VYV

Figura 3.17: Efecto de la solucién estacionaria

by

3. Respecto de la solucién estacionaria se tiene:

s d. o 48

Amplitud: a = wird
Periodo: T =27

Frecuencia: f = %



3 Aplicacién de las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden en el estudio
164 de vibraciones mecdnicas

EJERCICIOS PROPUESTOS 3

1. Una masa que pesa 4 libras se suspende de un resorte y lo estira 24
pulgadas al llegar al reposo en equilibrio. Si se hala la masa 2,5 pulgadas
por debajo de la posicidn de equilibrio y se suelta

a) Establezca la ecuacion diferencial y las condiciones iniciales que
describan el movimiento.

b) Encuentre la funcidn de posicion y la velocidad de la masa en
cualquier instante .

¢) Encuentre la amplitud y frecuencia del movimiento.

d) Determine el tiempo en que la masa pasa por segunda vez por la
posicién de equilibrio.

e) Determine la rapidez mdxima del movimiento.

2. Un cuerpo cuyo peso es de 4 libras al suspenderse por el extremo de un
resorte que esta fijo por su otro extremo, lo estira 0,64 pies. Cuando se
alcanza el equilibrio el cuerpo se golpea hacia abajo imprimiéndole una
velocidad inicial de 2,5 pies/s.

a) Determine la funcién de posicion y velocidad del cuerpo en cual-
quier instante ¢.

b) Determine la frecuencia y amplitud del movimiento.

¢) Determine la velocidad y aceleracion del cuerpo a 2 pulgadas por
encima de su posicién de equilibrio y se mueve hacia arriba.

3. Un resorte que se encuentra suspendido por uno de sus extremos, tiene
constante de elasticidad®® 10 Ib/pie. Un peso de 4 libras se coloca en el
extremo libre del resorte, de tal manera que cuando alcanza el equilibrio
el peso se empuja 6 pulgadas por encima de la posicién de equilibrio y
una vez alli se golpea hacia abajo imprimiéndole una velocidad inicial
de 3 pies/s. Determine la funcién de posicion en cualquier instante z,
luego determine el tiempo en que pasa por primera vez por la posicion
de equilibrio, asimismo, determine su rapidez maxima.

4. Un resorte es estirado 25 cm por una fuerza de 9 N. Si se fija el resorte
por un extremo y se suspende de el un cuerpo con masa de 250 g, de
tal manera que en el instante t = 0 se pone dicho cuerpo un metro mas
abajo de su posicién de equilibrio y se le golpea hacia arriba para darle
una velocidad inicial de 5 m/s.

a) Encuentre la funcién de posicién y velocidad del cuerpo en cual-
quier instante ¢.

306 también constante de Hooke.
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10.

b) Encuentre la amplitud, periodo y frecuencia de la oscilacion.
¢) Determine la velocidad y aceleracién maxima del movimiento.
Una masa de 20 kilogramos se encuentra oscilando en un resorte sin
amortiguacion con una frecuencia de % ciclos/s.
a) Determine la constante de elasticidad del resorte.
b) Tomando la constante de elasticidad del item anterior, determine
la frecuencia de la oscilacién si la masa se reemplaza por otra de
60 kilogramos.
Una fuerza de 100 libras estira un resorte 1/2 pie. Si se suspende de
dicho resorte un cuerpo de 256 libras de tal manera que cuando llega
al equilibrio se lo empuja hacia arriba para ponerlo a 4 pulgadas de su
posicion de equilibrio y luego se lo suelta
a) Encuentre la funcién de posicion y velocidad de dicho cuerpo en
el instante ¢.
b) En el instante t = 27” s. determine la posicion del cuerpo y en qué
direccidn se estd moviendo.
¢) Determine el instante en que el cuerpo se encuentra por segunda
vez a 2 pulgadas por debajo de su posicién de equilibrio.
Una masa de 1,6 slugs se adhiere al extremo de un resorte con constante
de elasticidad 40 Ib/pie. Si dicha masa se pone a 4 pulgadas arriba de la
posicién de equilibrio y se le golpea ddndole una velocidad descendente
de 1,25 pie/s.
a) Determine la funcién de posicién de la masa y su amplitud.
b) Determine la rapidez maxima del movimiento.
Un cuerpo que oscila en un resorte tiene periodo 1,5 s. Al afiadirle
un peso de 6 1b, el periodo de la oscilacién aumenta en un segundo.
Determine el peso del primer cuerpo.

. Una bola de acero que pesa 4 libras al suspenderse de un resorte lo estira

24 pulgadas. La bola oscila al ser liberada del reposo desde una posicién
que estd a 6 pulgadas por debajo de su posicién de equilibrio; si la
oscilacién se da en un medio que ofrece una fuerza de amortiguamiento
numéricamente igual al doble de la velocidad instantdnea,
a) determine la ecuacidn diferencial y sus condiciones iniciales para
la oscilacién.
b) encuentre la funcién de posicién de la bola en cualquier tiempo ¢.
¢) a partir de la funcién encontrada en el item anterior, determine si
la bola cruza la posicién de equilibrio.
Una bola de acero que pesa 4 libras al suspenderse de un resorte lo estira
24 pulgadas. La bola oscila al ser liberada del reposo desde una posicion
que estd a 12 pulgadas por encima de su posicién de equilibrio; si la
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11.

12.

13.

oscilacién se da en un medio que ofrece una fuerza de amortiguamiento
numéricamente igual a la velocidad instantanea,
a) establezca la ecuacion diferencial y sus condiciones iniciales para
la oscilacion.
b) encuentre la funcién de posicién de la bola en cualquier tiempo ¢.
c) a partir de la funcién encontrada en el item anterior, determine si
la bola cruza la posicién de equilibrio.
Un resorte de 4 pies de largo llega a medir 4,5 pies cuando se suspende
de el un peso de 8 libras. Si se jala el peso un pie por debajo de la
posicién de equilibrio y se le golpea hacia abajo transfiriéndole una
velocidad inicial de 2 pie/s el peso se pone en movimiento. Considerando
que el medio en el cual se realiza la oscilacién ofrece una fuerza de
amortiguamiento que es numéricamente igual al dos veces su velocidad
instantdnea,
a) establezca la ecuacion diferencial y sus condiciones iniciales para
la oscilacién.
b) encuentre la funcién de posicién x(r) del peso en cualquier tiempo
1.
¢) a partir de la funcién encontrada en el item anterior, determine el
tiempo en que el peso cruza la posicién de equilibrio por primera
vez.
d) determine el tiempo 7 > 0 en el cual |x(7)| tiene su méximo valor.
e) determine la funcién de amplitud a(t), el periodo y el dngulo de
fase de la oscilacion.
Un cuerpo de masa 1 kilogramo se suspende de un resorte cuya cons-
tante de elasticidad es de 16 N/m. Si todo este sistema resorte-masa
se encuentra en un medio que ofrece una resistencia de 10 N s/m y en
el instante ¢ = 0 se pone el cuerpo 1 m por debajo de la posicién de
equilibrio y se le imparte una velocidad ascendente de 10 m/s
a) establezca la ecuacion diferencial y sus condiciones iniciales para
la oscilacioén.
b) encuentre la funcién de posicién x(r) del peso en cualquier tiempo
1.
¢) a partir de la funcién encontrada en el {tem anterior, determine el
tiempo en que el peso cruza la posicién de equilibrio por primera
vez.
d) determine el valor mdximo de |x(¢)| parat > 0.
Un cuerpo cuyo peso es de 20 N se suspende de un resorte y lo estira 125
cm. El cuerpo en mencidn una vez que estd en el equilibrio se le imparte
una velocidad hacia abajo de 10 m/s, sabiendo que el medio en el cual
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oscila el cuerpo imparte una fuerza de amortiguamiento numéricamente
igual a dos veces su velocidad instantdnea (considere g=10 m/s?)
a) establezca la ecuacidn diferencial y sus condiciones iniciales para
la oscilacion.
b) encuentre la funcién de posicién x(¢) del peso en cualquier tiempo
t.
¢) a partir de la funcién encontrada en el item anterior, determine el
tiempo en que el peso cruza la posicién de equilibrio por segunda
vez.
d) determine el mayor desplazamiento del cuerpo en oscilacion res-
pecto de su posicién de equilibrio.

14. Un resorte que mide 1 m de largo llega a medir 1,20 m cuando se

15.

16.

suspende de el un peso de 20 N. Si este peso se reemplaza por otro de
39,2 N y al sistema resorte-masa se le afiade un dispositivo que ofrece
una fuerza de amortiguamiento numéricamente igual a la velocidad
instantdnea (considere g = 9,8m/ 5%)

a) determine la ecuacion diferencial y sus condiciones iniciales, sa-
biendo que el peso se libera 50 cm por debajo de la posicién de
equilibrio con una velocidad descendente de 1 m/s.

b) encuentre la funcién de posicién del peso en cualquier tiempo ¢.

¢) encuentre el tiempo en que el peso pasa por la posicién de equili-
brio por tercera vez.

d) determine la funcién de amplitud a(z), periodo y frecuencia de la
oscilacion.

Un peso de 12 libras se suspende del extremo de un resorte y lo estira
6 pulgadas. Si dicho peso se pone a oscilar en el resorte en un me-
dio que ofrece una fuerza de resistencia de  libras por cada pie por
segundo de velocidad. Determine los valores de 3 para los cuales la
oscilacion es subamortiguada, sobre amortiguada y criticamante amor-
tiguada. Describa la funcién de posicién x(z) en funcién de 8 en cada
caso.

La oscilacién de una masa m en un resorte se da seguin la ecuacién
diferencial

mi+6x+10x=0

Determine los valores de m para los cuales la oscilacién es subamor-
tiguada, sobre amortiguada y criticamante amortiguada. Describa la
funcién de posicién x(¢) en funcién de m en cada caso.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Un sistema resorte - masa forzado se comporta segun el problema:

X+ 64x =28cos(6t), t >0

x(0) = %(0) =0

a) Interprete fisicamente este problema
b) Halle x(¢) y demuestre que x(z) = 2sen(¢)sen(7¢). Si hace a(t) =
2sen(t), esta se llama amplitud de tiempo variante mientras que la
onda sen(9¢) se llama amplitud modulada.
Al aplicar una fuerza de 7,5 libras a un resorte, este se estira 18 pulgadas.
Un peso de 25,6 libras se suspende de dicho resorte y una vez que esta
en la posicion de equilibrio se le aplica una fuerza en libras dada por
F(t) = 11sen(3t). Determine la funcién de posicién x(¢) del peso e
indique la frecuencia natural de la oscilacién!.
Un cuerpo cuyo peso es de 100 libras al suspenderse de un resorte lo
estira una pulgada. Al estar dicho cuerpo en la posicién de equilibrio se
le aplica una fuerza en libras dada por F (1) = Fycos(wt), t > 0. Indique
para qué valor de m acontece una oscilacion de resonancia y halle dicha
oscilacidn.
En el ejercicio 18, encuentre la funcién de posicién x(¢) del peso, si en
el tiempo t = 0 dicho peso estd 6 pulgadas debajo de su posicién de
equilibrio y ademads de actuar la fuerza externa se le proporciona una
velocidad inicial de 2 pie/s hacia arriba.
De un resorte con constante de elasticidad 5,625 1b/pie se suspende un
peso de 20 libras. Se aplica una fuerza externa F(t) = 15cos(wt). Asu-
miendo que en ¢ = 0 el peso estd en reposo en la posicion de equilibrio
a) establezca la ecuacién diferencial y las condiciones iniciales que
describen el movimiento.
b) encuentre la posicién y la velocidad del peso en cualquier tiempo
t cuando w # 0.
¢) encuentre la posicién y la velocidad del peso en cualquier tiempo
t cuando hay resonancia, ademds determine la amplitud a(t).
Si en el ejercicio 21 en el tiempo ¢ = 0 el peso se coloca 4 pulgadas
encima de la posicion de equilibrio y se le golpea ddandole una velocidad
inicial de 3 pies/s hacia abajo
a) establezca la ecuacion diferencial y las condiciones iniciales que
describen el movimiento.
b) encuentre la posicién y la velocidad del peso en cualquier tiempo
t cuando hay resonancia.

31Es aquella que proviene del sistema resorte - masa, mas no de la fuerza externa.
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23.

24.

25.

26.

¢) determine la funcién de amplitud a(z).
Un sistema resorte - masa se comporta segin la ecuacion diferencial

mi+kx=F(t)

Determine los valores de @ para los cuales existe resonancia, si:

a) F(t)sen*(wt)

b) F(t) = sen’(wt)

¢) F(t) = sen®(wt)
La oscilacién en un sistema resorte masa se da segin la ecuacion dife-
rencial

i+ 16x = £(1), x(0) = £(0) = 0

Halle x(¢), si
[ 8cos(4t), 0<t<2m
a) f(t)_{ 0,1>2x
0,0<t<2m
by fl0) = { 8cos(4r), r > 21
?,0<t<m
C) f(l)_{ O,IZE
La oscilacion en un sistema resorte masa amortiguado se da segun la
ecuacion diferencial

£ 2%+ 2x = £(1), x(0) = #(0) = 0

Halle x(z), si
_JeTtcos(r),0<tr<m
61) f(t)_{ O,IZﬁ
0,0<t<m
by f(1) = { 2¢Tcos(t), t>m
Una masa de % kg. que estd suspendida de un resorte fijo en el techo,
hace que este se estire % m. al ponerse en reposo y en equilibrio. En
el instante ¢ = 0, la masa se desplaza 1 m. arriba de su posicién de
equilibrio y se suelta. En ese mismo instante empieza a actuar una
fuerza externa f(r) = 305cos(3¢) N. en el sistema. Si el medio ofrece
una resistencia de 5 N s/m y la gravedad la tomamos como 9,8 sﬂZ
a) Determine el desplazamiento x(¢) de la masa en cualquier instante
t>0.
b) Calcule la rapidez maxima y la amplitud del movimiento para un
tiempo grande.
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27.

28.

29.

30.

Una fuerza de 500 dinas estira un resorte 12 centimetros. Se pone dicho
resorte en un soporte y se suspende de el una masa de 4 gramos a la
cual se le permite que llegue al equilibrio; una vez alli, se aplica una
fuerza en dinas dada por f(¢) = 300sen(2¢), t > 0. Asumiendo que
hay un amortiguador adherido a la masa que proporciona una fuerza
amortiguadora numéricamente en dinas igual a 24 v, donde v es la
velocidad instantdnea en centimetros por segundo
a) determine la posicion de la masa en cualquier instante 7.
b) determine la posicién y la amplitud méxima del movimiento en un
tiempo largo.
c¢) determine la rapidez mdxima del movimiento para un tiempo largo.
Una masa que pesa 12 libras al quedar suspendida de un resorte lo alarga
128 pulgadas. La masa se libera de la posicion de equilibrio con una
velocidad descendente de 3/2 pies por segundo. Si el medio en el cual
se mueve la masa ofrece una fuerza de resistencia igual a 3/4 veces su
velocidad instantdnea y se aplica una fuerza externa en libras igual a
f(t) =9sen(3t),1 >0,
a) halle la posicién de la masa en cualquier tiempo; identifique la
parte transitoria y estacionaria del movimiento.
b) halle la frecuencia, dngulo de fase y amplitud méxima del movi-
miento en un tiempo grande.
¢) halle la rapidez maxima del movimiento para un tiempo grande
De un resorte cuya constante de elasticidad es de 10 Ib/pie., se suspende
cuerpo cuyo peso es 20 libras. Inicialmente el cuerpo se libera de la
posicién de equilibrio con una velocidad ascendente de 1 pie/s, actuando
ademds sobre dicho cuerpo una fuerza externa en libras dada por F(¢) =
% sen(2t), ¢ > 0. Si el medio donde el cuerpo oscila ofrece una fuerza
amortiguadora numéricamente en libras dada por 41/8v, donde v es su
velocidad instantdnea,
a) determine la posicion del cuerpo en cualquier tiempo ¢ > 0.
b) indique la solucidn estacionaria y transitoria del movimiento.
¢) indique la amplitud, frecuencia de la solucién estacionaria.
Una pesa de 16 libras se suspende de un resorte y lo estira 8/5 pies. En
el instante ¢ = 0, se sumerge la pesa en un liquido que le proporciona
una resistencia de 3 libras por pie por segundo, asimismo, empieza a
actuar sobre el sistema resorte - masa, una fuerza en libras dada por
f(t) = sen(wr).
a) Determine los valores de 8 para los cuales la solucién transitoria
se comporta como sub amortiguada, criticamente amortiguada y
sobre amortiguada.
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b) Para B = 1, determine la posicién x(¢) de la pesa, si x(0) = x(0) =
0.

¢) En el item anterior determine el valor de w para el cual la amplitud
de la solucién estacionaria tiene su maximo valor. Ademads indique
la solucién x(¢) para dicho calor de w.

d) Halle x(t), cuando w? = 20.

31. Un cuerpo de masa m oscilando en un resorte, su posicion x(¢) satisface
la ecuacién diferencial

X4 2bx+kx = Fysen(wr + o)

donde Fy, w y o son nimeros reales no nulos.

a) Demuestre que existe ¢ tal que la solucidn estacionaria esta dada
por

Fosen(wt + o+ ¢)
xg(t) =
V (k—w2)2 +4b2w?
b) Determine el valor de w para el cual la amplitud es maxima.
¢) Analice la amplitud en el caso de que w — vk y b — 0.
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4. Resolucién de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias lineales con serie de
~ potencias

Antes de hacer el estudio de la resolucién de las ecuaciones diferenciales
mediante series, es bueno hacer un repaso acerca de la teorfa de series de
nimeros reales y serie de potencias, mas que todo desarrollando los conceptos
y teoremas principales relacionados a su convergencia.

4.1 Serie de nUmeros reales

Pongamos la funcién

a: N —R
n —a(n):=ay,

El conjunto {aj,az,-- -}, que denotaremos con {a, };_;, 0 {a@,}nen, 0 simple-
mente {a,} es lo que llamaremos sucesién. Ahora, con los elementos de esta
sucesién podemos construir otra sucesion de la siguiente manera. Tomemos
s1 =aj, s = a) +ap, s3 = aj +as + asz, y asi sucesivamente, de tal manera
que

n
sn:Zak:a1+a2+~~+an “4.1)
k=1

Vemos que procediendo de esta manera se obtiene otra sucesién {s,} que
llamamos sucesién de sumas parciales de los elementos de {a,}. Sien (4.1)
hacemos n — oo se obtiene:

ay “4.2)

s

n=1
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Que le llamaremos serie infinita o solamente serie. Si la sucesién {s, } converge
hacia s, diremos que la serie converge a s y escribimos

a,=lims, =s “4.3)
n—soo

gk

n=1

Al ntimero s se le llama suma de la serie, pero también debe entenderse como el
limite de la sucesién de sumas parciales {s,}, y que no es una simple adicién.

De la convergencia de la sucesién (de sumas parciales) {s, }, se tiene que
lim;,_ye 5, = s 81, y solo si, dado € > 0, existe N € N tal que, si n > N, entonces
|sn — 5| < €. Pero aqui debemos tener en cuenta el siguiente detalle:

oo n oo
paracadan € N, s—s, = Zak—zakz Zak
k=1 k=1 n+1

Y a|=Ilsn—sl<e
n+1

Por esto, la convergencia de una serie lo escribimos a continuacién como:

Definicién 4.1.1 La serie de nimeros reales ) .., a,, converge al nimero
s si, y solo si, dado € > 0, existe el nimero natural N, tal que, sin > N,
entonces |Y, ax| < €.

Observacion
Escribiremos la serie Y°_; a,, simplemente como Y a, excepto el

caso en que haya un cambio en los indices.

= Ejemplo 4.1 Dada la sucesién {a, } donde a, = r". Si tomamos |r| < 1, es
fécil ver que |a,| = || < 1, Vn € N. Conocemos por cocientes notables que

AR WSS ST | =Yy"_,rk, es decir:

r—1

Lo 1=t

Zr 1—r

k=0

si hacemos n — oo, entonces ocurre que a, = r" — 0, luego nos queda el
siguiente resultado:

re= “4.4)
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Dando valores particulares al nimero a, obtenemos resultados interesantes,
por ejemplo:

] &1
Parar:z, k:ZO?:l—Fz—'—Z_F =2
1 &1 1 1 3
P = - —:l — —_ = -
ara r 37/(;)3]( +3+9+ >
1 & (=1 11 1 2
P = — = :1—— _— = = —
ara r 2,/;) % +4 8+ 3

Es claro en el ejemplo anterior que si » > 1, entonces la serie es divergen-
te

Teorema 4.1.1 Y° , ax converge si, y solo si para cada € > 0 existe N € N,
tal que

m
ay| <€, sim>n>N
k=n

Demostracion. Si se toma en cuenta de que )7 a; converge, entonces
dado € > 0, existe N € N tal que, si n > N, entonces |Y;_, ax| < % Tomando
m > n se tiene:

oo =

m m =] oo
de = Zak+ Z ar — Z ai| = Zak* Z ay
k=n — i

k=n k=m+1 k=m+1 =n k=m+1
= = € €
< ay| + | < z+=-=E¢
> Z’ k 72 k ) )
k=n k=m+1

Luego tomando m > n > N se cumple que

m
Z ap| < €
k=n

Ahora, si suponemos que para cada € > 0 se tiene |Y*_, ax| < € para m,
n cualesquiera con m > n > N, entonces fijando »n y haciendo m — oo se
obtiene:

i ap| <€
k=n




176 4 Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con serie de potencias

con lo cual afirmamos que Y, a, es convergente. ]

Si ¥ a, converge, entonces lim, . a, = 0.

Demostracion. En primer lugar debemos notar que para cada n se tiene

que®:

any1 = (ai+ar+--+ap+ap)—(a1+ar+---+ap)
n+l n

= Zak_zak:srz+l_sn
k=1 k=1

Por hipétesis se tiene que ), a, converge, esto significa que existe un
ndmero s tal que Y, a, = s. En término de sucesiones, esto equivale a
decir que la sucesién de sumas parciales {s,} con s, = Y;°_; a, converge
al ndmero s. Asi, dado € > 0, existe N € N tal que,

[
[sm — 8| < 5 siempre que m > N

de aqui aplicando desigualdad triangular se tiene que
€

=€
2

€
am+1] = [Smt1 = Sm| < |Smr1— S|+ [sm — 5] < §+
de donde se concluye que

lima, =0
n—soo

“Vea (4.1)

El reciproco del teorema no necesariamente es cierto. Es decir, que a, — 0
no es suficiente para que ) a, converja. Por ejemplo tomemos a, = %, a pesar
que a, — 0, n — oo, sin embargo

> 1 111
S 45
n2=1” tot3tgt (4.5)

es divergente. Probaremos tal hecho mas adelante. También es importante el
teorema 4.1.2, porque nos brinda una condicién esencial para que una serie
diverja, esto es lim,,_,.a, # 0.
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Teorema 4.1.3 Una serie de términos no negativos converge si, y solo si
sus sumas parciales forman una sucesion acotada.

Teorema 4.1.4 — Criterio de comparacion. 1. Si|a,| <cp,paran>
N, donde N € N es dado, y Y ¢, converge, entonces Y a, también
converge.

2. Sia, >d,>0paran> Ny Yd, diverge, entonces ) a, también
diverge.

Demostracion.

1. Se tiene que |an| < ¢, paran > N (N dado), y ¥ ¢, converge, es
decir, Y »_; ¢, < o0. Con esto se tiene que

0< Y Ja = Z\an|+ Z lan| < Z|an|+ Z cn <o
n=1 n=N+1 n=N+1
Luego aplicando el teorema 4.1.3, la serie Y;,_; |a,| es convergente, asi
Y| a, es convergente.
2. Como 0 <d, <ay,paran> N,entonces 0 <Y " v 1 d, <Y "y qan;
pero Y"1 dy diverge,esdecir} " v d, = +oo;porlotanto },° . a, =
+oc0. Con esto se tiene que

oo

oo N
Szanzzan"‘ Z ap = +o°
n=1 n=1 n=N+1

Asi se concluye que Y| a, diverge.
|

= Ejemplo 4.2 Utilizando el teorema anterior podemos demostrar la divergen-
cia de la serie en (4.5), en efecto: tomamos las sumas parciales de Y a,, con
ap = % Observemos lo siguiente

272

L R
374744 2

LR S UG I S R SR B
56 ' 7'8°8'8'8'8 2

Asf tenemos que Y7 2 < Zk 1 k’ Vn € N. Haciendo n — o se tiene que yi 3
diverge, luego segtin el teorema 4.1.4, se tiene que ¥ 1 7 diverge. "
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A pesar de que la serie ), 1 -, diverge, es importante el hecho de que la

1
serie alternada ), —) si converge. Para esto tenemos el criterio de Leibniz
el cual nos da las COIldlClOl’lCS para que una serie alternada converja

Teorema 4.1.5 — Criterio de Leibniz. Considere la serie alternada;

Yo (=1)"ay, con a, > 0. Si {a, } es una sucesién no creciente y a,, — 0,

n — +oo, entonces Y (—1)"a, converge

. 71 n ,
De acuerdo a este teorema se tiene que -, % converge, ademds

n+1

i =1n(2)

n=1

Teorema 4.1.6 Dada la sucesién {a,} talque a; > ap > a3z > --->0.La
serie Y a, converge si, y solo si la serie

Z 2Xar = ay +2ay +4ay +8ag + - (4.6)

converge.

Teorema 4.1.7 La serie ), nip converge si p > 1 y divergesi p < 1.

Teorema 4.1.8 Si p > 1, entonces

= 1
n;z n(lnn)? 47

converge. Si p < 1, la serie diverge.

Definicion 4.1.2 En nimero e se define de la siguiente manera:

= 1
; — (4.8)
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Teorema 4.1.9 Dada la sucesién {1+ }l} se tiene que

lim <1+1> —e 4.9)
n

n—yo

Un resultado importante es que e € II.

Definicion 4.1.3 Si la serie Y |a,| converge, entonces decimos que es
absolutamente convergente.

Teorema 4.1.10 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Teorema 4.1.11 — Criterjo de la razon o de D’Alembert. Dada la serie

Y a,, para la cual 1im,, . “’l'l“ =L
n

1. Si L < 1, entonces la serie converge absolutamente.
2. SiL > 10 L = oo, entonces la serie diverge.
3. Si L =1, no se asegura la convergencia o no convergencia.

Demostracion. 1. Como L < 1, entonces existe 6 € R tal que 0 < L <
lan

0 < 1; asimismo, existird N € N tal que ‘a—ﬂl‘ < d,Vn> N.De esta
manera, tomando n > N se tiene que

lant1] < Olay| (4.10)
Desarrollando (4.10) vemos que:

|lan+1| < 8lan|

lan 12| < 8lans1] < 8%|ay]
|aN+3| < 5|aN+2| < 53‘a1v|
\avsa] < Slans| < 8%ax]

Procediendo por induccién, se tiene que para m € N se cumple

|aN+m| < 5m|aN|
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Como 0 < 6 < 1, entonces

o I IS @
0 S Z |aN+m‘ < Z |5maN| = ‘aN| Z 6m — %
m=1 m=1 m=1 -

De esto se concluye que Y, |a,| es convergente.
2. Tomando L > 1, se tiene que existe N € N tal que % >1,Vn>N.
De esta manera:

lan| < |an+1], Vn >N

Con esto, es fécil ver que lim,_,« |a,| # 0, por lo tanto, Y | a, no
converge (diverge)
|

Teorema 4.1.12 — Criterio de la raiz. Dada la serie Y a,, para la cual
lim;,—se0 {'/W =L

1. Si L < 1, entonces la serie converge absolutamente.

2. SiL > 10 L = oo, entonces la serie diverge.

3. Si L =1, no se asegura la convergencia o no convergencia.

Teorema 4.1.13 SiYa, =Ay Y b, = B, entonces Y (a, +b,) = A+ B.

Teorema 4.1.14 Supongamos que ) a, es absolutamente convergente, ade-
mas ) > ga, =A4A, Y, —ob, = B, entonces

(i a,,) (i b,,) i ¢, =AB, donde ¢, = Zn: aib,_r  (4.11)
n=0

n=0 n=0 k=0

4.2 Serie de potencias

Una serie de potencias alrededor de un punto xyp € R es una suma infinita
de la forma

o

Zan(x—xo)":ao+a1(x—xo)+a2(x—x0)2+-~~ 4.12)
n=0

Si para un x especifico, tomamos la sucesién de sumas parciales {s,(x)},
donde s, (x) = Y4_ ax(x — x0)¥, decimos que la serie (4.12) converge si existe
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s(x) tal que limy, 00 5, (x) = s(x), es decir

n

lim Z ap(x—xo)* = s(x) (4.13)
n~>ook=0

caso contrario diremos que es divergente. También es importante mencionar
que la serie (4.12) es absolutamente convergente, si ocurre que Y g |an (x — x0)"|
converge.

Es facil darse cuenta que para x = xo la serie converge, mds si acontece
que x # xy, entonces la serie puede converger o diverger. Para determinar
el conjunto de los x para los cuales la serie converge hacemos el siguiente
andlisis, para lo cual aplicamos el criterio de la razén indicado en el teorema
4.1.11. Para un niimero x hagamos b,, = a,(x — xo)", luego se tiene

1
bn+1 | 4n+1 (x - -)‘:O)nJr | 4n+1
= —| = x — xo
b, an(x—xo) N
de donde
. byt . an41
lim = |x —xo| lim
n—oo n n—ee | ay,
. . . b
Segtin el teorema 4.1.11, la convergencia ocurre cuando lim,,_, ’Z_H <1,es
n
decir
. an+1 .. .
lx—xo| lim | =L | <1 o también |x—xo| < lim
n—oo an n—oo Ap+1
Si hacemos
R = 1lim (4.14)
e | A
se tiene que
x—xo| <R = x€(xp—R,xo+R)

Llamamos a R el radio de convergencia de la serie. Segtn los valores que
asuma R, ocurren tres casos para la convergencia de la serie (4.12).

1. Si R es un nimero real diferente de cero, entonces la serie converge
para todo x en el intervalo (xo — R,xo + R), el cual es llamado intervalo
de convergencia de la serie. Tener en cuenta que la serie diverge en
(—o0,x9 — R) U (x9 + R, +o0), mientras que en los puntos xo — R, xo + R,
la serie podria converger o diverger.

2. Si R =0, entonces la serie diverge para cualquier x € R, excepto para
X = XQ.
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3. Si R = oo, entonces la serie converge para cualquier nimero real x.

= Ejemplo 4.3 Dadalaserie } ();32)" . Hallar el conjunto donde converge
la serie.

Resolucién

En primer lugar calculamos el radio de convergencia. Tenemos que a, =
y segtin (4.14) el radio de convergencia es

1
4np2

1 2 2
; 4n+1 1
R=lim = tim [T |y |2y (1+-> —4
n—oo | @y 1 n—oo| — L n—soo n n—seo n

T (1)

Luego la serie converge con seguridad en el intervalo I = (3 — 4,34 4) =
(—1,7). Ahora veamos en los extremos

Para x = —1 tenemos: } ", % = )::f' 1 u , la cual converge.

Para x =7 tenemos: } ", (Z;Tj Yoo 2 , la cual converge.

Luego afirmamos que la serie converge en el conjunto [—1,7] y diverge en
R—-[-1,7]. .

= Ejemplo 4.4 Determine el radio de convergencia y el conjunto de conver-
gencia de la serie ), x

Resolucién
. n . .
En primer lugar a, = 37, luego el radio de convergencia es

37!

= 1 1 1

| = i — ) ==
—tim 5| = i (143) =5

n+l

R = lim
n—oo

Ap+1

Asi la serie converge para |x| < o tamblen parax € < 35 3> Si tomamos
)

x=-1 entonces se tiene la serie Z (G , la cual es convergente'. Ahora

3 b
si se toma x = §, entonces se tiene la serie d1vergente Yoo rll Por o tanto el
conjunto de convergencia es [f %, %> "

Algunas situaciones importantes que debemos mencionar respecto de las series
son las siguientes:

supongamos que la serie (4.12) converge para |x — xo| < R, denotamos su
suma por f(x) y se tiene:

=

2
flx)= Z an(x—x0)" =ap+ai(x—xop) +az(x—xp)"+--- (4.15)
n=0
Tener en cuenta que la serie Yo ; es divergente, sin embargo la serie }'°_| ﬁ—lL es conver-

gente.
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Si esto es asi, entonces f(x) es continua e infinitamente diferenciable en
|x —xo| < R. Las derivadas que se obtienen a partir de (4.15) son

oo

flx)= Z nay,(x —x0)" ' = ay +2as(x — xp) + 3a3(x —x0)* + - -
n=1

o

(x) = Z n(n—1)ay(x—x0)" 2 = 2a, +6a3(x —xo) + - - -
n=2

" (x) = i n(n— 1)(n—2)an(xfxo)"_3 = 6az +24as(x —xp) + -

n=3

Otro aspecto importante es que si una funcién f(x) continua admite derivadas
de todos los 6rdenes en |x —xp| < R, entonces segin el teorema de Taylor f
puede representarse mediante una serie de potencias de la forma

= )
fa) = YLy

|
n=0 n.

1/ /1

X0 X0

= Fla) o) x0) 4 T gy L0

Cuya convergencia es para |x — x| < R. Algunos desarrollos familiares usando
serie de Taylor son los siguientes:

(x—x0)>+---

o 1 2 x3
e)(: —:1 _— _—

n;)n! AR TR

v D" o0 )
senx—r;)(zn+1)'x —x—§+§ ?4—

_ - (_l)n 2n __ x2 X4 x6
i VR T TR TRt e

Usando la idea del ejemplo 4.1 encontramos que para |x| < 1,

o

1
Y =l+x+ 40+ = — (4.16)
— 1—x
n=0
de (4.16) podemos deducir varios resultados importantes, por ejemplo si
reemplazamos x por —x en (4.16) se obtiene:

] o
1+x:Z(—l)"x":1—x+x2—x3—|—x4—x5+-~, X[ <1  (4.17)
n=0
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Ahora si en (4.17) reemplazamos x por x2, se obtiene

L
s L R e W<l @)
X

n=0

Integramos (4.17) para obtener
= (—1)" P B

l 1 = —anrl: _— _— cee 1 4.19
=Y X-ThT o <D @19

Asimismo integramos (4.18) para obtener

o (=D" 24 X
t = = X— — _— ceey, < 1 420
arctan x ,12:0 PR x=3 + s 7 + |x] (4.20)

Dada las series de potencias con sus respectivos radio de
convergencia

flx)= Zan(xfxo)", |x —xo| < Ry
n=0

glx) = Z bu(x—x0)", |x—x0| <Ry
n=0

Tomando R = min(R;,R;) se cumplen las siguientes afirmaciones
1. Si f(x) = g(x), entonces a, = by, Vn.
cf(x) =Y gcan(x—x0)", |x —xo| < Ry, para cualquier constante c.
Fx) £g(x) =X o(an£bn)(x —x0)", |x—x0| < R.
Fx)gx) =X ocnlx —x0)", |x —x0| <R, donde ¢, = Z;,’,Z:O axby_y.
% =Y gcn(x —x0)", donde ¢y = Z—g yCn= —anizzigcnb”*", n=
1,2,3,--+ y [x—x0| <R/, con R = min(R,d), siendo d el minimo
entre la distancia de xg al cero de g(x). Tener en cuenta que g(x) # 0.
6. f(x) es infinitamente derivable en |x —xp| < R, ademés

U

oo

fO@) =Y nn—1)(n—k+1a,(x—xo)"* (4.21)
n=k

Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias li-
neales alrededor de un punto ordinario
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Definicion 4.3.1 Una funcién f que admite un desarrollo en serie de
potencias de la forma

£ = ioanoc—xo)"

en alguin entorno del punto xq se dice que es analitica en x.

Volvemos a enfatizar, que toda serie de potencias alrededor de x( con radio de
convergencia R, define (o es) una funcién f(x) en el intervalo xop — R < x <
X0+ R, y escribimos

£x) = iocnoc—xo)"

donde ademds f(x) es infinitamente derivable en (xo — R,xo + R)

Definicion 4.3.2 Si la funcién f(x) es analitica en x, entonces decimos
que xp es un punto ordinario de f(x).

Teorema 4.3.1 Dada la ecuacion diferencial:
Y a1 ()Y - ay (x)y +ao(x)y = f(x) (4.22)

Si x = x¢ es un punto ordinario de las funciones a,,_1, a,—2, ---, a1, ao y f,
entonces la ecuacion (4.22) admite solucion de la forma

y(x) = i cn(x—xp)"
n=0

A continuacion se resuelve varias ecuaciones diferenciales mediante serie de
potencias alrededor de un punto ordinario.

= Ejemplo 4.5 Resuelva la ecuacién diferencial: x'(¢) = 12x

Resolucién

En este caso vemos que #p = 0 es un punto ordinario, por lo cual la solucién es

de la forma:
x(t) = Z cnt”
n=0

con

X(t) = Z ne,t" !
n=1
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Reemplazando en la ecuacidn diferencial se obtiene:
1 +2e2t+3c3t> + - =12 (co+crt+eot® +---)
que expresada en sumatorias seria:
Z neg "\ = Z ot 2
n=1 n=0

al uniformizar exponentes queda:

oo

Z(n+1 Cn+1[ ch 2"

n=0

luego uniformizando indices se obtiene:

~+oo
c1 42t + Z [(m+1)cpr1 —cn2]t" =0 (%)

n=2
C] =0
De (*) vemos que ¢ ¢ =0 . De esta relacién encontra-
c,,+1—n+17 =2,3,4,-
mos que
Cl =C4=C7="""=C3+1 :Oa k:Oa1a27"
€2 =C5 =Cg :"':C3k+2:Oa kzoalazv'

Asi también .

Cc3 = §0

Q%9 — %
C6 = 6 T 637 3
6 _ _Co - _Co
€= 9 T 9637 331
_C9 __ 0 _ ¢
C12 = 13 = 12963 — 3%.41
C

C3p = 3nf)n!7 l’l:071,2,"'

Luego
—+oo
x(t) = Z ant" = co+ 1t + cat> + e3> 4 cat* + cs7 + - -

n=0
= CO+C3I3 +66t6+69t9+~~

i cot ™ i" 1 <t3)"
= :CO —_— —_—
= 3"n! =n!\3
3

.z .z . . I3
Entonces la solucién de la ecuacion diferencial es x(f) = cpe3 . .
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X(t)+x(t)=0
= Ejemplo 4.6 Resuelva: ¢ x(0) =0
X(0)=1
Resolucién
Suponer que la solucién del problema es:
+o0
x(t) = Z et = co+cit +eat? 4 -
n=0
aplicando las condicién inicial x(0) = 0 vemos que
co = 0
asimismo también vemos que
X (t) = Z nept™ ' =y +2cat 4 3c3t> + -
n=1
que con la condicién inicial x'(0) = 0 se obtiene
cl1 = 1
Poniendo x(¢) = Y., c,t" en la ecuacién diferencial se tiene:
—+oo —+oo
Z n(n—1)c, ">+ Z cnt" =0
n=2 n=0
Uniformizando el exponente de ¢, la ecuacién se convierte en:
o +oo
Z (n+2)(n+1)cypat" + Z cat" =0
n=0 n=0
luego
Z [(n+2)(n+1)cppo+cu]t" =0
n=0
de esto ultimo se obtiene la férmula de recurrencia
Cn 0,1,2 (4.23)
c = 7T o =V 1z .
T i 2)(nr 1)
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Usando esta férmula, calculamos los coeficientes de la serie para los primeros
valores de n, asi vemos que:

€0
sz—ﬁzo
_ Cl _ 1
“=7357 73
6477%:0
c3 1
=535

De esta manera podemos ver que

C2n207 n:OaLza"'

_ =
Cont1 = (2

Tl)'a n:0a172737'“

Ahora como
x(t) =co+cit+ eat? +estP +eat* o5t + -

entonces
x(1) =0+cit+0+c3t> +0+cst + -

luego
x(t) — Z C2n+1t2n+1
n=0
=) _1 n
x(t) — Z ( ) t2n+l

= (2n4-1)!
x(t) = sen(r)

Con esto se demuestra que los métodos cldsicos de resolucién de una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden son equivalentes con el método
de series de potencias. La ecuacién diferencial que hemos resuelto aqui es de
coeficientes constantes.
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3y' =y +x+1)y=1

s Ejemplo 4.7 Resuelva:
¥(0)=y'(0)=0
Resolucién

En este caso es facil ver que xo = 0 es un punto ordinario de la ecuacion
diferencial por lo cual la solucién es de la forma:

(x) = Z cnX" = co+c1x+eox® - (4.24)
n=0
Aplicando las condiciones iniciales se obtiene que
co=1C1 = 0

Luego, poniendo la serie (4.24) en la ecuacion diferencial vemos que

oo =

3Z(n—1ncnx chnx" Iy x—i—l)z xX'=1

n=2 n=0
entonces
Z3nnflcnx chnx"IJchx"HJch‘cfl
n=2

uniformizando exponentes se llega a la expresion:

oo

Z 3(n+2)(n+1)cy2x" — Z (n+ Dapp1x"+ Z Cp_1X" + Z X" =1
n=0 n=0 n=1 n=0

Uniformizando indices:
6cr—ci+co— 1+ Z B(n+2)(n+1)cpr2— (n+ g1 +en+cni]x" =0
n=0

como cp = c¢; = 0, entonces queda:

=

(6c, — 1)+ Z (n+2)(n+ Deppo— (n+ Depp1 +en+cni]x" =0

de esto ultimo se obtiene la siguiente férmula de recurrencia:

=

C) =

3(n+2)(n+1)cppo— (n+Vepr1 +cn+cpm1=0, n=1,2,3,---
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de esta formula vemos que

c _ Cn+1 _ CntCn1 n=1273 ...
"2 3m+2) 3n+)(n+2)

Desarrollando para los primeros valores de n se tiene:

¢y c1+co 1

ST97323
6703762"‘61* 1 7 -1
T 127 736 5412 6.36 324
¢4 3+ -1 %"'% —4
C5 = — = =

15 60  324-15 60 1215

Ponemos estos coeficientes en (4.24) y la solucién del problema con sus
primeros términos es:

fl 2 1 3 1 4 4 5
YO =gt Y st T

El comportamiento de esta solucién alrededor de x = 0 se muestra en la figura
4.1

4

4

0.16

0.10

0.06

0.02 X
-1 -0.5 0 0.5 ;]

Figura 4.1: Comportamiento de la solucién alrededor de x = 0.

0" +y +xy=0
= Ejemplo 4.8 Calcule la solucién del problema: ¢ y(1) =0

Y(1)=-1
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Resolucién

En este caso, la ecuacion diferencial deberia resolverse en serie de potencias
alrededor de xop = 1 por ser punto ordinario y porque alli se dan las condiciones
iniciales; sin embargo, evitaremos hacer esta labor resolviendo alrededor del 0,
para lo cual se hace una traslacion. Por eso, si hacemos z = x — 1 vemos que
el problema se transforma de manera equivalente en:

(z+1)y"(2) +¥'(2) + (2 +1)y(z) =0
¥(0)=0 (4.25)
y(0)=-1

Como z = 0 es un punto ordinario, entonces la solucién de (4.25) es de la
forma:

o0
¥@) =Y end" =co+ecizt e+ 4o (4.26)
n=0

Reemplazamos esto en (4.25) y se tiene:

(z+1) Z nn—1)e, " 2+ Z nea" 4 (z+1) Z ' =0
n=2 n=1 n=0

Efectuamos los productos para obtener:

+oo +oo oo
Zn(n— e + Zn(n— Den?™2 + Z:ncnz"*1
n=2 n=2 n=1

o0 ~+oo
1
+ Z ann+ + Z CnZn = O
n=0 n=0

Uniformizamos exponentes

oo oo
Z n(n+1)cp17" + Z (n+2)(n+1)cpg27"
n=1 n=0
foo oo oo
+Y (4 Depd"+ Y w1+ ), " =0
n=0 n=1 n=0

Desarrollamos para el indice n = 0 y se tiene:

oo oo
2co+c1+co + Z n(n+ )cp12" + Z (n+2)(n+ 1)cpg27"

n=1 n=1

+oo +oo +oo
+ Z (n+ Dep1 2"+ Z 17+ Z ' =0
n=1

n=1 n=1
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Juntamos en una sola serie y se obtiene:

~+oo
2¢c)+ci+co+ Z [(n+2)(n+ Deppa+ (n+ 1)%cpi +enten-1]d'=0

n=1
Para que esta igualdad sea verdadera, debe acontecer que
2c0+c1+cg=0
(n4+2)(n+1)cpn+(n+1)2cp+centen1=0,n=1,23---
4.27)

Antes de empezar a procesar (4.27), aplicamos las condiciones iniciales. Puesto
que

+o0
y@) =Y et =coteizter+y y(0)=0
n=0

entonces co = 0. Ademads
+oo
Y=Y nep? ' =1 +202+ 307+ y Y(0)=—1
n=1

entonces ¢; = —1. Usamos estos resultados en (4.27) y se tiene:

(s

(n+2)(n+Depa+(m+1) e +enten1 =0,n=1,2,3,--
(4.28)

A continuacién desarrollamos la férmula de recurrencia® de (4.28) para obte-

ner el valor de los coeficientes que siguen, asi tenemos:

Paran=1: 6c¢3+4cy+c1+co =0, entonces Q:—é.
Paran =2: 12c4+9c3+cy+c1 =0, entonces ¢4 = %.
Paran =3: 20c5+ 16¢4+c3+ ¢, =0, entonces ¢5 = _%‘

Ponemos estos primeros coeficientes en (4.26) y se obtiene que la solucién
con sus primeros términos de (4.25) estd dada por:

_ 1, 13 14 35
y(z) = z+2z ¢’ —|—6z 20Z+

2Tenga en cuenta que ya conocemos ¢ =0, ¢; = —1y ¢y = %
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Ahora, para llegar a la solucién del problema planteado, ponemos z=x— 1,y
asf la solucién del problema es:

1 1 1 3
=l—x4-(x—1)?——(x— 1P+ (=)= = =11+
Y0 =1 —xt 5= 1P = 2 1P+ (o= D = == 1)+
El comportamiento de esta solucién alrededor de x = 1 lo visualizamos en la
figura 4.2 "
y
4
0.6
0.4
0.2
0 X

-0.2

-0.4

-0.6

Figura 4.2: Comportamiento de la solucién alrededor de x = 1.

= Ejemplo 4.9 Encuentre la solucién general en serie de potencias alrededor
de xo = 0. Obtenga la férmula de recurrencia y el radio de convergencia de la
solucién:

(x> =3y +2xy =0

Resolucién

Para empezar tenemos que:

En este caso ambas funciones son analiticas® en xo = 0, por lo cual xp =0 es
un punto ordinario y de esta manera la solucién de la ecuacion diferencial estd

. . - . o 20l
3Es facil ver que usando la serie ﬁ =Y. %", x| < 1, se obtiene que p(x) = —2Y 7 "3:7

Es decir, p(x) queda expresada como serie alrededor de xo = 0.
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dada por:
y(x) = Z CnX' = co+ X+ x>+ - (4.29)
n=0
ademas
y(x) = Z ne, X"y y'(x) = Z n(n— l)cnx’“2
n=1 n=2

Poniendo las series y(x), y'(x) y y”(x) en la ecuacién diferencial se tiene:

(x* =3) Z n(n—1)c "2 +2x Z ne, X1 =0
n=2

n=1

de donde es ficil llegar a la igualdad

n=1

i nn—1)c,x" — i 3n(n—1)c X" 2+ i 2nepx =0

n=2 n=2

Aqui uniformizamos exponentes e indices para obtener:

—6¢2+ (2c1 — 18c3)x+ Y [n(n—1)c, —3(n+2)(n+1)cpy2+2nc, ] X" =0

n=2

Simplificando aun mas se tiene:

=)

—6¢+ (2¢; — 18¢3)x + Z [p(n+1)c, —3(n+2)(n+1)cpy2]x" =0
= (4.30)

Para que la igualdad en (4.30) sea verdadera debe acontecer que todos los
coeficientes deben ser cero, es decir:

Cy) = 0

3= §c 431

ne
Cnya = 3(n+”2)’ n:2737...

Desarrollando la formula de recurrencia en (4.31) se obtiene:

ParanzZ:a;z%:O.

3(‘3 Cl

Paran=3:c5= 33 = 537



4.3 Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales alrededor de un punto
ordinario 195

Paran:4:c6:m20.

5S¢ c

Paran:S:C7:T7"’):ﬁ.

e — 0C6
Paran =06:cg = 38 = 0.
P =17 _ T _ ¢
aran="7:¢9 = 357 = g

_ Q. _ 8cg __
Paran =8:cj9 = 3(10) =0
P —9: _ 99 _ ¢
aran =2 C11 = 301 = 1135

De estos resultados se tiene que ¢y, =0 paran > 1y copp1 = W, para
todo n > 0. Luego en (4.29) se tiene:

Y(x) = cotexten’t--
= C0+(C2x2+C4X4+"')+<C1X+C3x3+65x5+"')

=0
oo 2n+1
X
= co+c [
0 ‘n;) (2n+1)3n
o x2n+1

= co+V3a —— 7
ng() 2n+1)v3" "

La serie de potencias que aparece en el lado derecho es conocida*, quedando
asf:

y(x) = co+ V3 arctanh <\i@>

Teniendo en cuenta las singularidades de p(x), el radio de convergencia de la

serie es (—v/3,V/3). .

= Ejemplo 4.10 La ecuacién de Hermite® viene dada por y” — 2xy’ +2py =0,
donde p es una constante.

4La serie de potencias alrededor de x = 0 de la funcién arcotangente hiperbélica su forma de

serie es como sigue:
oo x2n+1

arctanh(x) =
ctanh(x) n)::oznﬂ

5Charles Hermite, nacié en la ciudad francesa de Dieuze el 24 de diciembre de 1822. Fue
profesor de Algebra superior en la Facultad de Ciencias de Paris de 1871 a 1898, y profesor de
Andlisis en la Ecole polytechnique de 1869 a 1878; siendo ademds miembro de la Academia
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1. Resuelva la ecuacién diferencial alrededor de xo = 0, e indique cada una
de las soluciones linealmente independientes con sus primeros cuatro
sumandos.

2. Es facil darse cuenta que siendo p un entero no negativo, una de las
soluciones linealmente independientes tiene un niimero finito de su-
mandos. Con esta observacién determine las soluciones linealmente
independientes cuando p =3y p = 4.

Resolucién

En primer lugar es facil ver que xo = 0 es un punto ordinario, por lo cual la
solucién de la ecuacién diferencial es de la forma:

y(x) =Y eax = co+erx+eax’ - (4.32)
n=0

de donde

=

Y0 = Ynea' y )= ¥ aln— e
n=1 n=2

Reemplazando las series y(x), y'(x) y y”(x) en la ecuacién diferencial, se tiene:

oo

Z n(n— l)c,,x’“2 — i 2nc,x" + i 2pc,x" =0
n=2 n=1 n=0

que uniformizando exponentes se convierte en

oo o

Z (n+2)(n+1)cpipx" — Z 2nepx" + Z 2pex =0
n=0

n=0 n=1
finalmente, uniformizando indices se tiene:
2¢y+2pco + Z [(n+2)(n+1)cpsa —2nc, +2pcy]x" =0
n=1

Luego igualando a cero cada uno de los coeficientes se obtiene:

2(n —
€y =—pCo Y Cnt2 = ( ) n=123,-- (4.33)

n+2)(n+1)

de Ciencias Francesa en 1856. Sus principales aportes los hizo en la teorfa de nimeros, formas
cuadrdticas, polinomios ortogonales y funciones elipticas; por eso, muchos resultados hacen
referencia a él, asi tenemos la interpolacién polinémica de Hermite. Fallecié el 14 de Enero de
1901 en Paris.
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Desarrollando la férmula recursiva de (4.33) para los primeros valores de n, se
obtiene los coeficientes de la siguiente manera:

Paran=1:
oo _=Der - 2(p—Der
3 3 3!
Paran =2:
e (P=2er _pp=2)c0 _ 2’p(p—2)co
4 2.3 2.3 41
Paran =3:
oo =3y _(p=D(p=3)r _2(p=1)(p=3)ci
> 5.2 5.31 5
Paran =4:

(p—5S)es _ 22(p—1)(p=3)(p—95)ci
73 3-7-5!

_2(p=1)(p=3)(p—5)ci

7!

c; = —

Como se observa, algunos coeficientes contienen a ¢q y otros a cj.
1. Desarrollando (4.32) y agrupando los términos que contienen cg y ¢
respectivamente, se tiene que la solucion general es:

y(x) = coy1(x) +c1y2(x)

donde
2p 22pp—2 23pp—2 p—4
R A R T N
y
20p—1x> 22X (p—1)(p-3
pg = 520202 20003
3(H_ _ _
=D =3)p=5 7.

7!
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2. Es facil ver que si pg es cero o un entero positivo par, los primeros
sumandos de y; (x) que no contienen el factor (p — po) no son idénticos
a cero, mientras que los restantes se anulan. Lo mismo ocurre en y;(x)
cuando pg es un entero positivo impar. Con esta observacion:
a) Cuando p=3

1 1
132 Lt 6, ...
yi(x) 3x +2x +30x +
2
y) =30

b) Cuando p =4

4
yi(x) =1—4x* + §x4

7

1 1
) =x—x+ —F —x" 4.

10 210

= Ejemplo 4.11 Resuelva alrededor de xo = 0 la ecuacién diferencial
(x* = 1)y —6xy' +10y =0 (4.34)

Indique ademads el sistema fundamental de soluciones y el intervalo de conver-
gencia.

Resolucién
La ecuacién equivalente a (4.34) estd dada por

" 6x n 10
Y e 1P T e

y=0

donde p(x) = —xzf’f Ty q(x) = )% son analiticas en xo = 0, siendo asi xp =0

un punto ordinario de (4.34), por lo cual admite solucién de la forma:
y(x) =Y eax = co+erx+eax’ + - (4.35)
n=0

Reemplazando esta serie en (4.34) se tiene:

=

(x*—1) Z n(n—1)c,x" 2 — 6x i ne,x" 1410 i epx"=0

n=2 n=1 n=0
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de donde

Z nn—1)c,x" — Z n(n— l)c,,)c’“2 — Z 6nc,x" + Z 10c,x" =0
n=2 n=2 n=1 n=0

uniformizando exponentes se tiene

o oo

Z nn—1)c,x" — Z (n+2)(n+1)cppox" — Z 6ne,x" + Z 10c,x" =0
n=2 n=0 n=1 n=0

de acd uniformizamos indices y vemos que

—2¢y —6c3x  —  6c1x+10cg + 10cix+ Z n(n—1)c,x"
n=2
- Z (n+2)(n+1)cppax" — Z 6ne,x" + Z 10c,x" =0
n=2 n=2 n=2

luego simplificamos y queda:

10co —2¢p + (4¢c1 — 6¢3)x+ i [(n=5)(n=2)ch— (n+2)(n+ 1)cyq2]x" =0
n=2

de esto ultimo se tiene la formula de recurrencia:
Cy) = 5C0

c3=2¢ (4.36)

_ (n=5)(n=2) _
Cny2 = mcm n= 273747"'

En la férmula de recurrencia determinamos los coeficientes que siguen, asi se
tiene:

Paran = 2: 04:%@:0
Paran=3:cs= ZEloy=—Fes=—%a
Paran =4: ¢q %c4:0
Paran:S:q:%cs:O

Paran =6: c8:é+‘7‘c6:0

Paran="7: C9=%C7=0

Aqui vemos que ¢, =0, Vn € {4,6,7,8,9,-- }. Luego expandiendo (4.35)
se tiene

y(x) =co+cix+ 5¢0x% + c3x 4 cax* + 500 + cgx® + e7x” + cgxS 4+ -



2004 Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con serie de potencias

que al usar los coeficientes obtenidos

2 1
y(x) = ¢ +c1x+4 5cox + 56‘1)63 +0x* — Eclxs + 08+ 0x7 +0x8 4+

luego agrupando convenientemente la solucién general de (4.34) es

2 1
y(x) = co (1+5x%) +c <x+ §x3 _ Bx5>

En esto dltimo podemos ver que sf's = {1+ 5x2,x+ %x3 - %xs}, xe({—11).

n
= Ejemplo 4.12 1. Aplicando la identidad (4.16), demuestre que
1 o

n=0

2. Resuelva la ecuacién diferencial
(1—x2)y" —6xy —4y =0 (4.38)

en serie de potencias alrededor del punto xyp = 0, e indique ademas el
intervalo de definicién de su solucién.

3. Aplicando (4.37), demuestre que la solucién de la ecuacidn diferencial
puede expresarse mediante:

A x(3—x%)
YW =G Yy
Resolucion

1. Si ponemos x? en lugar de x en la identidad (4.16), se obtiene:

1 oo oo

Y o)=Y 2 xl<1 (4.39)

n=0 n=0

-2
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Luego desarrollando el producto se vemos que:

1 1 1 - 2n — 2n
_ — _ = X X
e - e (50) (£

= (1+x2+x4+x6+---)(1+x2+x4+x6+--~)

= (1+x2+x4+x6—|—---)+x2(1—|—x2+x4+x6+---)
(12 2t ) +20 (12 2+ )
BT+ ) x0T 2t ) 4

= (1+x2+x4+x6+-~~)+(x2+x4+x6+x8+~~)
+<x4+x6+x8+--~>+<x6+x8+x10+---)
+(x8+x10+x12+---)+(x10+x12+x14+~--)

Sumando términos semejantes de forma indefinida se obtiene:

1
m :1+2x2+3x4+4x6+5x8+6x10+"'

es decir®:
1 -
— ==Y+ 1), x| <1
ek

2. Para analizar los puntos regulares o singulares, llevamos (4.38) a su
forma equivalente

I
1 —x2 1 —x2

Aqui, podemos ver que p(x) = — 12‘( sy q(x) = —1%4)(2 no son analiticas
en x = =1, sin embargo, en xo = 0 si lo son; es decir xo = 0 es un punto
ordinario de (4.38), por tal motivo la ecuacion diferencial admite una

solucién de la forma:

y(x) = Z enX! = co+erx+epx - (4.40)
n=0

5También se obtiene lo mismo aplicando item 4.16 del teorema 4.2.1
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Poniendo (4.40) en (4.38) se tiene

(1—x?) Z n(n—1)c "2 —6x Z nex" 1 —4 Z epX'=0
n=2 n=1 n=0

Realizando los productos y llevando a cabo las simplificaciones respec-
tivas se llega la expresion

f [—(n+4)(n+1)cp+ (n+2)(n+ 1)cpa]x" =0
n=0

Puesto que la igualdad es valida si, y solo si, los coeficientes son todos
iguales a cero; se tiene que

—(n+4)(n+1)ep+(n+2)(n+1)ear2 =0
de donde se llega a la formula de recurrencia

n+4
Cni2 = 2=l 1 =0,1,2,3,--- (4.41)

En seguida, desarrollamos (4.41) para los primeros valores de n.
Paran = 0: ¢, = 2c¢.

Paran=1:c¢c3 = %cl.

Paran =2: ¢4 = gq = 3c¢y.
Paran=3:c¢5 = %C3 = %cl.
Paran =4:cg = %C4 = 4cy.

Paran=5:c¢7 = %C5 = %cl.

Aplicando induccién se tiene una relacion para el caso de coeficientes
pares, y otra para los impares, asi se tiene:

2n+3
3
Luego descomponiendo (4.40) en dos series, una de términos pares y

otra de impares se tiene que la solucién de la ecuacién diferencial esta
dada por:

cm=(m+1l)co 'y comp1= c1 (4.42)

y(x) = Z Canzn + Z C2n+1x2n+1
n=0 n=0
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Poniendo los coeficientes se tiene:

o 2n+3
— 1 2n 2n+1
()= X (n Do+ z s
de donde
d > 2n+3
y(x) =co Z (n+1)x*" +¢; ixz"“
n=0 n=0

Puesto que los puntos singulares son —1 y 1, el intervalo de definicién
de la solucién es (—1,1).

3. Tomando en cuenta las identidades (4.37) y (4.39), vemos que la serie de
la derecha en la solucién obtenida se transforma de la siguiente manera:

,,gb ?xz”ﬂ 21;)[2(11 + 1)+ 1]
= %Z(n—kl)xz”—k szn
n=0
% 1 X 1
T 30— T 30-9)
X 2 1
3 (l—x) 1—x2
o x 33—
T o3(1- )

Con este resultado concluimos que
> 243 pupr _ X 3 x?
; n+1)x =Gy y Z "

X

3 C 3 (1—x2)2
Luego, si tomamos A =cpy B = %‘, la solucién de la ecuacién diferen-
cial puede escribirse de manera compacta como

1
1—x2)2

A 3 3—x?
Y = ey T

s Ejemplo 4.13 Resuelva alrededor de xo = 0 la ecuacién diferencial
Y —2x%y —6xy=0 (4.43)

y encuentre el intervalo maximo de definicién de su solucién.
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Resolucién

Aca es facil ver que xo = 0 es un punto ordinario de (4.43), asi se tiene que la
solucién de la ecuacidn diferencial es de la forma:

= chx" =coterxted - (4.44)
n=0

Ponemos (4.44) en (4.43) y se tiene lo siguiente:

=

Z n(n— l)cn)c"_2 —2x? Z ne,x" ! —6x Z X' =0
n=0

n=2 n=1

desarrollamos los productos:

=

Z (n—1D)epx™™ 2 Z 2ne,x — i 6c, X" =
n=0

n=2

luego uniformizamos exponentes para obtener:

o

Y (n+2)(n+Dewa = Y 2(n—1)c,1x" = ) 6c,1x" =0
1

n=0 n=2 n=

desarrollamos los primeros términos para uniformizar indices, teniendo asi:

2¢y+6(c3 —co)x+ Z [(n+2)(n+1)cpea —2(n+2)cp—1] X" =0
n=2

Ahora, para que esta igualdad sea vélida, los coeficientes tienen que ser cero,

asi se tiene que
= 0, Cc3 = C

2
Cnt2 = n+ lcn 1, 1 27374a"' (445)
Desarrollando la férmula de recurrencia (4.45) para los primeros valores de n
se tiene:

Paran =2: ¢4 = %¢y.

Wi

I
ESIS]
S

N
Il
j=)

Paran =3:cs

[\
S}

Paran=4:c¢ =

wiN
o)
w
I
v
9}
S
I
(W]
&l
%)
=)
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ordinario

e 2, 12, 2 .
Paran=35:c7 = gc4 = 3501 = 5501 = 51
_ A _2 _
Paran =6: cg = 7¢5 = 0.

e 212, 1,
Paran="7:c9 = §c6 = 75¢0 = 55¢0 = 5535C0-

. ) 2 2
Paran:8.c10—567—53201—3—401—ﬁcl~
Paran=9:c = {5C8 =0.

. _ _ _ 1 _
Paran=10:cjp = 1169 = 112.5¢0 = 577€0 = 335.8.11 €0-
Paran:11'03:lc10:l—01:—0 = 37@5C1

- €1 2 63 EER T TR

Segtin esta informacion, los coeficientes se comportan como:

2" 2"

= Vn>1 (4.46
258(3}1*1)6‘0’ C3nt1 3n.n!cl’ n=z ( )

c3p—1=0, c3=

Ahora, si expandimos (4.44) se tiene:

y(x) = cotecix+ x> 43 +cax* +esx® +egx® +ox + -+

= <60+C3x3 +c6x6+69x9 +- ) + (C]X+C4x4+C7x7 +C10x10+ )

+ (C2x2+C5x5 —|—ng8 —|—c11x“ +)

3 _
= co+ Z C3nx3n + | cix+ Z C3n+1X ntl + Z C3n71x3n !
n=1

n=1 n=1

usando las férmulas de recurrencia de (4.46) nos queda lo siguiente:

_ - 2" 3n .- 2" 3n+1
y(x) = CO+,,;2-5~8~~(311—1)COX + clx+,;3”-nlclx

de donde se tiene que:

oo 2n o 2n
—_ 1 3n 3n+1 447
yx) = co +,§12~5-8-~-(3n—1)x “1,;)3’1.,1!)‘ (@47




2064 Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con serie de potencias

Pero transformando la serie de la derecha segun la serie de la exponencial e*,
vemos que

> 2" > 2" > 1283\
Z x3n+l _ XZ )CBHZXZ—
= 3" n! = 3" n! n!\ 3
2.3
e3”

n=0

Luego se tiene finalmente que la solucién (4.47) se transforma en:

> 2" 2.3
— 1 3n 5X
y) CO( +n;2.5.8...(3n—1)x >+cle

El radio de convergencia de la serie es R = 4o, por lo que la serie converge
en todo R. .

= Ejemplo 4.14 Resuelva la ecuacién diferencial:
Y'+xy'+y=0 (4.48)
alrededor de xy = 0.
Resoluciéon

Es fécil ver que xp = 0 es un punto ordinario de (4.48), por lo que la ecuacién
diferencial admite solucién de la forma:

y(x) = i [ (4.49)
n=0

Ponemos la serie (4.49) en (4.48) y se obtiene:

=

Z n(n— l)c,,x’“2 +x i nepx™ 1 4 i cpx'=0

n=2 n=1 n=0

de donde:

=)

Z n(n— 1)cnx’“2 + i ne,xt + i X' =0

n=2 n=1 n=0
Abhora, si uniformizamos exponentes, entonces

=

Z (n+2)(n+ Deppax" + Z nepx" + Z X' =0

n=0 n=1 n=0
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luego uniformizamos indices y vemos que
(2¢2 +co) + Z [(n+2)(n+1)cnpa+ (n+1)e,]x" =0 (4.50)

Ac4, la igualdad acontece si, y solo si, cada uno de los coeficientes en (4.50)
es cero, es decir:

{ 2c0+c¢cp=0

(n+2)(n+ Depyo+ (n+1)c, =0,Yn=1,2,3,--- @.51)

de (4.50) se tiene ¢y = —%co y

Cn
= — — :1 23-~~
Cni2 I’l+2)n It )

Desarrollando esta férmula de recurrencia podemos ver lo siguiente:

Paranzl,@:—%l:_%q:_%'
_ __¢& _11 _ 1 _ 1
Paran =2, c4 = —F = 7300 = 73€0 = 3.5, C0-
¢ lc 1 42 22.2!
Paran:3,C5:7?3:§?1:§C1:_!CIZTCI.
Paran=4.¢cc=—-$4—-_11,.—-__1 . —__1 .
=THC6= "% = 53260 = T 54260 = —33€0
¢ 1.1 1 642
Paran=35,¢7= -3 = —75301 = —g33¢1 = —51°¢1
Paran=6,cg=— =11 o= _L_co=L-¢
» €8 8 ~ 864207 8642¢0 = 234 ¢0

Podemos ver que los coeficientes pares € impares se comportan de manera
regular, asi tenemos que

(=1)"2" - nle (=)o
(2n+1)!

Si expandimos la serie en (4.49) vemos que:

Coptl = ,n=1,2,3,.-- (4.52)

y(x) = co+cix+ex’+ean +ext 4
= (C0+C2x2+C4x4+”')—|—<C1x+C3x3+csx5+...)

= co+ Z Conx™ +c1x+ Z Cong 12!

n=1 n=1
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Ahora, usando (4.52) se tiene:

n
K 2n )2 l’l'C] 2n+1

(2n+1)!
"2 -n!
= ¢ Z o n'x2n+ ;) 211+1

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion diferencial es:

m 1)"2" - n! 20t
_C()Zzn X + 12 2 +]

y(x) = co—i—Z 2n +cx+2

o también’: 1y
2 &~
X)=cope 2 +c 72 T 2t
yx) = co 1”2:0 2nt1)!

= Ejemplo 4.15 Resuelva con serie de potencias el problema:
! X
y'—e'y=0
4.53
10 S0 -1 #29
Resolucién

En este problema se nos da las condiciones iniciales en xop = 0, por esto
debemos resolver en serie de potencias alrededor de dicho punto. Es facil ver
que 0 es un punto ordinario de la ecuacién diferencial, por lo que la solucién
es de la forma:

= Z Cnd' = o+ C1x+ x4 e3> + - (4.54)
n=0

Si aplicamos la condicién inicial y(0) = 1 en (4.54), entonces se obtiene ¢ = 1.
Procedemos a derivar y(x) y vemos que

= Z nepxX" ' =1+ 2cox+ 33> + - -
=1

. n
7Sabiendo que e* = ¥>_ %7, entonces

1 _ o (—x
I §
n=0

Luego de este resultado se tiene que:

Bl g o (2o
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luego aplicando la condicién y'(0) = 1 se tiene ¢; = 1. Asi tenemos que
co=c1 =1

Para determinar y(x), ponemos la serie de (4.54) en la ecuacién diferencial de
(4.53) y se tiene

Asimismo, usamos el hechode que e* =Y n,, luego:

i n+2)(n+1)c 21" Z chx =

Para efectuar el producto de las series nos fijamos en el teorema 4.2.1 (item 4),
de donde se obtiene:

Z(n+2)(n+ Yeniox" — iz k).x"ZO

n=0 i=0i=o (
Aqui factorizamos la serie y se llega a la expresion
o n

Y | +2)(n+Densa— Y, —5—| ¥ =0
=0 = (n=k)!

En esta dltima expresion, la igualdad acontece si, y solo si:
n Ck
2 1 -y % _0.7n=0.1.23.---
(n+ )(Vl+ )Cn+2 ,;)(n*k)’ , I s Ly &y Iy

De donde

_ 1 u Cl
2 = (n+2)(n+l)k;0(n—k)!

Desarrollamos esta férmula de recurrencia para los primero valores de n, as{
vemos que:

ParanzO,czz%’zé.

u)l»—

Paran=1,c3=1Yi_, (1Ck/<). = é [co+c1]

A=
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Paran=2, ¢4 = 15 X7 —(Zikk)! =5 [Q+ca+o) =4

Ponemos los valores de estos coeficientes en (4.54) y se obtiene la solucién de
(4.53) con sus primeros cinco términos dada por
2 3 4

() =l+x+ 2+ =+
A NI

cuya representacion grafica alrededor de x = 0 se muestra en la figura4.3 =

0.4

» X
-1 -0.5 0 0.5

Figura 4.3: Comportamiento de la solucién alrededor de x = 0.

4.4 Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias li-
neales alrededor de un punto singular regular - méto-
do de Frobenius

Este método se aplica para resolver ecuaciones diferenciales usando series
alrededor de un punto que no es ordinario.

Definicién 4.4.1 Dada la ecuacién diferencial

Y (x) + p(x)y' (x) +q(x)y =0 (4.55)

Decimos que x = xp es un punto singular de (4.55) si no es un punto
ordinario.
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La singularidad de x = x¢ la podemos ver desde dos puntos de vista, puede ser
regular o irregular

Definicidn 4.4.2 Decimos que x = x( es un punto singular regular de
(4.55), si las funciones P(x) = (x — xg)p(x) y O(x) = (x — x0)g(x) son
analiticas en x = x.

Otra forma de determinar si x = xq es un punto singular regular es si los limites
Py=lm P(x) y Qo= lim Q(x) (4.56)
X=X X—X0

existen. En el caso de que x = xg sea un punto singular no regular, decimos
que es irregular.

Teorema 4.4.1 — de Frobenius. Six = x( es un punto singular regular de
(4.55), entonces existe por lo menos una solucion de la forma:

oo

y(x) = Z cn(x—x0)"" = co(x—x0) +ecr(x—x0) T4+ (4.57)
n=0

donde el nimero r es una constante por determinar. La serie (4.57) converge
por lo menos en algin intervalo (xg,xo + R). (R es el radio de convergencia)

Cuando se reemplaza la serie (4.57) en la ecuacién diferencial, asumimos
previamente que ¢ # 0, y el coeficiente del término con menor exponente
igualado a cero nos da la ecuacién indicial. Es facil demostrar que dicha
ecuacion indicial estd dada por:

r(r=1)+Pr+Qp=0 (4.58)

Sean ry, r; las raices de la ecuacion indicial (4.58) tal que r; > r,. Podemos
identificar tres casos (segiin como sea su diferencia)
1. Siry #ryyri—r € Z", entonces existen dos soluciones linealmente
independientes de (4.55) de la forma:

yl(x) :Z;c':()cn(xixo)n-‘rrl? co 7&0 (4 59)
y2(x) = Yoo bn(x —x0)" "2, bo # 0 '

2. Siry—ry € ZT, entonces (4.55) posee dos soluciones linealmente inde-
pendientes de la forma:

Yi(x) =Y gea(x—x0)" ", co #0 (4.60)
y2(x) = Cy1 (x) In(x — x0) + Lo bn(x —x0)""2, bo #0
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Aqui C es una constante que se escoge de manera adecuada, en la
mayoria de los casos ocurre que C = 0.

3. Si r; = rp, entonces para (4.55) existen dos soluciones linealmente
independientes de la forma:

yi(x) =Xo_gcnlx—x0)"*", co #0
y2(x) = y1(x) In(x — x0) + Lo b (x — x0)" 72, bo # 0

4.61)

En algunos casos cuando se obtiene que y;(x) es la serie de una funcién
conocida, entonces para determinar la segunda solucién, podemos intentar
aplicando (2.6). Ilustraremos esto mds adelante en algunos ejemplos.

= Ejemplo 4.16 Dada la ecuacién
(x+2)%Y" —xy' + (1 4+x)y =0

Analice el punto xg = 0, diga de qué tipo es, luego resuelva la ecuacién
diferencial mediante series, aplicando el tipo adecuado de serie en el punto xg.
(Nota: encuentre los cuatro primeros términos de la serie). ;Qué opina de la
convergencia de la serie?

Resolucién

La ecuacion diferencial es equivalente a escribir

1 x+1
/" /
_ -0
Y x(x+2)y +x2(x+2)y
Si hacemos
1 x+1
p(x) _)C(X—FZ)’ q(x) - XZ(X+2)

tenemos que

. 1 . 1
limxp(x) = —5=hy )lcli%qu(x) =5=%

x—0

Asi se tiene que xo = 0 es un punto singular regular, luego la ecuacién diferen-
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cial tiene solucién en serie de Frobenius® de la forma:
—+o0
y(x) _ Z anxn+r
n=0
Con los valores de Py y Qp, la ecuacién indicial sera:

1 1
r(r—l)fErJrz =0

cuyas raices son: r =1, r = % (donde 1 — % ¢ 7). De esta manera la soluciones
linealmente independientes son:

yi(x) = i a,x" ! ya(x) = ix"+7

n=0 n=0

Para r = 1, ponemos y; (x) en la ecuaci6n diferencial y se obtiene:

Z (n+ 1)na,x" " + Z 2(n+ Dna,x"' — Z (n+ Da"+!
n=0 n=0 n=0
+ ¥ apt y a2 =0
n=0 n=0

Procediendo a operar con los indices se tiene:

[(n=1)(n—2)+ lay,—x"+ i 2n(n—1)—n+1Ja,_1x" =0

n=1

s

3
||
N}

Z [(n? =3n+3)a, 24+ (2n—1)(n—1)a, 1 ]x" =0
n=2
Entonces:
(n2 —3n+3)a,2+2n—1)(n—1)a,—;1 =0

8Ferdinand Georg Frobenius, nacié en Berlin el 26 de Octubre de 1849, realizé sus estudios
superiores de Matematica en la Universidad Humboldt de Berlin de donde egreso el afio 1870,
siendo sus principales aportes en el drea de ecuaciones diferenciales y teorfa de grupos. Respecto
del drea de ecuaciones diferenciales, se ocupé de desarrollar métodos para su solucién, siendo
parte de su investigacion en su trabajo de tesis que estuvo dirigido por Karl Weierstrass. En lo
que respecta a teoria de grupos, se destaca la demostracion de los Teoremas de Sylow mediante
grupos abstractos, y la creacion de la teoria de los caracteres de grupo y de las representaciones
de grupos.
Trabajé varios afos en el Polytechnicum de Zurich hasta 1893, afo que regresé a Berlin, siendo
elegido miembro de la Academia de Ciencias Prusiana. Falleci6 el 3 de agosto 1917, dejando para
la posteridad la ley de reciprocidad de Frobenius y los grupos de Frobenius.
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de donde se obtiene la formula de recurrencia:

n*—3n+3
pl = e n=2,3, 4.62
B T Y A (4.62)

Desarrollamos (4.62) para los primero valores de n y se tiene:

Paran=2:a) = —%ao.

Paran=3:a, = %ao.
Paran=4:a3 = f%ao.

De esta manera se obtiene la primera solucién:

_ o T35 14
yi(x)=x ¥ +10x 30" +
Para r = %, ponemos la serie y»(x) en la ecuacién diferencial y se obtiene la

férmula de recurrencia:

1 1 3
2n <n§>an+ {<n§> <n§>+1] a,—1=0,n=1,2,3,---

Dando valores a n, a partir de esta férmula de recurrencia se obtiene:

3 7 133
= _Z 34 T _ 94 ...
ya(x) = Vx 4\/x_+32\/x_ 1920\/x_+

De esta manera la solucién de la ecuacion diferencial con sus primeros térmi-

11059 €S:

)= o (x— 32+t — ot )

o (VA= 3VAE+ ST - VAT )
[ |

En este ejemplo hemos procedido a encontrar las soluciones de manera
independiente, por eso hay dos formulas de recurrencia, sin embargo, pudo
haberse resuelto para una sola serie, a partir de la cual se obtenia la ecuacién
indicial y una sola férmula de recurrencia, en la cual usando las raices de la
ecuacion indicial, se obtenia los coeficientes de las series y; y ys.

9Por la convergencia de la serie de potencias, se tiene que los primeros sumandos de la serie,
son los mds significativos.
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= Ejemplo 4.17 Resuelva en torno de xy = 0 la ecuacién diferencial:

2xy" + 5y +xy =0 (4.63)
Resolucion
En este caso tenemos que
5 1
plx) = Y q(x) = 5 (4.64)

De esta manera x( es un punto singular, pero las funciones

x2

5
xp(x) = 5 Y Xq(x) = > (4.65)

son analiticas en xo = 0. Por lo tanto xo = 0 es un punto singular regular con '

Py= % y Qp = 0, con los cuales se obtiene la ecuacién indicialll: 2 + %r =0,
cuyas raices son: r1 =0y rp, = —%. Puesto que la solucién de la ecuacién
diferencial es una serie de tipo Frobenius

yx) =Y e o #0 (4.66)
n=0
Poniendo (4.66) en (4.63) se tiene
Z 2cy(n+r)(n+r— 1)xn+r_1 + Z SCn(n+r)x"+r_1 + Z Cnxn+r+1 —0

n=0 n=0 n=0

uniformizamos exponentes

o

Y, (n+r+1)2n+2r+5)cp 1+ Y =0

n=—1 n=1

luego uniformizamos indices y se obtiene:
r(2r+3)cox 4+ (r+ 1) (2r +5)cix”

+ Z [(n+7r+1)2n+2r+5)cpr1 +cn1]X" =0, co#0

n=1

10ponde

5

Py=1 ==

b=lixp() =3

Qo = limx?q(x) =0
x—0

TRecuerde que la ecuacion indicial es: r(r — 1) + Pyr + Qg = 0. Asimismo, tenga en cuenta
que la ecuacién indicial también la obtendremos a partir de la serie.
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donde la igualdad es valida si, y solo si, todos los coeficientes son cero, es
decir:

r(2r+3)co =0, ¢ # 0 (ecuacién indicial)
(r+1)(2r+5)c; =0 4.67)

(n+r+1)2n+2r+5)cpt1+cn-1=0,n=1,2,---
Resolviendo la ecuacién indicial'2 en (4.67)setiene: r; =0y rp = —%, de
donde vemos que r} — ry ¢ Z. Ademds, con estas raices también se obtiene
c1 = 0. En seguida, resolvemos para cada una de las raices de la ecuacién
indicial.
1. Si ponemos r; = 0, en la férmula de recurrencia de (4.67), entonces se
obtiene:
c1 = 0
— —Cn—1 —
Cntl = oy@nrs) 1,2,
Trabajando para cada valor de n y asumiendo que co = 1 se tiene lo
siguiente:

|~

Paran=1:cp, = —

Paran=2:¢3=0

Paran =3: C4——4%: 241711

Paran=4:¢c5=0

Paran=5: co = — ¢k = — 51e9 1175
Paran=06:¢c7=0.

Paran =7: ¢y = — 5% = 176571150 = 24‘45‘7.11‘15.19‘

Generalizando se tiene:

(="
20l 7-11-15-- (4n+3)

con—1=0 'y o= ,n=1,2---

20bserve, que esta ecuacioén es la misma ecuacién indicial que se obtuvo al inicio de la
resolucion del problema.
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Luego la primera solucién estd dada por
oo (7 1)nx2n
=1
%) +n§1 2l 71115 (4n+3)

2. Siponemos ry, = —% en (4.67), entonces se tiene:
Cn—1
c=0ycpp1=——--+-+—— n=1.2,--
y n+ (n+1)(2n_1)7 9~

Desarrollando esto para cada valor de n vemos que:

e — L
Paran=1:c; = — 5.
Paran =2:¢3=0.

R 1
Paran=3: ¢4 = 51 = 7451
Paran =4:¢5=0.

& o _ 1
Paran=5:c6 = — 5§ = — 376159
Paran =6:c7 =0.

7. _ % __ 1 _ 1
Paran="7:cs = — g3 = 376815013 = Fa15913°

A partir de esta informacion, se induce que:

(="
20 nl-1-5-9-- (4n—3)

Con =

y asi, la segunda solucion es:

(_l)n 2n
1+Zzn n'-1.5.9.. (4n—3)]

V() =x73

Finalmente la solucion de la ecuacion diferencial estd dada por:

B > (—=1)""
y(x) = ; nopl-7-11-15--- (4n+3)

oo 1) 2n
; nnl1-5-9-- (4n—3)]

+bx_%
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= Ejemplo 4.18 Resuelva en torno de xo = 0 la ecuacién diferencial:

o' +2y —xy=0

Resolucién
En este caso se tiene que p(x) = ;ZC y q(x) = —1. Es facil ver que xp(x) =2y
x?q(x) = —x? son analiticas en xo = 0. Luego la solucién es del tipo
=Y e (4.68)
n=0

Reemplazando esta serie en la ecuacion diferencial se tiene:
x Z cn(n+r—1)(n+r)x" 242 Z cn(n4r)x" T —x Z X =
n=0 n=0 n=0
luego uniformizamos exponentes e indices para obtener:
cor(r+ D)X '+ ei(r+1D)(r+2)x"

Z cort(n+r+D)(n+r+2)—c, )X =0, co#0

Aqui igualamos los coeficientes a cero y se obtiene las ecuaciones:

r(r4+1) =0 ecuacién indicial
ci(r+1)(r+2)=0 (4.69)

= Gl =
Cntl = G (nr2) T 1,2,

Si resolvemos la ecuacion indicial de (4.69), se obtiene las raices: r; = 0,
ry = —1, donde es fécil ver que r| —ry € Z.
Si ponemos r = r; =0, en (4.69) se tiene:

C1 =0
. cne _ (4.70)
{ Cn+1 *m, n=12,-

Desarrollando (4.70) para los primeros valores de n y tomando co = 1 se tiene:
Cuandon =1: ¢, = 54 :%

Cuandon=2:¢3=0
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— 3y =2 1
Cuandon=3:cs = 75 = 5
Cuandon=4:¢5=0
— 5 = 4 1
Cuando n=5: cg = g5 = =

Procediendo de forma inductiva vemos que

1

i) y ¢p-1=0, n=12,-

Con =

Luego la primera solucién linealmente independiente es

(==}
2 4
yi(x) = Z cnd" = co+ x4 cax® + o3 +eaxt 4
n=0
= Y o™
n=0
Ponemos el coeficiente ¢y, en esta serie y nos queda la primera solucién'>:
o 2n
X 1
yi(x) = Z ————— = —senh(x)

= @2n41)! x

Puesto que la primera solucidn es la serie de una funcién conocida, entonces
para encontrar la segunda solucién, aplicamos la férmula de Liouville (2.6),

segtin la cual y»(x) = y; (x) f £ Jp T 1P dx. Desarrollando esto se tiene:
1 o/ Rdx
x) = —senh(x /—dx
y2(%) X (x) (senh(x))2
X

h d

_sen (x) / )2c I
x senh”(x)

_ cosh(x)

B x

13La expresién de las funciones seno y coseno hiperbélicas en forma de serie es la siguiente:

2n+1

oo o
senh(x y cosh(x) =
,;) 2n+1)! y;) (2n)!
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Por lo tanto, se tiene que el sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
diferencial es:
cosh(x) senh(x
. { (x) senh(x) }
X X
y con esto la solucién general estd dada por:

cosh(x) n bsenh(x)
x x

yix)=a

= Ejemplo 4.19 En la ecuacién de Bessel'* de orden %:
2.1 ! 2 1
X7y +xy + 1 y=0, x>0 4.71)

1. Determine el sistema fundamental de soluciones aplicando el método
de Frobenius.
2. Determine la solucién general.

Resolucién
1. La ecuacién diferencial (4.71) es equivalente a la ecuacién:

1 1
Y+ = Y+ ([1-—]y=0, x>0
x 4x?
~~ —_——
p(x) a(x)

En este caso es ficil ver que xp = 0 es un punto singular regular, por
lo que la resolucion de la ecuacion diferencial es con el método de
Frobenius. En efecto, suponer que la solucién es de la forma:

y(x) = i a X"

n=0

reemplazando esta serie en la ecuacion diferencial (4.71) se obtiene:

: (i(”+r)(n+r l)a”"nﬂ_z) +x (i(n+r)anxn+r—1>

n=0 n=0
1 oo
2 +r
—— E X" =0
+ <x 4) n=0 o

14Una ecuacién de Bessel de orden v es de la forma: x2y” +xy' + (x2 —v?)y = 0.
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que al hacer las operaciones con la simplificacién respectiva, resulta:

=)

Y (n+r)ax" + i anx" T — i dnyrtr =0
n=0 n=0 n=0 4

Aqui procedemos a uniformizar exponentes e indices, quedando la
expresion:

1 1
<r2 - 4_1) apx”  + [(r—i— 1)? - 4_1] ax’ !
> 1
+n;2 |:<(n+r)2 - Z) an"’an—2:| A= 0, ag 7é 0

Ahora, igualando a cero cada uno de los coeficientes se tiene:

r? — 1 =0 (ecuacién indicial)

[(r+1)2=4]a=0 (4.72)

[(n—&-r)Z_i] an+an0=0,n=273,4,.--

Resolviendo la ecuacion indicial de (4.72), se obtiene las raices r| = %,
rn = fé (donde ry — ry € Z).

A continuacién procedemos a determinar la primera solucién y; (x). En
efecto, si ponemos r| = % en (4.72) entonces se tiene:

{ aq =0
a’l* —
a, = —n(n+21)7 n=23,4,...

Desarrollando esta férmula recursiva para los primero valores de 7, en-
contramos los siguiente:

Paran =2: agz—%:_%.
Paran:3:a3:7f+3:0_
Paran:4:a4:—5%:%
Paran:5:a5:—6”%:0_

Paran=6:as = —7t = —94.
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a

Paran="7.a7 = —g% =0.

Aplicando induccién, vemos que todos los coeficientes estdn dados por:
_ (=D
= Y

luego, determinados estos coeficientes, la primera solucién se obtiene
de la siguiente manera:

ap—1 :07 n= 172737"'

=

1 1
yix) = Z ax"t2 =x2 (ao +aix+ax® + a3 +agxt +asx> + -+
n=0
1 a a ap .
= x2 (ao — yxz + §x4 — $x6 + - ) , asumiendo apg = 1

i (_l)ann x% oo (_l)nx2n+l

= nt1)! T x & (2n+1)!

Por lo tanto la primera solucién es:

()=
yi(x) = —=senx

VX
Como la primera solucién es la serie de una funcién conocida, enton-
ces para determinar la segunda solucién y,(x) omitimos el proceso de
resolucién con serie y aplicamos directamente la férmula (2.6). En
efecto:

e*f”(x)dxd 1 e/ }dxd
»nkx) = yl(x)/W x= ﬁsen(x)/m X
1

= —=Ssen(x CSC2X x:—isenx col{x
= psen(o) [ese’()dx = —sen(w)cor(y

= ———cos(x)

Wz

Por lo tanto la segunda solucién' es:

1
y2(x) = —=cosx

Nz

15pyede o no usar el signo (-)
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2. Como ya disponemos de y; (x) y y2(x), entonces el sistema fundamental
de soluciones de la ecuacién diferencial es:

s = { S cosx. zsenx

y con esto la solucién general

COSx senx

y(x) :Clw CQW

= Ejemplo 4.20 Aplicando el método de Frobenius resuelva la ecuacion dife-

rencial:
x(1—x)y" =3y +2y=0 (4.73)

alrededor de xp = 0
Resolucién
Aqui se tiene que la ecuacién (4.73) es equivalente a
3 2
/! /
x(1 —x)y + x(1—x)

y=0

donde p(x) = —)ﬁ y q(x ) = ﬁ Es fécil ver que xp = 0 no es punto
ordinario. Como xp(x) = — 1= y x*q(x) = A son analiticas en dicho pun-
to, entonces Xy €s un punto smgular regular Ademas lim,_,0xp(x) = =3y
lim,_, x>q(x) = 0, entonces la ecuacién indicial es (r — 1) — 3r = 0, de donde
r(r—4) =0, cuyas raices son r = r; =4y r = rp = 0. Puesto que se trata de
un punto singular regular, entonces la solucién de la ecuacién diferencial esta
dada por

x) = Z cp X' 4.74)
n=0
Reemplazamos (4.74) en la ecuacién (4.73) y se obtiene:
x(1—x) Z cn(n+r)(n+r—1)x"""2-3 Z cn(nr)™ 142 Z X" =0
n=0 n=0 n=0
de donde

cn(n+r)(n+r—1)x"1 = Z ca(n+r)(n+r—1)x"*"
n=0

s

3
Il
o

- 3 Z cn(n+r)trly2 Z X =0
= n=0
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Aqui uniformizamos exponentes para obtener:
Z Cnrt(n+r+D)(n+r)x"" — ch(n—kr)(n—i—r—l)x”“
n=-—1 n=0

- Z 3cpi1(n+r+1)x""

n=—1

i 2e, X =0
n=0

luego uniformizamos ndices y se llega a la expresion:
cor(r— l)xr_1 —Beorx "+ Z [enr1(n4r+1)(n+r)|x""

n=0

— Z [en(n+r)(n+r—1)=3cpr1(n+r+1)+2c, ] X" =0
n=0

que al simplificarla un poco mads se obtiene:
cor(r—4 Z (n+r=3)n+r+1)cp1—(n+r—2)(n+r+1)c, )"
n=0
=0

Igualando a cero los coeficientes se tiene:

Cur = 26, 0 >0 (4.75)

{ cor(r—4) =0, co# 0 (ecuacién indicial)

Resolvemos la ecuacion indicial de (4.75) y se obtiene las raices r =r; =4y
r=ry =0, donde r| —r, € Z*. Ahora, si ponemos r; = 4 en (4.75) se obtiene
la férmula de recurrencia:

2
Lcn, n>0

Cnt+1 = 1

Desarrollando esta férmula para los primeros valores de n vemos que:
Cuandon =0, c; =2¢

Cuandon =1, ¢ =3¢



4.4 Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales alrededor de un punto
singular regular - método de Frobenius 225

Cuando n =2, c3 = 4cp

Cuando n =3, ¢4 = 5S¢

De esta manera, por induccién se obtiene la relacién'®

cp=n+1, para n=0,1,2,3,---

reemplazando en (4.74) se tiene que la primera solucion de (4.73) estd dada
por

oo oo

i) =Y (n+ 1) =Y (n+ 1) (4.76)

n=0 n=0
Pero si nos fijamos en (4.16), vemos que para |x| < 1 se tiene ﬁ =Yox",
cuya derivada es: W =Yr nm" 1 =Yy" ((n+1)x". Con este resultado
en (4.76), la primera solucién de 4.73 es:

x4

yl(x):m, O<x<1

Para determinar la segunda solucién ya no procedemos con series, sino mas
bien con la férmula de Liouville!” (2.6), teniendo as:

nx) = yl(X)/M=M(ﬂ/%dx:y1(x)/x;5ldx

[y1(x)]?

T S A S U DU bt 2
o (T=x)2 \4x* 33/ 12(1 —x)?

De esta manera el sistema fundamental de soluciones es sfs = { b (3*4"2 }
con lo cual la solucién general de (4.73) estd dada por
x* 3 —4x

Y =gy b 0<x <]

16en este caso asumimos que co = 1.

17Segiin esta formula se tiene que la segunda solucién estd dada por

e~ /' p(x)dx
y2(x) :)’1(x)/[yl(’de

—1 X3

Donde [ p(x)dx= [ ﬁdx =1In (‘T)% y de esta manera e~ J P()dx — =
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= Ejemplo 4.21 Aplicando Frobenius determine la solucion de la ecuacion
diferencial:
(P —x)y" +@Bx—1)y +y=0 (4.77)
alrededor de xy = 0.
Resolucién
Si dividimos por (x2 —x) , se tiene que (4.77) es equivalente a
1 3x—1 Yy

Y +x(x— l)y +x(x—1)

=0

donde p(x) = j&:}) y g(x) = )ﬁ Es facil ver que xo = 0 es un punto
singular regular'®. Ademds, lim, ,oxp(x) = 1 y lim,_ox?>q(x) = 0, con lo
cual se tiene la ecuacién indicial r(r — 1) +r = 0 que es equivalente a > =0, y
asi se tiene r = r; = rp = 0. Como el punto xy = 0 es singular regular, entonces
la solucién de la ecuacién diferencial es de la forma:

yx) =Y et (4.78)
n=0
Si ponemos 4.78 en (4.77), entonces se tiene
(x* —x) Z (n4+r)(n+r—1)ec X" 2+ (B3x—1) Z (n+r)cx !
n=0 n=0

+ Z Cnxn+r -0
n=0

de donde

= o

Y [((n+r)(n+r+2)+ e =Y (n+7) e, =0
n=0 n=0
aqui, uniformizando exponentes e indices se llega a la expresion:

—rPcox” !+ Z {[(n+r)(n+r+2)+1]cp—(n+r+ 1)2cn+1}x"+’ =0
n=0

Ahora, para que la igualdad sea vélida, igualamos los coeficientes a cero y se

obtiene!”:
—r?¢cy =0, co #0 (ecuacién indicial)
(o) et (4.79)
n+r)(n+r+2)+
Cntl = oz Cm 120
18Pues xp(x) = 3;':11 y q(x) = %7 son analiticas en xo = 0

2.3
s Lo, x ) x ,}

9Recuerde que esto es por la independencia lineal de { ty x%, )l(
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De la resolucién de la ecuacion indicial se obtiene?® r = 0, poniendo este valor
en la férmula de recurrencia de (4.79) vemos que esta se convierte en:

Cpp1=c¢p, 120

Asi para n = 0 se tiene ¢; = cg, paran = 1 se tiene ¢p = ¢| = cg, paran =2
se tiene ¢3 = ¢ = ¢g,---. Y de esta manera ¢, = cg, paratodon =1,2,3,---.
Poniendo ¢y = 1, vemos que

c,=1,n=0,1,2,3,---

Luego poniendo estos resultados en (4.78), la primera solucién estd dada por

8
—_

yl(x):Zx”: , 0<x<1

En forma similar al ejemplo anterior, para determinar la segunda solucién no
aplicamos el método de serie, sino mas bien aplicamos la férmula de Liouville
(2.6)%!, en efecto, se tiene:
W = nl [ <>/€fﬁdxd
y2\x) = n\\X) | 777 ¢X=)1 Ty a4x
1 ()P ()]

e {( +)ch')‘1
= 0 [ e s

_Inx
 1—x
Asf el sistema fundamental estd dado por sfs = ﬁ, 11“7); }, luego la solucién

dela (4.77) es
a Inx

= b
y(x) l—x+ 1—x

, O0<x<1

= Ejemplo 4.22 Resuelva la ecuacion diferencial
x(1—x)y"+2y +2y=0 (4.80)

en torno al punto xo = 0, identifique ademads el sistema fundamental de solu-
ciones.

20Usted puede ver que es el mismo resultado que se obtuvo al inicio de la resolucién del
problema.

21Es mds sencillo que hacerlo con el método de Frobenius, pues la primera solucién es la serie
de una funcién conocida.
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Resolucién
Aqui se tiene que (4.80) es equivalente a la ecuacién diferencial:

2 . 2
x(1 fx)y x(l—x)

Y + y=0 (4.81)

donde p(x) = )ﬁ y g(x) = x(lax). Se tiene que xp = 0 no es un punto

ordinario sin embargo xp(x) = 1 y x2¢(x) = 1% son analiticas en xo = 0,

por lo que afirmamos que es un punto singular regular, y de esta manera la
solucién?? de (4.80) es

yw:iwﬁ’ (4.82)
n=0

Reemplazando (4.82) en la ecuacién diferencial se tiene:

=

x(l—x) Z (n4+r—1)(n+r)cX"" 2 + 2 Z (n4r)c !
n=0 n=0

+ 2 Z X" =0
n=0

de donde

oo

Z{(n+r— D(n4r)+2(n+r) x4 i{2—(n+r— D(n+r)}e, X" =0
n=0 n=0

oo

Y (ntr)ntr+ Do+ Y {(n+r+2)— (n+7) e =0
n=0 n=0

Uniformizamos exponentes para obtener:

oo

Y (4 )t r+ 2+ Y {141 4+2) — (1 rPhen™ =0

n=—1 n=0

Ahora, en esto tltimo uniformizamos indices y se tiene:

=)

r(r+1cox™' + Z(n+r+1)(n+r+2)cn+1x"+’
n=0

=)

+ Z{(n—i—r—i—Z) — (412X =0, cg#0
n=0

22 Aqui aplicamos el teorema de Frobenius.
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=3

r(r+1)cox ' + Z [(n+r+1)(n+r+2)cprr — (n+r+1)(n+r—2)c,|xX"t"
n=0
=0

r(r41)cox ' + Y (n+r+1)[(n+r+2)cp1 — (n+r—2)c,]x"" =0
n=0
Igualando a cero cada uno de los coeficientes para que la igualdad sea valida
se tiene:

r(r+1)co =0, co # 0 (ecuacién indicial)
(4.83)
(n+r+2)cpt1—(m+r—2)cy, n=0,1,2,---

Acd vemos que las raices de la ecuacidn indicial sonr =r) =0y r=r, = —1
(r1 —rp =1 € Z). Para obtener la primera solucién, ponemos r = r; =0 en la
férmula de recurrencia de (4.83) y se obtiene que los coeficientes de la serie
(4.82) satisfacen:

n—2
Cntl = mcna n:07273a47"' (4.84)
Resolviendo esta formula de recurrencia para distintos valores de 7 se tiene:
Paran=0:c; = —co = —1. (Tomamos cyp = 1)
Paran=1:¢; = —%cl = —%(—1) = %

Paran =2:c3 =0c; =0.
Paran=3:¢c4 = %C3 =0.

Paran=4:c5 = %C4 =0.

Vemos que ¢, =0, Vn € {3,4,5,---}. Luego expandiendo (4.82) con r =
r1 = 0 se tiene la primera solucién

yix) = Z enX" = o+ c1x 4 x> + 3% + cax + s +eex® + - -
n=0

de donde

1
yi(x)=1 —x—|—§x2+0x3—|—0x4+0x5+0x6+~~
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es decir, la primera solucién linealmente independiente es:

1
yix)=1—-x+ §x2 (4.85)

Para determinar la segunda solucién de la ecuacién diferencial procedemos
con la fémula de Lioville (2.6), asi tenemos:

~J px)dx 1 /s
e e
»nx) = yk) —dx(1x+—x2>/—dx
[yl(x)]z 3 (1—x—|—%x2)2
2 (-1
= (1x+1x2>/e
3 (1—x+1x2)
2
1 In(*5)
= (1—x+—x2)/ ¢ >dx
3 (1—x+1x2)
2 _
= (1x+lx2>/ Yozl 5
3 (x—x2+1:3)
1
- (1—x+1x2>/d(x_x2+_x3)
3 (x—x2+—x3)
1 -1 1 -1
= 1—x+—x2> = (l—x+—x2>
( 37 Jx—x24 183 3 (1—x+1x2)
_ 1
X

Por lo tanto el sistema fundamental de soluciones estd dado por el conjunto
sfs={1,1—x+1x?} yla solucién general por la funcién

C1 1 2
= — [ 1— —
y) X +62( x+3x>

s Ejemplo 4.23 Dada la ecuacién diferencial
" +2y +9xy =0, x>0 (4.86)

1. Encuentre las dos soluciones linealmente independientes aplicando el
método de Frobenius.
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2. Exprese dichas series en funciones elementales?3.
3. Determine la solucién general.

Resolucion

1. Sin mas predmbulos, en esta ecuacion diferencial el punto xo = 0 es
singular regular, por lo tanto la solucién de la ecuacion diferencial es de
la forma:

y(x) = i anx"" (4.87)
n=0

Reemplazando (4.87) en (4.86) se tiene:

= d [& >
X—s apxX"t | +2— apxX™ | +9x Y a X" =0
(B i () o2

n=0
de donde
Z (n+r)(nd+r—1Dax""1 + Z 2(n+r)ax" !
n=0 n=0

+ Z 9a, X" =0
n=0

uniformizando exponentes se tiene:

=

Z (n+r+2)(n+r+ a1 X" + Z 9a, X" =0

n=—1 n=1

luego desarrollando la primera serie paran = —1 y n =0, se tiene:

r(r+Dapx™ '+ (r+1)(r+2)aix”

+ Y [(n+r+2)(n+r+ a1 +9a,1]x" =0
n=1

Aqui, para que la igualdad sea vilida, igualamos a cero cada uno de los
coeficientes para obtener:

r(r+1)ap =0, ag # 0 (ecuacién indicial)
(r+1)(r+2)a; =0 (4.83)

(n+r+2)(n+r+1)aps1 +9a,-1 =0, n=1,2,3,---

23Recuerde que:
oo (71)nx2n+1 [ (71)”)C2"
senx = ——— y cosx=
n;o (2n+1)! E_O (2n)!
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Las raices de la ecuacion indicial en (4.88) son ri =0, r, = —1; de
donde vemos que r| — 1, € Z*

Para obtener la primera solucién y; de (4.86) desarrollamos la férmula
de recurrencia de (4.88) para r; = 0, asi se tiene lo siguiente:

a) = 0
(4.89)

9a,_ —
apt+1 = _m, n= 1a2a3a"'

Desarrollamos la férmula de recurrencia (4.89) para los primeros valores

de n:
1. _ 9a0 _ 32(10
Paran—l.az——T—— 3
9 — _Sa _
Paran=2:a3=—733 =0
Paran = 3: ay = — 2% = 3%
n=244= =355 = 73
Ao — a3 _
Paran=4:a5=—-32 =0
6
Paran:5:a6:—%%:—37#
siguiendo el proceso por induccién se tiene que:
(—1)"32"610
ay-1=0 ayy=-———, n=1273,--- (4.90)
n ) n (2n+1)! ) ) ) )

Luego, para r; = 0 se tiene que la primera solucién de (4.86) sera:

(=~ [==]
yi(x)= Z ap X" = Z apx"
n=0 n=0

3
=ag+arx+ arx® + a3x’ + agx* + asx® + agx® + - -
2 4 6
36102 36104_36106

=dap— 3 X 50 X 7 x°4---, haciendo ayp =3
1 (3x)*  (3x)>  (3x)’

:}(3x_ TR T TR
L& (=)' (B! 1

L S ) L iV
xn:() (2n+1)' X

Para encontrar la segunda solucién usamos la férmula de Liouville**

24También se puede usar el método de serie, pero es mas facil aplicar la férmula de Liouville,
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(2.6) y se tiene:

() = yl(x)/ e e do— sen(3x)/ ( s "

o) (may?
X
3 1 3
= sen(3v) /csc2(3x)dx = f—mcot(&c)
X 3 x
B 1 cos(3x)
N 3 x
No tomando en cuenta el coeficiente —3, la segunda solucién de la
ecuacion diferencial es:
cos(3x) 1 & 3x)
y2(%) = X x ; (2n)!

2. En este caso, el sistema fundamental de soluciones estd dado por:

sfs:{m M}

b

x x
3. Lasolucién general de (4.86) es:

cos(3x sen(3x
y(x) = ¢y (3%) +c (3x)
X X

» Ejemplo 4.24 Dada la ecuacién diferencial
Y+ Ay =0 4.91)

1. Verifique que xo = 0 es un punto singular irregular de (4.91), luego
transforme esta ecuacion diferencial aplicando la sustituciéon ¢t = %

2. Verifique que en esta nueva ecuacién diferencial fy = 0 es un punto
singular regular y resuelva en torno a dicho punto aplicando serie de
Frobenius. Muestre que la solucién de esta ecuacidn estd en términos de

funciones elementales?’

puesto que ya conocemos la primera solucién como una funcién conocida. Para proceder con la
férmula (2.6) antes debemos ver que la ecuacién diferencial (4.86) es equivalente a y” + 2 2y ' +9y =
0, x > 0, donde p(x) = 2, donde x > 0.

ZRecuerde que
e (71)}1[2)14»1 [ (71)n[2n

sent = y ~——— y cost =y ~———
nz:;) (2n+1)! nz:‘f) (2n)!
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3. Con el resultado obtenido, halle la solucién de (4.91)
Resolucién

1. En este caso la ecuacién diferencial equivalente es y” -+ j—4y =0, de

donde es facil ver que p(x) =0y g(x) = %; asf 1im,_,ox*q(x) = oo. Por
lo tanto x9 = 0 es un punto singular irregular. Ahora si se hace el cambio

de variable {
t=- (4.92)
X
Llevamos las derivadas a la variable ¢ y se tiene
dy
/ — —t2 “r
y(x) yp
d?y dy
" 4 3
= 2t
) dr? + dt
Poniendo estos resultados en (4.91) se obtiene la ecuacion diferencial
d?y dy
PR bl Aty=0 4.93
dr? + dt * (4.93)

2. Acé en (4.93) podemos ver que p(t) = ; y q(t) = A, y con esto es fécil
ver que fp = 0 es un punto singular regular, por lo que podemos aplicar
el teorema de Frobenius para su solucién, de esta manera la solucién

estd dada por
= Z cat™"
n=0

que al reemplazar en (4.93) nos da:

(n+r)(n+r—1)c,a" 242 Z (n+r)c " 4 At Z T =0
0 n=0 n=0

s

t

(ntr)(n+r—1)eat" "+ Y 2(n+r)ent™ T+ Y At =0

s 3

n=0 n=0 n=0
Y [+ r+ 1) (n+r+2)copt] ™+ Y Acy " =0
n=—1 n=1
rir+ et + (r+1D(r+2)"
+ Z [(n+r+1)(n+r+2)cpr1 +Ac, 1] =0
De lo cual?® igualando a cero cada uno de los coeficientes se llega a las

26por la independencia lineal de {¢"~1,¢" "1 ...},
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ecuaciones

r(r+1)co =0, cp # 0(ecuacion indicial)

(r+1)(r+2)c; =0 (%)

}'Cnfl

Cptl = —m, ne N
De la ecuacion indicial se tiene r; =0y r, = —1.
En primer lugar trabajamos para » = r; = 0, poniendo esto en (*) resulta
c1 = 0, luego en la férmula de recurrencia se llega a lo siguiente?’:
Ac -1

Chn+l = *m, neN (494)
Desarrollamos (4.94) para diferentes valores de n.
Para n = 1: se tiene ¢, = —%.
Para n = 2: se tiene c3 = — (%)%) =0.
Para n = 3: se tiene ¢4 = 7% = ’,15—,2
Para n = 4: se tiene ¢5 = —% =0.
Para n = 5: se tiene cg = —(é)% = —’;—?
De esta manera vemos que:

cznzﬂ,VneNU{O} y cont1 =0, Vn e NU{0}
(2n+1)!

Con estos resultados, la primera solucién linealmente independiente es:

yi(t)=co+cit+cat + et +eqtt + -

=1+cot® +eat +c6t® + - -
> oo nyn oo n 2n+1
ZZcz 12"22 (=1)"2 12— 1 Z(_l) VA 2n+l
= i (2n+1)! VAt = (2n+1)!
1
= ——sen(At)

VAt

27Como cp # 0, suponemos que ¢y = 1.
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luego, la primera solucién es y; (¢) = # sen(Ar). Para determinar la
segunda solucién aplicamos la férmula de Liouville (2.6), asf se tiene:

eff%dt 2
(1) = i (1) / St = / #t\/_mdt - —%cos(\/It)

Con estos resultados, el sistema fundamental de soluciones es
sfs= { ; cos(VAt), % sen(ﬂt)}
y asi la solucién general de (4.93) es
y(t) = —cos(\/_t —sen \/_t) (4.95)

3. De (4.95), teniendo en cuenta que ¢t = %, la solucién general de la
ecuacion diferencial (4.91) es:

y(x) = axcos <\/TI> +bxsen (@)

= Ejemplo 4.25 Determine la solucién en serie de potencias de la ecuacién
diferencial

483y +61°y +y=0,1>0 (4.96)

para t muy grande.
Resolucién

Como ¢ debe ser muy grande, si hacemos x = %, entonces el comportamiento
alrededor de ¢ lo llevamos alrededor de x = 0. A continuacién convertimos
(4.96) en una ecuacién diferencial con variable independiente x, para esto se

tiene lo siguiente:
dy 1dy  ,dy

/
= = = — 2 —
Y =2 gy
ay 1d dy dy ,d? dy  4d%
") = 2L — — 2 _2_2__2 :23 4
0 =2 %dx{ dx| = Tt a o

Ponemos estas derivadas en (4.96) y obtenemos una ecuacién diferencial en la
variable x dada por:

d’y dy
4x —+2—+y 0, x>0 (4.97)
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Asi tenemos, que resolver en serie de potencias (4.96) alrededor de ¢ grande,
equivale a resolver (4.97) alrededor de x = 0. Para esto, vemos que (4.97)
también puede escribirse como:

d>y ldy 1
P ATt A
dx? + 2x dx + 4

Si hacemos p(x) = 5- y g(x) = 4=, entonces vemos que P(x) = xp(x) = 3

y Q(x) = x*q(x) = % son analiticas en x = 0, por lo que x = 0 es un punto

singular regular; asi, (4.97) admite solucidn en serie de Frobenius .de la forma:
y(x) =Y ™’ (4.98)
n=0

Ponemos (4.98) en (4.97) para obtener:

=

4xY (n+r—1)(n+ FepX"t 242 Y (n+ P)e,x 4 Y e =0
n=0 n=0 n=0

de esto

=

Y an+r- 1)(n4r)ex 1+ ) 2(n+r)e, X" 4 Y e =0
n=0 n=0 n=0

luego

Zch(n+r)[2(n+r_1)+1]xn+r71_~_chan:O
n=0 =

uniformizamos exponentes y se obtiene:
Y 2cii(n+r+1)2n+2r+ X"+ Y X" =0
n=—1 n=0
luego uniformizamos indices y se tiene:
2cor(2r— a1+ Z 2cpr1(n+r+1)2n+2r+1)+c, X" =0, co#0
n=0
Aqui, como la igualdad se da para todo x > 0, entonces debe acontecer que
r(2r—1) =0 (ecuacién indicial)

(4.99)

— Cn —
Cntl = @z 1= 0, 12,3,
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En (4.99) tenemos que las raices de la ecuacién indicial son r; = % yry=0,

para las cuales se verifica que r| —rp = % & 7", esto significa que hay que

resolver independientemente para cada una de las raices. Asf tenemos que:
Parar=r| = % en la formula de recurrencia de (4.99) resulta:

Cn

- " 4 =0.1.23.---
Cn+1 2(n+1)(2n+3)7n )Ly &y

Cuandon=0,c; = ——4{.3 o= _2!?10!3'
C C
Cuandon=1,¢c; = *2.21.5 = 22.2?.3 5
c C
Cuandon=2,¢c3 = — 2.32.7 == 23.31.03.5.7'

Procediendo en forma inductiva se tiene
(=1)"co
2n.p1.3.5.7---2n+1)’
(=1)"-2-4-6---(2n)
27.n!-(2n+1)!

(=1)"-2".n!

tomamos co = 1

Cn

N )
= m7n—0,1,273,"'

Por lo tanto, si ponemos este resultado de ¢, en (4.98), la primera solucién

(4.97) es
> 1
yl(x)_z(z(nJr)l ‘/_Z 2n+1

Para r = r, = 0 en la férmula de recurrencia de (4.99) se tiene:

Cn+1 2(n+1)(2n+1)7n 3 Ly Ly
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_ —__© __%
Cuandon=2,c3 = —54z = —¢I.

Procediendo en forma inductiva (tomamos ¢y = 1) se tiene

(=D"
n - ) :07172735"'
¢ (2n)! "
Por lo tanto, ponemos este resultado de ¢, en (4.98) para obtener la segunda
solucién

- (_l)n n
yz(x)zr;) (2n)!x

y con estas dos soluciones linealmente independientes, la solucién general de
4.97) es:

_a\/_z

Pero aqul’, aun podemos hacer mas arreglos, asi tenemos:
> (_ 1 )n 211+l
X)=a +b

y esto equivale”®

2+1

y(x) = asen(v/x) +bcos(y/x)

Ahora para llegar a la solucién de (4.96) alrededor de r muy grande, tomamos
X = % y nos queda:

y(t) = asen (%) +bcos (%)

» Ejemplo 4.26 Halle la solucion de

1 1
x2y"+x<x§> Y4 3y=0,x>0 (4.100)

alrededor de xy = 0.

28Recuerde que:
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Resolucién

Aqui es fécil verificar que xo = 0 es un punto singular regular, por lo cual,
(4.100) admite solucién en serie de Frobenius de la forma:

=

Y=} e

n=0
ponemos esta serie en (4.100) y se tiene:

o N &
x? Z(nJrrf D(n+r)ex"72 + x<x §> Z(n+r)c,,x"+r_l
n=0 n=0

1&
+ E Z Cnxn+r =0
n=0

desarrollamos los productos y resulta

= =

1
O(n +r)(n4r—1)c, " + ngb(n + )t ,;) 3 (n+r)e, X"t

|
+ Z’ 5Cnxn—O—r =0
n=0

gkl

n

A continuacién uniformizamos exponentes

=

Z (n+r)(n+r—1c,x"" +
n=0

=

1
(n+r—1)c,_1x"" — Z 3 (n+r)c, X"t
n=0

s

3
Il
—_

X =0

+
s
N

3
Il
o

luego uniformizamos indices para obtener:

11,
r(r—])—zr—&—z cox

+niz { {(iH—r)(n—i—r— 1)—&-%’1—“) cn+(n+r_1)cn_l}xn+rzo

Aqui, la igualdad ocurre si, y solo si, todos los coeficientes son iguales a cero,

por esto se tiene quezg:

_ T e _ (4.101)
= T wmmrr—twmry 1= 23

{ r(r—1) = 3r+3 =0 (ecuacién indicial)

2Tenga en cuenta que siempre cg # 0.
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Al resolver la ecuacién indicial de (4.101) se tiene las raices ry =1y rn = %,
donde r; —ry & Z™, esto significa que tenemos que determinar las soluciones

independientemente para cada raiz, asi tenemos:

Cuando r = r; = 1, la férmula de recurrencia de (4.101) queda asi:

- 2,
e = — ncl ! o= el =123,
nn+1)—5(n+1)+3 2n+1

En esta formula de recurrencia se tiene:

2,
Paran=1,ci = —%cy = f%co
2 4.
Paran=2, ¢, %co = %co.
3 6.
Paran=3,c3 = f%co 27!3!

Tomando ¢y = 1, por induccién vemos que

. (—1)"2%n!
T2n+1)!

luego, la primera solucién de la ecuacién diferencial es:
0 )n22n 0 )n22n
; (2n+1)! ; (2n+1)!

Cuandor=r, = %, la formula de recurrencia (4.101) se convierte en:

(n_%)cnfl Cn—1
- =- 1,23,
L Py iy T e S L

En esta formula de recurrencia se tiene:

Paran=1,c; = —cy.

o
=

Paran=2, ¢

N
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Paran =3, c3 = —%.

Tomando ¢y = 1, por induccién vemos que
_ =
L =
n!
luego, la segunda solucién de la ecuacién diferencial es:

(=D"
n‘

—X

y2(x) =

S
Les

Como ya disponemos de las dos soluciones linealmente independientes y; (x)
y y2(x), entonces la solucién general es:

R (=12 .
y(x) _ax,;)—(Zn-i-l)! X"+ by/xe

s Ejemplo 4.27 Determine la solucién de la ecuacion diferencial
'+ (1-x)y -y=0,x>0 (4.102)
alrededor de xy = 0.
Resolucién

En primer lugar, es fécil verificar que xg = 0 es un punto singular regular de
(4.102), por lo cual la ecuacién diferencial admite solucion en serie de tipo
Frobenius de la forma:

=Y et (4.103)

Ponemos esta serie en (4.102) y se tiene:

o =

xZ(rH—r—1)(n+r)cn35’+’72+(1—x)Z(n—l—rcﬂ'”1 ZC,JH’” 0

n=0 n=0

efectuamos los productos y agrupamos convenientemente para obtener:

= oo

Z (n+r)2c,x" 1 = Z (n+r+1e X" =0

n=0 n=0
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donde uniformizando exponentes vemos que:

= o

Z (n4r4+1)2c 1 d" — Z(n—i—r—i— De X =0
n=—1 n=0

luego uniformizando indices se tiene:

=

reox ! 4 Z (n+r+1)2cpp " — Z (n+r+1De,xX" " =0
n=0 n=0

de donde agrupando y tomando ¢y = 1 se obtiene

=

x4 Y (n+r+1)[(n+r+1)cpr — ™ =0
n=0

Aqui, esta igualdad acontece si, y solo si, cada uno de los coeficientes se anula,
es decir:

2 e, . ..
{ r? = 0 (ecuaci6n indicial) 4.104)

(n+r+1)[(n+r+1)cpr1—cy) =0,n=0,1,2,3,--

De la ecuacién indicial, vemos que » = r; = r, = 0. Poniendo este valor en la
féormula de recurrencia (4.104) se tiene

an
Cn+l1 = I’l_7 n=0,1,2,3,--

+1

y con esto determinamos la primera solucién de la ecuacién diferencial. En
efecto:

Paran=0,ci =cy=1.

_ —_cag _1
Paran=1, ¢, 3 5
_ _ o _ 1
Paran=2,c3 = £ =73
_ —_a_ 1
Paran =23, c4 = 7=

Continuando con este proceso se tiene que

1
Cn = —, n20715273a"'
n!
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luego, poniendo este resultado en (4.103), obtenemos la primera solucién de

la ecuacién diferencial dada por

Para determinar la segunda solucién y,(x) procedemos con la férmula de

Liouville, asi tenemos que30

eff%dx

e*fP(X)dxd . J
() = i [ Gsdr=e [ s
exflnx —x
= ex/ g dx:ex/%dx (%)
—x _yeo (=0 _ x_27x_3
Comoe ™ =3} (¢ =1—x+7% —73 +--, entonces
et 1_1_’_x_)c2 x3_x4+
x X 21 31 41 5!
1 i( 1)")("71
T x = n!
de donde:
—x 1 o _lnnfl © (1)
/e_dx:/ _+Zu dx:lnx—&—zg
X x = n! = 'n

Ponemos este resultado en (*) y se tiene:

(1)
_ X
nx) = e lnx—l—’; —

Por lo tanto, la solucién general de (4.102) es:

(1)t
y(x) = ae* + be* <lnx+ng’1 %)

30Tenga en cuenta lo siguiente: que la ecuacién diferencial (4.102) es equivalente a
1—x 1
Yt —y = -y=0
X X

donde se tiene que p(x) = ==,
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Observacion
Un método alternativo para resolver una ecuacién diferencial cuando
las raices de la ecuacidn indicial son iguales consiste en lo siguiente:

Encuentre una expresién E(r) para la ecuacién indicial, de modo que
se tenga:

E(r)=0

Cuando se reemplaza la serie de Frobenius’! y(x) = Yo pcnx" en
la ecuacién diferencial, aparece de manera natural en la relacién de
los coeficientes la funcién E, por lo que se recomienda al lector esté
pendiente de este suceso.

Luego, después de igualar los coeficientes a cero, se obtiene la férmula
de recurrencia para los coeficientes donde aparece la funcién E. Se
desarrolla esta férmula de recurrencia y se obtiene una férmula para
determinar el coeficiente ¢, (r).

Una vez obtenido el coeficiente c¢,(r), se procede a determinar la
primera solucién y; (x) de la ecuacion diferencial. Para determinar la
segunda solucién, calculamos la derivada de ¢, (r) respecto de r, asi
la segunda solucioén de la ecuacién diferencial es

3200 =31 (@) () + ¥ (A

n=1

Veamos el siguiente ejemplo:

= Ejemplo 4.28 Resuelva la ecuacién diferencial:
2y —t(143t)y +2(2t+1)y=0,1>0 (4.105)
en serie de potencias para t muy grande.
Resolucién
Como ¢ debe ser muy grande, entonces haciendo x = % el comportamiento

alrededor de ¢ lo trasladamos alrededor de xy = 0. Por esto, convertimos la
ecuacidén diferencial en la variable ¢ en una que dependa de la variable x

31En el caso de que se busque la solucién alrededor del 0.
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aplicando la transformacién ¢ = 1. Asf se tiene que /() y y”(¢) en la variable
x estdn dadas segtin el ejemplo 4.25 por las siguientes expresiones:

dy 4d%y dy
'(t) = —x* == (1) = x* 23 =2
ye)=—x"—y Y() d2+ I

Ponemos estos resultados en (4.105) y se tiene

1 1 2
dy+23dy L3 e o () y=0, x>0
dx? dx X X dx X

Simplificamos esto para obtener:
2Ly dy 2 2 4.1

xd—2+x(x+5) +2(x+2)y=0,x>0 (4.106)
A continuacidn, procedemos a resolver (4.106); en esta ecuacién diferencial
vemos que p(x) = 2 y g(x) = ();{2), donde P(x) =xp(x) =x+5y Q(x) =
x2q(x) = 2(x+2) son analiticas en xp = 0; ademds Py = lim,_,o+ P(x) =5y
Qo = lim,_,¢+ Q(x) = 4, y con esto la ecuacién indicial®? es

r(r—=1)4+5r4+4=0

que es equivalente a (r+2)? = 0. Haciendo E(r) = (r+2)?, se tiene que la
ecuacién indicial también puede ser escrita como

E(r)=0

donde las raices son iguales, es decir, r = r; = r, = —2. Con este andlisis
decimos que, xp = 0 es un punto singular regular de (4.106) y admite solucién
en serie de Frobenius alrededor de dicho punto, de la forma:

x)=Y et (4.107)
n=0

Ponemos esto en (4.106) y se tiene:

oo o

x2 Z (n +r— 1)(1’! + r)cnxn+r72 + x(x_|_5) Z (n + r)c,,x"”fl
n=0 n=0

+ 2(x+2) ) =0
n=0

3Recuerde que la ecuacién indicial es

r(r=1)+Pr+Qo=0
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que al efectuar los productos se convierte en

=

Z (n+r—1)(n+rec,x"" + Z (n+r)e "4 Z 5(n+r)cx" "
n=0 n=0 n=0

=

+ Y 26, 4 Y AT =0
n=0 n=0

Agrupamos convenientemente las series

oo

Z [(n+r—1)(n+r)+5(n+r)+4]c, X"+ i [(n+7)+2] e =0
n=0 n=0

ahora uniformizamos exponentes

i [(n+r—1)(n+7r)+5n+r)+4c, X"+ i (n+r+1)c,1 X" =0
n=0 n=1
luego uniformizamos indices® y se tiene:
E(r)cox” + i {E(n+r)cp+(n+r+1)c, 1} X" =0
n=1
Si hacemos ¢y = 1 e igualamos los coeficientes a cero vemos que

E(r) = (r+2)* = 0 (ecuacién indicial)
E(n+ricy+(n+r+1)cp1 =0,n=1,2,3,--

Desarrollamos la féormula de recurrencia para obtener:

n+r+1 n+r+1 123
h=————Cp-] =—7————5Cn—1, =
n E(n+r) n—1 (n+r+2)2 n—1, 3~y
Paran=1,c; =— (Qf)z co=— (Qf)z.

3Simplificamos el coeficiente de la serie de la izquierda
(n+r—1)(n+r)+5n+r)+4=0+r)?—0+r)+5n+r)+4=(n+r)2+40n+r)+4
=(n+r+2)>?
usando la funcién E(r) = (r+2)? que fue definida mds arriba en la ecuacién indicial se tiene:

(n+r—1)(n+r)+5(n+r)+4=E(n+r)



248 4 Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con serie de potencias

r+3 o= r+3 _r+2 r+2
42 = a2 432~ (r43) (442

Paran=2,¢c) = —

_ _ r+4 _ r+4 r42 _ r+2
Paran =3, 63 = =GP = " Gasp TR AR — TR HTTIR

r+5 1= r+5 r+2 _ r+2
(623 = (162 (r3)(r+4) (r5)2 — (r43)(r+4) (r+5)(r+6)2

Paran=4,c4 = —

Siguiendo con este proceso y aplicando induccién encontramos la férmu-
la para determinar el coeficiente c,. Como este depende de r, ponemos:

(1) (r+2)
r+3)(r+4)(r+5) - (r+n+1)(r+n+2)%’

n=1,2,3,
(4.108)

cn(r)i=cp= (

Reemplazando r = —2 en (4.108) vemos que:
cn=cu(—2)=0,n=1,2,3,---
luego ponemos esto en (4.107) y se tiene:
- n—2 -2 - n—2
yi(x)=) e =cox "+ Cp X

luego tomando ¢y = 1, la primera solucién de (4.106) es

Para determinar la segunda solucién procedemos como indica la observacién
anterior. Derivamos respecto de r la expresion de (4.108), antes aplicamos
logaritmo’*

Inc,(r) = In(=1)*4In(r+2)—In(r+3)—In(r+4)
—o—In(n+r+1)—In(n+r+2)?
entonces

cy(r) 1 1 1 1 2
co(r)  r+2 r4+3 rt4 n+r+1 n+r+2

34 Aqui no debemos preocuparnos por la derivada de alguna expresién negativa, puesto que el
logaritmo es complejo.
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luego

G0 =al) | 5= - 1 )

r—|—2_r—|—3_r—|—4_m_n+r—|—1 _n—|—r—|—2

el (r) = cu(r) ! cn(r) ! + ! 4+ ! + 2
T 2 Y k43 44 n+r+1 n4r+2

Reemplazamos la expresion de ¢,(r) en el término de la izquierda donde
aparece y se tiene

! (_l)n
culr) (r+3)(r+4)(r+5)---(n+4+1)(n+r+2)?
()|t g 2
—e(r) | ——
D F3 T rra nr+l ntr+2
Aqui ponemos r = —2 y se obtiene:
—1)" —1)"
c(=2)= (=) :( ) n=1,273,

1:2:3---(n—1)-n2  n-n!’

Con esto la segunda solucién es:

») = yi@)nE)+ Y (=222

l & (_l)nxn

n-n!

+oo (_ 1\n
Y = 54 5 [In)+ ) — x”]

y con esto, mediante el cambio de variable x = % se tiene que la solucién de la
ecuacion diferencial (4.105) alrededor de un ¢ muy grande es:

(e (LY

y(t) = Ar* + B*
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= Ejemplo 4.29 Resuelva la ecuacién diferencial:
2y 4+ x(x—1)y +y=0,x>0 (4.109)
en serie de potencias alrededor de xy = 0.

Resolucion

Antes de proceder a resolver (4.109); vemos que haciendo p(x) = “%l y

q(x) = ;15, se tiene que P(x) = xp(x) =x— 1y Q(x) = x*’q(x) = 1, son
analiticas en xy = 0; por lo que 0 es un punto singular ordinario. Ademas
Py = lim,_,o+ P(x) = —1 y Qp = lim,_,p+ Q(x) = 1, y con esto la ecuacién
indicial es 7(r — 1) —r+1 = 0, que es equivalente a (r — 1)> = 0. Haciendo
E(r) = (r—1)?, la ecuacién indicial también puede ser escrita como

E(r)=0

Vemos que las raices son iguales, es decir, r = r; =r, = 1. Como xp =0 es
un punto singular regular de (4.109), entonces la ecuacién diferencial admite
solucidn en serie de Frobenius alrededor de dicho punto, de la forma:

y(x) =Y ™’ (4.110)
n=0

Ponemos esta serie en (4.109) y se tiene:

oo o

X Z (n+r—1)(n+r)e,X"72 + x(x—1) Z (n+r)c !
n=0 n=0

+ Z Cnanrr -0
n=0

que al efectuar los productos se convierte en

o =

Y (ntr=D(ntrjex™ 4+ Y (e = Y (nt e
n=0 n=0 n=0

+ Z Cnx11+r =0
n=0

Agrupamos convenientemente las series

o

Z [(n4+r—1)(n+r)—(n+r)+1]cx"T + Z (n—|—r)cnﬂ‘+r+1 =0
n=0 n=0
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ahora uniformizamos exponentes para obtener

Z [(n+r—1)(n+r)—(n+7r)+1]c X"+ Z (n+r—1)c,_ X" =0
n=0 n=1
luego uniformizando indices> se tiene
E(r)cox” + Z {E(n+r)cp+(n+r—1)c,1}x"7" =0
n=1

Si hacemos cp = 1 e igualamos los coeficientes a cero se obtiene:

E(r) = (r—1)% = 0 (ecuacién indicial)
E(n—|—r)cn—|—(n+r—1)Cn71 :0, n= 172737"'

Desarrollamos la férmula de recurrencia y se tiene

n+r—1 n+r—1 Cn—1 1.2.3
Ch=————C | =—F7———5C- 1 =————,h=1273...
" E(n+r) " ! (n+r—1)27" ! n+r—1

Paranzl,clz—%oz—%.

Paran=2,¢; = —- = _1_

r+1 r(r+1)°
— =_C9 —___ 1
Paran=3,c3 = 2 = TR )
_ S T U
Paran =4, cy = r+3 7 r(r+)(r+2)(r43)

Aplicando induccién encontramos la férmula para determinar el coeficiente c¢,,.
Como este depende de r, escribimos:

o (=1)" _ -
%Uy_cw_NW+UU+2%~U+n—D’n_L23’ @.111)

35 Simplificamos el coeficiente de la serie de la izquierda

(P = (e r) = (n )+ 1= (n41)° =2n+r) +1
(n+r—1)>*

(n+r—=1)(n+r)—(n+r)+1

usando la funcién E(r) = (r — 1)? que fue definida mds arriba en la ecuacién indicial se tiene:

(n+r—1)(n+r)—(n+r)+1=E(n+r)
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Ponemos r =1 en (4.111) y vemos que:

(=" (="
L =cn(1) = = ,n=12.3,--
a=a)=13 300" " 3
Como ya disponemos de c,,, reemplazamos esto en (4.110) y se tiene la primera

solucién:

yi(x) = i enX ! = i —(_l)nxn+1 :xi (_l)nx" =xe "

|
n=0 n=0 n:

luego la primera solucién de (4.109) es

—X

y1(x) = xe

Para determinar la segunda solucién procedemos como en el ejemplo anterior.
Derivamos respecto de r la expresion de (4.111), antes aplicamos logaritmo

Inc,(r) =In(—=1)* —In(r) =In(r+1) —=In(r+2) —---—In(n+r—1)
entonces
c(r) 1 1
ca(r)  r r+l r42 n+r—1
luego
1 1 1 1
/ —_— _—_—— —_— e — et e — —
cn(r)—cn(r)[ ror+l1 r+2 n—|—r—1}
oy (GRVN 1 1 _ b
C”(r)_r(r+1)(r+2)~~~(r+n—1) r+r+l+ +rH—r—l

Aqui ponemos r = 1 y se obtiene los coeficientes de la segunda solucién dados
por la expresion:

1)"+1 11 1
(1) = (Galdias I+ deef—
e, (1) 2. [+2+3+ +n}
1n+1 1 1
= ( ) l+=+-+—-|,n=1,2.3,---
n! 2 n
Con esto la segunda solucion es:
400
»2(x) = M(X)IH(XHZCZ(UX"“
. n+1 1 1 xn+1
= In( 1
n(x +Z [+2+3+ + }

n+1 1 1 1
= xe “ln(x —i—xz {1+§+§+~--+;]x”
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Puesto que ya disponemos de y; (x) y y2(x), la solucién general de (4.109) es

y(x) = Axe *+ B |xe " In(x +x2 1)n+l 1—|—l—|—l—|—~~-—i-l X"
23 n

4.5 EJERCICIOS PROPUESTOS 4

1. Analice la convergencia de las series dadas:

oo 1 > at
(1) ;W 2) n;,,n!,a>0
= (—=1)"n.In(n) S 1
O Ly @ Lamwr
o cos(n@) > ( l) (i’l2+5)
(5) ’g,l n/n (6) rgb nd+1
M L1, ® LU=
nil n1/3 n:olo (_l)n
O Lm0 Lo
oo nnZ > n
(11) Zl( ;), (12) 251{3
= n-+2sen(n) = n_Vn
13 X5 S MC D

2. Seab € R— {0}, demuestre que la serie
- 1
Py ———
n;) (1+%)"

es convergente y calcule su suma.
3. Demuestre que para cualquier p € N la serie

o

Snn+1)- (n+p)

€s convergente.
4. Sea {a,} una sucesién d(za ndmeros positivos tal que },°_; a, converge;
oo o a sz
demuestre que Y, (an)” y Yoy T15, también convergen.
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5. Demuestre que si Y., (a,)? converge, entonces Y . converge.
6. Halle el radio de convergencia y el conjunto donde las siguientes series
convergen
x+2 "
a) Zn 1 5n,3 5nn
b) Zn 1 n

—1)"

D To, rs)).x
e) Zn 1 2§n (L);n)sz
7. En cada uno de los problemas, determine si el valor especificado de ¢ es
un punto singular regular de la ecuacién diferencial dada.
a) t(t—2)%y"+1y +y=0;t=0
b) t(t—2)%"+1ty +y= 0; t=2
¢) (sent)y”—i— (cost)y' +1y=0;1r=0
d) (¢ )y”—|—e’y’—|—y 0,t=0
e (1 lz)y"Jr Sen(Hl)y +y=0;t=—1
f) 13y + (sent?)y' +ty=0; t = 0.
8. a) Sabiendo que = =Y ox", |x| < 1, demuestre que la funcién
racional —— puede expresarse en serie de potencias mediante:

1 _ i (*1)")(2"
a+x?

n=0

a1

b) Resuelva la ecuacién diferencial (x*> +3)y” +4xy’ +2y =0 en
serie de potencias alrededor de xp = 0. Usando el item anterior
exprese cada una de las soluciones fundamentales como funciones
racionales.

¢) Escriba la solucién general de la ecuacién diferencial como com-
binacién lineal de dichas funciones racionales.

9. Aplique el mismo procedimiento del ejercicio anterior para resolver:

(¥ 4+1)y" +4xy +2y=0

10. a) Se tiene que tanhx = zf)‘;lﬁi, demuestre que:
1 1+x
tanh(x) = =1 4.112
arctanh(x) FInT— ( )

b) La serie de Taylor (serie de potencias) de una funcién f(x) alre-
dedor de un punto xg, en el cual es infinitamente diferenciable
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€s:

Demuestre que la serie de Taylor?® (serie de potencias) alrededor
de xo = 0 de arctanh(ax), donde a es constante diferente de cero,

€s:
0 a2n+1x2n+l

tanh = _— 4.113

arctanh(ax) n;) P ( )

¢) Aplicando serie de potencias alrededor de xo = 0, resuelva la
ecuacion diferencial

(x> =2)y"+2xy =0

Use (4.113) para expresar la solucién en serie como una funcién
trascendente, después de esto halle el sistema fundamental y la
solucién general.
11. Resuelva mediante serie de potencias alrededor de xo = 0 la ecuacién
diferencial:
(1+x2)y" +2xy =2y =0

Luego aplicando (4.20), exprese las soluciones fundamentales mediante
funciones elementales.
12.  a) A partir de ﬁ =Y X", x| < 1; deduzca que:

o _] nbn n
a—|—bx Z ab 70

n=0

b) Resuelva en serie de potencias alrededor de xo = 0 las siguientes
ecuaciones diferenciales, y exprese las series de sus soluciones
fundamentales como funciones racionales, usando el item anterior

1) (4x> —9)y" +16xy +8y =0
2) (b*x* —a®)y" +4b%xy +2b*y =0
13. Para la constante b # 0 se propone la ecuacién diferencial:

(B> +1)y" +2b*xy =0

360tra forma de obtener la serie de potencias de la funcién arctanh(x) es integrando la series

had 1
_ n _
72‘)6 Y +x

n=0 n

s

(—1)"", <1

—

0

luego aplicar (4.112).
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a) Resuelva en serie de potencias alrededor de xy = 0.

b) Use las series de las funciones arco tangente y arco cotangente’’
para demostrar que las soluciones fundamentales de la ecuacién
diferencial expresadas en serie corresponden a dichas funciones.

14. @) Aplicando el ejercicio 10b con a # 0, demuestre que la representa-
cién en serie de potencias alrededor de xp = 0 de m es:

1 i x"
mzé( D (n+1)——> s

b) Resuelva con serie de potencias alrededor de xy = 0 la ecuacién
diferencial:

(x+ D3 +4(x+1)y +2y=0

Luego aplicando el item anterior muestre que las soluciones fun-
damentales en serie pueden expresarse como funciones racionales.
15. a) Paraa # 0, demuestre que:

1 oo x2n
2= Z a2n+2
0

n=

a2

—Xx
b) Resuelva en serie de potencias alrededor de xy = 0 la ecuacion
diferencial

(x> —a®)y" +4xy' +2y =0

Usando la serie del item anterior, exprese las soluciones funda-
mentales en serie de la ecuacion diferencial, mediante funciones
racionales.
16. Dada la ecuacién diferencial: y” — 4xy’ + (4x*> —2)y =0

a) Halle su solucién en serie de potencias alrededor de xg = 0.

b) Usando la serie de la funcién exponencial®®, exprese las solucio-
nes fundamentales en serie de la ecuacién diferencial, mediante
funciones elementales (en este caso exponenciales)

3T Tenga en cuenta de que para cualquier constante b > 0:
n+l ( )2)H~l

R
t(bx) = =
arccot(bx) =3 ; il

38 Tenga en cuenta de que:
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17. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales en serie de potencias
alrededor de xo = 0. Verifique que la soluciones fundamentales son
polinomios.

a) xz()c2 + 6)y” — (10x% +48x)y" + (30x> 4 108)y = 0

b) (x4 1)y" 6xy +12y=0
(x — 2t —|— 1)y” — (8x7 — 8x*)y’ + (20x° + 12x%)y = 0
(x + 12) — 43y 4+ (6x* +12)y =0
(x 2)y" —6xy' +12y =0

1) (2 - 2" — 62/ + 10y —0

18. Analice la regularidad del punto xo = O y resuelva las siguientes ecuacio-
nes diferenciales mediante serie de potencias. Analice la serie de cada
una de las soluciones fundamentales y verifique que éstas corresponden
a funciones elementales.

a) (x —x)y = (P 4+x—1)yY +(2x—1)y=0

b) (F—x)y" +(x+1)y —y=0, x| <1

c) xy"Jr 2—x)y —-y=0

d) (a2x4 +x2)y" —2xy’ +2y = 0, a es constante

e) (X +x)y"+ (4x +2)y + 2xy 0

) x(x+2)y" — (x> +4x+2)y' =0

g x( )y” +(1=222)y + (4x — 2)y 0

h) (x* 2)y’ + (8x — 10x%)y' + (30x* —20)y = 0

) (= 2x)y" + (2 —40)y + 67y =0

Do +2(1—x)y +(x-2)y=0

k) xy'+3-2x)y +(x—3)y=0

Dxy'+(p+1-2x)y+(x—p—1)y=0,peN.

19. Dada la ecuacién diferencial: x%y” +2pxy’ + (x> 4+ p> —p)y =0, p €N

a) Resuelva en serie de potencias alrededor de xy = 0.

b) Use las series del seno y coseno®® para demostrar que las solucio-
nes fundamentales de la ecuacién diferencial expresadas en serie
corresponden a las funciones 2 sen(x) y 2 cos(x).

20. Dada la ecuacién diferencial: xy” — (4x> + 1)y’ +4x3y =0

a) Resuelva en serie de potencias alrededor de xy = 0.

b) Usando la serie de la funcion exponencial, exprese las series de las
soluciones fundamentales en términos de funciones elementales.

% Tenga en cuenta de que para cualquier constante a > 0:

2n+1 [ 2n
sen(ax) Z% y cos(ax) Z ( )
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

Resuelva la ecuacion diferencial
20"+ (1+x)y' +y=0

alrededor del punto xyp = 0. Exprese la solucién con sus tres primeros
sumandos en cada una de las soluciones linealmente independientes.
Resuelva alrededor de xo = 0 la ecuacion diferencial

(P4 1)y +x9+y=0
Resuelva alrededor de xg = 0 la ecuacion diferencial
(X +2)y" +x9 +y=0
Resuelva alrededor de xg = 0 la ecuacidn diferencial
(> 4+2)y" 435y +y=0

Para x # 0, encuentre las soluciones linealmente independientes en tér-
mino de funciones elementales de las siguientes ecuaciones diferenciales
resueltas con series alrededor de xy = 0.

a) 4xy" +2y +a*y =0, a es constante.

b) 2xy// 4 3y/ _ 2y _ 040
Para x > 0, encuentre las soluciones linealmente independientes en tér-
mino de funciones elementales de las siguientes ecuaciones diferenciales
resueltas con series alrededor de xy = 0.

a) xy" +2y +a’xy =0, a es constante.

b) xy" +2y —a’xy =0, a es constante.

¢) 4xy” + 8y +a’xy =0, a es constante.

d) xy" —y' +a*x’y =0, a es constante.

e) 4%y —dxy' + (3 —4x*)y =0
Resuelva en serie de potencias alrededor de xyp = 0 las siguientes ecua-
ciones diferenciales, indicando sus tres primero términos distintos de
cero en cada una de sus soluciones fundamentales.

a) 2%y +x(x+ 1)y —(x+1)y=0

b) 2x*y"4+xy' — (x+1)y=0

¢) 2xy' —2e*y +2y=0

40Tenga en cuenta:

2n fd 2n+1

_ (ax)
I y senh(ax) _,;) 2n+ 1)

(

ax)
(2n

cosh(ax) = i
n=0
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

d) 2x%y"+xy —ey=0

e) y'+ (senx)y=0

HY +ey —y=0
Resuelva los siguientes problemas de valor inicial con serie de potencias
alrededor de xo =0

a) (x—1)y" —2xy+y=0,y(0) = -2,y'(0) =4

b) y' —2xy'+8y=0,y(0)=1,y(0) =0

o) (P+1)yY"+2xy =0,y(0) =0,y (0) =1
Resuelva en serie de potencias alrededor de xo = 0 la ecuacién diferen-
cial (x? —2)y" 4+ 2xy’ = 0, con las condiciones iniciales y(0) = y'(0) =
1,luego exprese la solucién en funciones elementales.
Resuelva con serie de potencias alrededor de xop = 0 el problema de
valor inicial: (x+1)y"” —2xy—2y =0, y(0) =0, y'(0) = 1.
Resuelva con serie de potencias alrededor de xo = 0

a) xy" + (1 —cosx)y +x>y =0

b) (¢"—1—x)y"+xy=0
Resuelva y” +x%y +2xy — 10x> +2x — 5 = 0, si y(x) = Y7o c,xX" es su
solucién total.
Resuelva la ecuacién diferencial

25"+ (14x)y +y=0

alrededor del punto xo = 0. Exprese la solucién con sus tres primeros
sumando en cada una de las soluciones linealmente independientes.
Resuelva alrededor de xo = 0 la ecuacidn diferencial

(1) +x/+y=0
Resuelva alrededor de xg = 0 la ecuacion diferencial
(P +2)y" +x9 +y=0
Resuelva alrededor de xp = 0 la ecuacién diferencial
(2 4+2)y" +3x +y=0

La funciéon gama es denotada por I'(p) y es definida por la integral

~+o0

F(p—l—l):/o e “xPdx

La integral converge cuando x — oo para todo p. Para p < 0 es impro-
pia porque el integrando no es acotado cuando x — 0. Sin embargo se
puede demostrar que la integral converge en x = 0 para p > —1.
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38.

39.

40.

a) Demuestre que para p > 0 se tiene I'(p+ 1) = pI'(p).

b) Demuestre que I'(1) = 1.

¢) Si p = n fuera un entero positivo, demuestre que I'(n+ 1) = n!.
Como I'(p) esta definido para p que no necesariamente es entero
entonces esta funcién nos da una generalizacién de la funcién
factorial para valores no enteros de la variable independiente. Note
que tambien es consistente definir 0! = 1.

d) Demuestre que para p > 0,

I'(p+n)
Pp+1)(p+2) - (prn—1) ==L
I'(p)
Asi I'(p) puede ser determinado para todos los valores positivos
de p si I'(p) fuera conocido en un unico intervalo de longitud
1, digamos en 0 < p < 1. Es posible mostrar que I['(1/2) = /7.
Encuentre I'(3/2) y T'(11/2).

Resuelva la ecuacion diferencial dada en serie de potencias de x (en
torno de xg = 0). Escriba una formula cerrada para el término general de
cada serie que compone la solucién. Dar un intervalo donde la solucién
es valida.

a) Y/ +xy+2y=0, y(0)=4, y(0)=-1.

b) (1+x%)y" —4xy' +6y=0.

0 (4—x2)y"+2y=0.

d) 3—x%)y"—3xy —y=0.

e) (1-x)y"+x'—y=0, y0)=-3, »(0)=2.

f) 2y +xy'+3y=0.

g) ¥ —xy =0, Ecuacién de Airy.

Resuelva la ecuacién diferencial dada en serie de potencias de x (en
torno de xp = 0). Escriba los tres primeros términos diferentes de cero
(si existiesen) de cada serie que compone la solucién. Dar un intervalo
donde la solucién es vélida.

a) v/ +k**>y =0, donde k € R.

b) (1—x)y"+y=0.

0 2+x2)y —xy +4y=0, y(0)=-3, y(0)=2.

Demuestre que si

n=2 n=2

y(x) = ap (1 + i bnx”> +a <x+ i c,pc”)
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es solucién en serie de potencias de la ecuacion

dzy

P 1 o2

dx+R( x)y=0

entonces y; (x) =1+ Z byx" y  w(x)=x+ Z ¢, X" son soluciones
n=2
fundamentales de la ecuac1on
41. Considere la ecuacién de Legendre (1 —x?)y” —2xy +a(a+1)y =0.
a) Demuestre que la solucién general de la ecuacién de Legendre es
y(x) = agy1 (x) + aryz(x), con

(2k—2— 2k—1+4+a)---(1+
_1+Z a)--- (= 0‘()2(]()! a) - ( O‘)xzk

i (2k—1— )o--(1—0)2k—2+0a)--- 2+ a)
YQ(X):x—F];l “ (2(]1‘_’_1)! « « X2

Demuestre que si & = 2N, para N =0,1,2, ..., entonces y;(x) es un
polinomio de grado 2N conteniendo apenas potencias pares de x.
Demuestre que si « =2N + 1, para N =0,1,2, ..., entonces y(x)
es un polinomio de grado 2N + 1 conteniendo apenas potencias
impares de x.

¢) El polinomio de Legendre es definido como la solucién polinomial
de la ecuacién de Legendre, para a = N, que satisface Py(1) = 1.
Determine los polinomios de Legendre para N =0,1,2,3,4.

42. Considere la ecuacién de Hermite y” — 2xy' + Ay =0
a) Demuestre que la solucién general de Hermite es y(x) = agy; (x) +
ayy>(x) con

KA =202k=2))-2

_1+Z Al

(2
& )L 202k—1))-+- (A —2)
- ; (2k+1)! T

b) Demuestre que si A = 4N, para N =0, 1,2, ..., entonces y; (x) es un
polinomio de grado 2N conteniendo apenas potencias pares de
x. Demuestre también que si A = 2(2N + 1), paraN =0, 1,2,
entonces y;(x) es un polinomio de grado 2N + 1 conteniendo
apenas potencias impares de x.
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43.

44.

45.

¢) El polinomio de Hermite Hy (x) es definido como la solucién polino-
mial de la ecuacién de Hermite, para A = 2N, talque el coeficiente
de xV es igual a 2. Determine los polinomios de Hermite para
N=0,1,2,3,4.

Considere la ecuacién de Chebyshev de primer tipo (1 —x?)y” —xy’ +

aly =0.

a) Demuestre que la solucién general de la ecuacion de Chebychev es
y(x) = agy1(x) +aiy2(x) con

7 > ((2k—2)?—a?)---(—a?)
- kg (2k). XZk’

_ i (k=12 = 02) (1= 02) s
= (2k+1)!

b) Demuestre que si & = 2N, para N =0, 1,2, ..., entonces y;(x) es
un polinomio de grado 2N conteniendo apenas potencias pares
de x. Demuestre tambien que si @ = 2N+ 1, paraN =0, 1,2,
entonces y;(x) es un polinomio de grado 2N + 1 conteniendo
apenas potencias impares de x.

¢) El polinomio de Chebyshev de primer tipo 7y (x) es definido como
la solucién polinomial de la ecuacién de Chebyshev de primer tipo,
para o = N, tal que el coeficiente de x"V es iguala 1,siN =0e
igual a 2¥~!, si N > 0. Determine los polinomios de Chebyshev
de primer tipo para N =0,1,2,3,4.

Sabiendo que la serie de Taylor de f(x) = ¢* entorno de xo = 0 es dada
o n

por ’;) —

a) Determine la serie de Taylor entorno de xo = 0 de la funcién g(x) =
xe© y calcule su radio de convergencia.

b) Determine la derivada de orden 51 de la funcién g(x) en el punto
xo =0, esto es g1 (0).
< 3N, 2n
¢) Use los resultados anteriores para determinar Z
n=1

n!

Usando el método de Frobenius encuentre la solucién general alrededor
de x = 0 de la ecuacién

22 (2+x)y" + 5%y 4+ (1 +x)y=0.
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46.

47.

48.

49.
50.

51.

52.

53.

54.

Considere la ecuacion diferencial, lineal de segundo orden:
(3—x%)y"(x) = 3%y (x) —y(x) =0 (4.114)

a) Verifique que x9 = 0 es un punto ordinario de la ecuacién (4.114) y
encuentre la relacién de recurrencia asociada a la ecuacién dada.
b) Determine la solucién y(x) tal que y(0) =1, y/(0) = 2.

Considere la ecuacion de Laguere de orden p : xy” + (1 —x)y' + py =0.

a) Para x > 0 usando el método de Frobenius encuentre la solucion
general alrededor de x = 0.

b) Muestre que si p = n es un entero positivo entonces el polinomio

d xk
Ly(x) = Y (=1)f (Z) 77 es una solucién.

k=0
Usando el método de Frobenius encuentre la solucién general alrededor
de x = 0 de la ecuacién x?y” — x(3 + 5x)y’ + (4 +5x)y = 0.

Demuestre que %Jo (x) = =J1(x).

Usando el método de Frobenius encuentre la solucién general alrededor
de x = 0 de la ecuacién

3 1
2y + zxy’ - z(x2 +1)y=0.

Usando series de potencia encuentre la solucién general alrededor de
x =0 de la ecuacién

(14+x%)y" +5xy +4y=0.
Determine ademas el intervalo maximo donde la solucidn esta definida.

Para 2p que no es un entero, encuentre la solucién general de la ecuacion
1" 1 ’ 2 2 & P2
y+|l--20)y+(a+p———F|y=0,apeR
X X x

Sugerencia: Use las sustituciones y = e*zy t = fBx.

Usando el método de Frobenius, encuentre dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacién xy” +y' +xy = 0, que tengan forma de
serie de potencias.

a) Demuestre que para todo nimero real p se tiene
d

a[xplp(x)] =xJp-1(x).
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b) Usando el item anterior demuestre que si Jo(a) =0 con o # 0,
entonces

1 1
/0 Ji(ox)dx = P

55. Usando el método de Frobenius encuentre la solucién general para x > 0
de la ecuacién

263y +x(3 —2x%)y — (x> 4+ 1)y = 0.

56. Usando el método de Frobenius encuentre la solucién general para x > 0

de la ecuacion

Ky +x(3—x)y +y=0.

57. a) Demuestre que la ecuacién
2(sent)y” +(1—1)y' =2y=0

tiene dos soluciones de la forma
i)=Y au", ya(t) =t Y bur".
n=0 n=0

b) Encuentre los primeros cinco términos en estos desarrollos en serie
suponiendo que ag = by = 1.

58. a) Demuestre que la ecuacidn indicial de
2y 41y + (14+1)y=0 (4.115)

tiene raices complejas r = +i
b) Demostrar que (4.115) tiene dos soluciones y(¢) linealmente inde-
pendiente de la forma

oo o

y(t) = sen(Int) Z ant" +cos(Int) Z but".
n=0 n=0



5.1

Los métodos estudiados en capitulos anteriores son muy eficaces para
resolver algunas ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes
y coeficientes variables, sin embargo, una de las dificultades radica siempre
en ecuaciones no homogéneas donde la solucién particular ha sido obtenida
de funciones continuas y unos pocos casos para funciones discontinuas; aun
asi, hay muchas limitaciones, por lo que la transformada integral de Laplace
que veremos en este capitulo se convertird en una herramienta muy importante
que nos permitird resolver diversos problemas que involucran ecuaciones
diferenciales no homogéneas con funciones f(x) relativamente complicadas.

Transformada de Laplace y sus propiedades

Definicion 5.1.1 Sea f una funcién definida en [0, 4o}, la transformada
de Laplace de f(r) es:

LU= [ e 0 5.1)
0
siempre que la integral exista.

Como podemos ver el célculo de la transformada de Laplace! arroja una fun-
cién que depende de s, por esto frecuentemente escribiremos la transformada

IPierre-Simon, marqués de Laplace; es un matematico francés que nacié en Beaumont-en-
Auge, el aflo 1749, y falleci6 en Paris,el afio 1827. Su padre fue un granjero, y desde pequefio
mostré grandes habilidades para la matematica, y siendo aun muy joven, envia una carta sobre los
principios de la mecdnica a D’ Alembert, quien queda muy impresionado, y permite que el joven
se traslade a Parfs donde consigue una plaza para el Ecole Militaire.
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de Laplace de f(r) como

F(s) = 2170) = | e f(e)de (52)

Una de las primeras propiedades que surge para esta transformada integral es
la linealidad, asi tenemos:

Teorema 5.1.1 [Linealidad de la transformada de Laplace] Sea .7 [0, +o0) =
{f ¢ Jo""e * f(t)dt existe}. Para cualesquiera f, g en .Z[0,+c) y
cualquier r € R se tiene

ZLf(0) +r8(0)] = Z[f ()] +rL[e(t)]

Demostracion. Si fy gestanen % [0,4-0), entonces 2 [f(t)] = [;" e f(t)dt
y ZLg(t)] = [y e " g(t)dr existen, luego

LU0 +rs0] = [ e @)+ rgar
= [ o gear
= /Ow e_Stf(t)dt+/()me_Strg(t)dt

/Do e Y f(t)dt —‘—r/oo e Vg(t)dt
0 0
= ZIfO]+rLg@)]

si se obtiene que Z[f(t) +rg(t)] = L[f(t)] +rL[g(1)]. |

Durante los afios de 1771 a 1789, hace grandes aportes a la astronomia, cdlculo integral,
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, andlisis de armdnicos y el concepto de potencial.

Sus resultados analiticos sobre la mecdnica estelar se publicaron en los cinco volimenes del
Tratado de mecdnica celeste durante los afios 1799 a 1825. En los dos primeros describe métodos
para estudiar el movimiento de los planetas y sus satélites, y sus trayectorias.

En 1814, Laplace se adentra en el estudio de las probabilidades que le sirvié de base para la
segunda introduccién de su Teorfa analitica de las probabilidades el cual fue publicado en 1812,
donde también expone el método de los minimos cuadrados, que sirvié de base para la teoria de
los errores.

Fue muy amigo de Napoleén Bonaparte, se tiene la anécdota de que durante el viaje que hacian
a Egipto, a bordo del barco que los llevaba presenté a Napoleén Bonaparte una edicién de su
Mecanica celeste a Napoledn, pasados unos dias, este le increp6 a Laplace de que en el texto
no apareciera ninguna referencia a Dios. La respuesta de Laplace fue: "Sefior, no necesito esa
hipétesis".

Laplace Muri6 en Paris en Marzo de 1827.
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Este teorema es muy importante porque nos dice que la transformada de
Laplace es un operador lineal. Esta propiedad de linealidad de la transformada
serd usada muy a menudo més adelante.

El problema principal ahora es analizar las condiciones suficientes para
que la integral en (5.1) exista.

Definicion 5.1.2 Una funcién es seccionalmente continua (o continua por
partes) en su dominio, si en cualquier intervalo [a,b] C D(f) se tiene que f
es continua, excepto en un niimero finito de puntos donde la discontinuidad
es finita“.

“Esto significa que los limites laterales existen, pero son distintos.

Tlustramos esto en la Figura 5.1.

f() A

Figura 5.1: Funcién seccionalmente continua con n puntos de discontinuidad
finita en [a, b].

Observacion
Si f es seccionalmente continua en [a, b], entonces ff f(t)dt siempre

existe.

I Definiciéon 5.1.3 Sea f una funcién definida en [0,+o) y & € R, decimos
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que f es de orden exponencial ¢, si existe M > 0y f9 > 0 tal que

|f(t)| < Me™, Vit > 19 (5.3)

Esto significa que a partir de #( la exponencial crece mas répido que |f(r)
como se ilustra en la Figura 5.2

[l

Me™

| 7@

fy

Figura 5.2: Funcién de orden exponencial

Teorema 5.1.2 Sea f : [0,40) — R una funcién seccionalmente continua
y de orden exponencial o, entonces la transformada de Laplace existe.

Demostracion. Lo que tenemos que demostrar aqui es que la integral f0+°° e S f(¢)dt
converja, para ello hacemos los siguiente:

En primer lugar, se tiene que la funcién f(z) es de orden exponencial

a, luego de acuerdo a la definicién 5.1.3, existen M > 0 y ty > 0 tal que
|f ()] < Me™, ¥t > 19, con esta hipétesis hacemos los siguiente:

L1 @)]]

400
‘/ e f(t)dt
0
To Hoo
[Pt olas [ emisolar )
0 1o

teo
<[ eioar




5.1 Transformada de Laplace y sus propiedades 269

Como la funcién es seccionalmente continua, entonces la integral [0 e ™| f(¢)|dt
existe, puesto que e | f(¢)| es integrable en el intervalo [0, 7). Solo queda por
demostrar que la integral ft:“ e | f(t)|dt converja. Asi se tiene que usando
el hecho de que f(¢) es de orden exponencial, entonces:

IA

oo oo
/ £ (1)|dt / e Me® di
to Jio

IN

—+oo
M/ e(o‘*”’dt, aqui asumimos que s > o
Iy

_ M {e<aﬂ->r}+"°

o—s )

M

= e
s—O

(X—S)to

Este resultado nos dice que la integral f;w e | f(¢)|dt es convergente, luego
en (*) se tiene que

[ZIf@)]] <

y con esto, la transformada de Laplace de f(¢) existe con la condicién adicional
de que s > a. |

= Ejemplo 5.1 Demuestre si la transformada de Laplace de f(r) = % t>0,
existe o no.

Resolucion

1 Tl g
Z |- :/ —e Ydt, s>0
t 0 t

lo cual también se puede escribir usando dos integrales

1 1 efsl +oo efst
2|1 :/ —dt+/ ¢ ar (5.4)
t 0 t 1 t
———
11 I

Por definicién

——

Para evaluar /; vemos que ¢ > 1, de donde: e;—v < e~ . Luego con esta des-

igualdad se obtiene:
o0 e*St +o0 )
12:/ —dt</ e dr =1
1 ! 1

es decir I, < 1 o también es convergente.
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Sélo queda determinar si I} = 01 e;—ndt es convergente. En efecto, si ha-
cemos el cambio de variable ¢ = %, la integral queda de forma equivalente

como
+oo o i
e u
= [
1 u

puesto que en esta integral se tiene que u > 1, entonces % <
desigualdad se tiene:

_s
e u

. Con esta

- —00 oS oo 573
co=¢ " [Inulj :/ —du</ —du=1
J1 u 1 u
lo cual confirma que /; es divergente.
Puesto que I, converge e I; diverge, entonces la expresion en (5.4) es
divergente, y de este modo la transformada de Laplace de la funcién f(¢) = %

no existe. .

A continuacidén, nos avocamos a determinar la transformada de Laplace
de algunas funciones conocidas, que en si vienen a ser propiedades de la
transformada de Laplace. Procuraremos en todo momento evitar el cdlculo de
la integral (5.1).

= Ejemplo 5.2 Sea f(r) =1, ¢ > 0, calcule .Z[f(¢)]. Aqui, si aplicamos la
definicién de la transformada de Laplace segtn (5.1) se tiene:

20 = 2= [ e di=— (e

1 1
—;(0— 1)= o donde se debe tomar s > 0

El efecto de la transformada de Laplace sobre la funcién constante
f(t) =1, t > 01lo visualizamos en la figura 5.3. El resultado de este ejemplo
es la proposicioén

Proposicién 5.1.3

Z[1) = % 550 5.5

Teorema 5.1.4 — Primera propiedad de traslacion. Sea F(s) = Z[f(¢)],
entonces Z[e® f(t)] = F(s — @)
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F(s)zé

<
>

¥

~
©u

Figura 5.3: Transformada de la Laplace de la funcién contante f(¢) = 1,1 > 0.

Demostracion. Suponiendo que la transformada de Laplace de la funcién f
existe, se tiene que

Fs) = 2[f()] = /0 T e (0t (5.6)

Ahora, si tomamos la funcién g(¢) = e f(¢), t > 0, desarrollando su transfor-
mada de Laplace se tiene:

o0
L[ f(1)] = / e f(1)dt
0
oo oo
= / A () dr = / e~ £ (1)dt, tomamos s > o
0 0

Luego, segin como estd definida la funcién F(s) en (5.6) vemos que:

L f(1)] =F(s—a),s>a (5.7)
|
Proposiciéon 5.1.5
L[] = ;, s> (5.8)
s—a

Demostracion. Para determinar la igualdad en (5.8) aplicamos (5.5) y el teo-
rema 5.1.4, en efecto: sea F(s) = .Z[1] = 1, entonces tomando f(t) = 1 se

tiene
1

s— o

L[] = L[4 1] = F(s—a) =

Viendo extremos se obtiene: .# [e*] = 7 [
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Teorema 5.1.6 Sea f'(t), t > 0, una funcién seccionalmente continua y de
orden exponencial, entonces

Z[f' ()] =sZL[f(1)] - £(0) (5.9)

Demostracion. Para demostrar (5.9), aceptaremos algunos resultados que no
estdn demostrados en este texto. Primero, si f/(¢) es seccionalmente continua
y de orden exponencial, entonces f(z) también hereda dichas propiedades.
Segundo, si f(¢) es de orden exponencial «, entonces % — 0, cuando
t —> +oo.

Aplicando (5.1) se tiene

Z[f'(1)]

~+oo
/ e f'(t)dt, integramos por partes
0

g JTOV T
= plirfw{ e }0+s/() e f(t)de

— aim L9 o)+ /0+we_“f(t)dt,s>a

prteo @5t

o0
= O+ [ e r0a
= sZ[f(0)] - f(0)
Asi, hemos demostrado que Z[f'(¢)] = s.Z[f(¢)] — £(0), que es la igualdad
en (5.9). |

A continuacién aplicaremos el teorema 5.1.6 para obtener resultados referentes
a derivadas de orden superior. Asumiremos en todos los casos que las derivadas
son seccionalmente continuas y de orden exponencial.

Sea g(t) = f'(1), entonces g'(¢t) = f(¢). Aplicamos (5.9) para obtener:

L") = ZIg0)] =sL[g(t)]—(0) =sZ[f ()] - f'(0)
(S«i”[f(t)] £(0) = £'(0)
2L[f (1) = s£(0) ~ f'(0)

|
=)

|
A

Por lo tanto:
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Sea g(r) = f"(r), entonces g'(¢t) = f"(¢). Aplicamos (5.9) para obtener:
L") = ZIg 1) =sZ[g(1)] - g(0)

= sZL[f (t)]— ”(0), aplicamos el resultado anterior

= s{szf[f(t)] sf(0) = f'(0)} = £(0)
= SL[f(1)]-5*f(0) ~s5/'(0) — f'(0)

Por lo tanto:
L") =5 ZLf(1)] = 5 £(0) = 5£'(0) — 1" (0)
Sea g(t) = f"(t), entonces g'(t) = f*) (). Aplicamos (5.9) para obtener:

LI = LI 0] =sZls(1)] - 5(0)

= sZ[f"(t)]— f"(0), aplicamos el resultado anterior
= S{S3$[f(f) s f( ) sf(0) = f"(0)} = £"(0)
= S ZIF0] =5 £(0) = 2f(0) —s£"(0) - £"(0)

Por lo tanto:

LI O] = 2L(0)] = 5£(0) =5 (0) = 5£"(0) = /" (0)
Procediendo en forma inductiva se tiene
Proposicion 5.1.7

LU 0] = L1~ F(0) =52 (0) =572 (0) — £ (0)
(5.10)

Proposicion 5.1.8

Zsen(wr)] = (5.11)

Demostracion. Para f(t) =sen(wt),t > 0, se tiene f'(t) = wcos(wt) y 1 (1) =
—o?sen(wt). Aplicando (5.10) con 1 = 2 se tiene:

LU 0] =L ()] = 5£(0) - £'(0)
de donde
Z[-w*sen(ot)] = s> ZL[sen(ot)] — ssen(0) — wcos(0)
Por la linealidad de la transformada de Laplace (ver teorema 5.1.1) se tiene

—w*Z[sen(wr)] = s> ZL[sen(wt)] — ®
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Luego
w

Zsen(wt)] = Tra?

En la Figura 5.4 observamos el efecto de la transformada de Laplace sobre
la funcién f(¢) = sen(cor)

f(t)=senwt

Figura 5.4: Transformada de la funcién f(r) = sen(wr), t > 0.

Proposiciéon 5.1.9
S
£ o) = ——— 5.12
fcos(0r)] = 57— 512

Demostracion. Paralafuncién f(r) = cos(wr),t >0, se tiene f'(t) = —wsen(wr)
y f"(t) = —w?cos(wt). Aplicando (5.10) con n = 2 se tiene:

LU 0] =sZIf(1)] £ (0) = £(0)
de donde
ZL[-?cos(o1)] = 5> Z[cos(o1)] — scos(0) + msen(0)
Por la linealidad de la transformada de Laplace (ver teorema 5.1.1) se tiene
—w*.Z[cos(wr)] = s>.Z[cos(ot)] — s
Luego

Zcos(wr)] = Tra?
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Y f (1) =cos(wt)

N[ ==
VUV

Figura 5.5: Transformada de la funcién f(r) = cos(wt), t > 0.

Proposicion 5.1.10
Z[senh(wt)] =

R (5.13)

Demostracién. Para la funcién seno hiperbélico® dada por f(t) = senh(wt),

t >0, se tiene f'(t) = wcosh(wt) y f"(t) = w?senh(wt). Aplicando (5.10)
con n = 2 se tiene:

ZIf"(1)] = S Lf(0)] —5£(0) - f'(0)
de donde
Z|0* senh(wr)] = s>.Z[senh(ot)] — ssenh(0) — @ cosh(0)
Hacemos las simplificaciones y se obtiene:

@*.Z[senh(ot)] = s>.ZL[senh(wr)] — ©

Luego
ZLlsenh(wt)] = 5——
[senh(@r)] = 5~
|
2El seno hiperbdlico de x est4 dado por:
& —e
h(x) :=
senh(x) 5
Asimismo, el coseno hiperbélico de x es:
eX +67X

cosh(x) :=
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Proposicién 5.1.11

Z[cosh(wt)] = (5.14)

2 _ 0?2
Demostracion. Para la funcién coseno hiperbdlico dada por f(¢) = cosh(wt),
t >0, se tiene f'(t) = wsenh(wt) y f"(t) = w?cosh(wt). Aplicando (5.10)
con n = 2 vemos que:
Z1f"(0)] = SLLF()] - 5£(0) — £0)

de donde

Z[0* cosh(wr)] = s*.Z[cosh(ot)] — scosh(0) — wsenh(0)
Simplificamos para obtener:

w*.Z[cosh(wt)] = s>.ZL[cosh(wr)] — s

Luego

f[COSh((Dl‘)] = m

|
= Ejemplo 5.3 Calcule la transformada de Laplace de f(¢) = sen(kt) cosh(kt).

Resolucién

kt 4 ,—kt
Puesto que cosh(kr) = “=—, entonces
Kty o=kt

f(t) = sen(kr) 7

1 1
= Eek’ sen(kt) + Ee*k’ sen(kt)
Luego con la linealidad de la transformada de Laplace se tiene:
1 kt 1 —kt
Zsen(kt)cosh(kt)] = E,i” {e sen(kt)} + EX [e sen(kt)} (5.15)
Si hacemos F(s) = & [sen(kt)], entonces de (5.11) y aplicando el teorema

5.1.4 se tiene que:

k
(s — k)2 +k?
k
(s+k)2+k?

< {ek‘ sen(kt)} =F(s—k)=

< {e*k’ cos(kt)} =F(s+k)=
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Ponemos estos resultados en (5.15) y desarrollamos las operaciones para
obtener una expresiéon mas simple, en efecto:

k 1 k
(s—k)2+k2 " 2 (s+k)2+k2
[(s+k)?+ K]+ [(s—k)> +K?]

[(s — k)2 +K2][(s + k)2 + k2]
2(s* +2k%)
[(s2 +2k2) — 2sk][(s% + 2k?) + 25k]
k (s* +2k7)
s4+ 4kt

Z[sen(kt)cosh(kt)] =

+

B
I

[NSTRE R SR I R S

Luego
k (s*+2k7)

Zlsen(kt)cosh(kt)] = T
s

Teorema 5.1.12 Si F(s) = .2Z[f(¢)], entonces L[t f(1)] = — L F(s).

Demostracion. Se tiene que F(s) =2 [f(t)] = [, e * f(t)dt. La convergen-
cia uniforme respecto de s de la integral nos permite derivarla respecto de s,
teniendo asf:

Sre = [T eoa] = [T 4 e soa

= /M —te " f(t)dt = —/OJFW e tf(r)]dt

0
= —Zf()
de donde J
TF($) = —Z[f(0)
luego: J 4
«f[ff(f)]z—%F(S)Z—a ZLf0)]} (5.16)

Aplicando en forma recursiva la propiedad (5.16) del teorema 5.1.12, podemos
encontrar los siguientes resultados. Para ello suponemos que la transformada
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de Laplace de f(¢), t > 0 siempre existe.

Aplicando (5.16) se tiene

LP0] = LU0 =~ L0 =5 {5 (2U0D ]
2

0

luego
d2
270 = S (1)
Aplicando (5.16) y el resultado anterior, se tiene
2
2[Pr0] = 2Er0) =~ {20 =3 { 5 v}
3
110

luego
3
250 =~ S AL

Aplicando nuevamente (5.16) y el resultado anterior, se tiene

3
2t0] = 260 =52} =1 { - @i}
4
10
luego

d4
LI f ) = peataulOll

Si seguimos el proceso para exponentes mayores, aplicando induccidn se tiene
la siguiente proposicion.

Proposicion 5.1.13

L0 = () ALY, n=12 61D

= Ejemplo 5.4 Calcule .Z[t"e®], paran € N.
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Resolucién
En primer lugar, segtin (5.8) se tiene £ [e*] = ﬁ, s > a; entonces con (5.17)
vemos que
da" d" 1
Ztn at:_ln_ Z ot :_1}1_
e = (1P (e = | ]

Para determinar la expresion de la derivada que aparece a la derecha en la
ultima igualdad, hacemos los siguientes calculos:

% [ﬁ] = (S:é)z =—(s—a)?
L =4 --0)?) =20—0)3

Si seguimos haciendo calculos para exponentes naturales mas grandes, por
induccion es facil darse cuenta de que

d’ 1 Cn1 (=1)"n!
il —(—1)"n!(s— n=1 .\ ) 7
ﬁnL_a] (~1)"nl (s~ ) T (+%)
Ponemos (**) en (*) y se obtiene que
!
Llme™) = —
[1"e™] (s — o)+l

= Ejemplo 5.5 Calcule la transformada de Laplace de la funcién:
f(t) =te ' sen’t
Resolucién

En primer lugar: sen’t = % — %cos(2t), entonces
.i”[senzt]:i” l—1(:03(21) - ___>
2 2 2s 2s244

Luego, aplicando la primera propiedad de traslacién

_ 11 1 s+1
ZLle"sen’t] = = —=
[ sen’] 25+1 2(s+1)2+4
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y aqui usamos la propiedad (5.17) para obtener
1d 1 s+1
_5%[s+1_(s+1)2+4]
SRR P XY A RI
2ds [s+1] 2ds|(s+1)2+4
1 1 4—(s+1)?
2(s4+1)2 2[4+ (s+1)2?

L e sen? 1]

Proposicion 5.1.14
n!

.iﬂ[tn]:snﬁ’nzhzv'” (5.18)
Demostracion. Segun (5.5) y (5.17), vemos que
M oo (Y — (1 8 _pedt 1
21 = 21 (0] = (1" g (21 = (17 g

n —1)"n! .
Pero 57 [%] = % n € N, entonces con esto se tiene que:

N n!
f[; ]:—Sn+]’n:172’...

Teorema 5.1.15 — Transformada de Laplace de la integral. Sea f una
funcién seccionalmente continua y de orden exponencial en [0, +o0), Si

g(1) = Jo f(2)dz, entonces Z[g(1)] = {.L[f(1)].

Demostracion. Siendo g(t) = [§ f(z)dz, entonces g'(t) = f(t), aqui aplicamos
transformada de Laplace:

L)) =Z1f(1)] = sZL[g(t)] — 8(0) = Z[f(1)]
de esta tltima igualdad vemos que:
2| [ roar| = 1)
Finalmente se obtiene:

2| [ swar| = L2100 (5.19)
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Transformada de Laplace de funciones especiales

Acd haremos el tratamiento de dos funciones muy interesantes debido a
las aplicaciones que tienen especialmente en fisica, se trata de la funcién de
Heaviside? y la funcién impulso unitario de Dirac*.

Funcion de Heaviside
Definicién 5.1.4 La funcién de Heaviside H con salto en £y se define

como
0,1 <t
H(tto){ | t>t‘0) (5.20)

También llamada funcién escalén unitario. Esta funcién es muy importante en
aplicaciones fisicas, ya sea en movimiento oscilatorio, circuitos eléctricos u
otros. Para el caso de movimiento oscilatorio, nos sirve para modelar fuerzas
que solo actian en ciertos intervalos de tiempo y luego desaparecen, o en
todo caso, fuerzas que empiezan a actuar desde un determinado tiempo. La
representacion de su gréfica lo observamos en la figura 5.6

30liver Heaviside es un Matematico-Fisico Inglés que naci6 en Londres el afio 1850, y fallecié
el afio 1925. En los primeros afios de su juventud fue telegrafista, y por un problema de sordera
tuvo que dejar este oficio para dedicarse al estudio del fendmeno electromagnético de manera
autodidacta.

En el aflo 1982 realiza su primera publicacion Electrical Papers, en la cual expone diversos
métodos matemdticos y uso de operadores, que en ese tiempo como suele pasar en el mundo de la
Matematica, son criticados debido al inexistente fundamento matemadtico, sin embrago, dichos
métodos resultaron ser muy eficientes en el desarrollo de diversas dreas, como es la mecdnica
cudntica.

Heaviside hace muchos aportes en la teoria de la relatividad de Einstein, y en el estudio mate-
maético de la propagacion de las ondas que impulsé el avance de las comunicaciones telegréficas
a larga distancia. En 1891 fue nombrado miembro de la Royal Society, pero pese a los grandes
aportes que hizo a la ciencia, nunca logré algtin puesto académico de reconocimiento y murié en
la pobreza.

4Paul Dirac fue un fisico britdnico que naci6 en Bristol el aiio1902, y falleci6 en Tallahassee,
Estados Unidos, el afio 1984) Desde muy pequefio fue muy hdbil con las matemadticas, para
después cursar estudios de ingenieria eléctrica en la Universidad de Bristol.

Sus razonamientos siempre fueron muy intuitivos, y en todo momento traté de explicar las
leyes fundamentales que rigen la naturaleza a través de modelos matemadticos lo mas aproximados
que puedan explicar la realidad.

Después de graduarse ejercié la docencia en el St. John’s College de Cambridge, donde
estableci6 amistad con R. H. Fowler, quien a la vez trabajaba con Niels Bohr, lo que le permitié
conectarse con los trabajos que estos dos grandes cientificos en el drea de fisica.

En 1926, enuncia las leyes que gobiernan el movimiento de las particulas atémicas. También
hizo contribucién en la teorfa cudntica de la radiacién o la mecdnica estadistica de Fermi-Dirac.
En 1933, se le otorgd el Premio Nobel de Fisica, junto a Erwin Schrodinger.

Se traslad6 a Estados Unidos, y en 1971 es nombrado profesor emérito de la Universidad de
Tallahassee.
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H :
0, si 1<t
1 ”("’0)={ Y

Figura 5.6: Funcién de Heaviside con salto en 7.

Observacion
Esta funcién también es conocida como la funcién escalén unitario, y

se le denota como U (t — 1), y estd definida igual que en (5.20)

Observacion
Cualquier funcién que tenga saltos (de tipo finito) en su dominio,
puede ser escrita como una combinacién de la funcién H. Veamos los
siguientes ejemplos:

= Ejemplo 5.6 Sea f(t) =H(t—o)+H(t—B)+H(t—0),cona < f3 < 6.
En este caso, queremos escribir la funcién en forma explicita por intervalos.

Para esto, analizamos cada una de las funciones H. Aplicando (5.20) para cada
una de las H se tiene

ro={isa e {vish b {hised
Aqui, analizamos por intervalos.
Parar<o: H(t—o)=H(t—pB)=H(t —0) =0, entonces f(t) = 0.
Paraa <t<B:H(t—oa)=1,H(t—pB)=H(t—0)=0,entonces f(¢)=1.

ParaB <r<O0:H(t—oa)=1,H(t—p)=1y H(t—0) =0, entonces
flr)y=2.

Parat >0: H(t—a)=1,H(t—B)=1yH(t—6) =1, entonces f(¢) =3.
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Asi resulta que
0,t<a
Loa<t<pf
)= 2,B<t<0
3,t>0

La representacion de su grafica esta en la Figura 5.7 . En forma general, si

3
3 - Q>
2 - ———0
1| o—o
« 3 0 7

Figura 5.7: Representacion de la grifica de f(r) = H(t — o) + H(t — B) +
H(t—0),cono < f <6.

tomamos los puntos tq, tp, - -+, t, con ty, < fy41, Vk =1,--- ,ny la funcién

D=

f) =) H(t—u)

k

entonces, con el mismo procedimiento del ejemplo que acabamos de analizar,
se cumple:

0,1<n

Ln<t<tn
2, h<t<H

f@O)=Ht—t)+H@t—t)+ - +H({t—t,) =1 .

n—1,t,_1<t<ty
n,t>ty

(5.21)
En (5.21) si nos restringimos al intervalo (t,_1,1,) se tiene:

ft)=n—1,1€ (ti-1,tn)

La grafica de esta funcién es escalonada tal como se como se muestra en la
figura 5.8
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? 3
O--

—_
~
S8
~
w
Y
~
T
S8
¥

Figura 5.8: Representacién de la gréfica de f(¢r) = Y} H(t — ).

= Ejemplo 5.7 En este ejemplo tomaremos la suma y diferencia de funciones
H alternadamente, y veremos qué sucede. En efecto, tomemos puntos #;, <ty 1,
parak=1,2,---  n.

0,1<t 0,1<n

H(t—t1))—H({t—1n) = ’ -9
(t—n)—H(r—n) {1,t>t1 1,t>n
0,t<n
= l,h<t<n
0,t>0

Aplicando este resultado, hacemos el siguiente:

O,t<tl 0 t<t
Hit—t)~H({t—n)+H(t—1) = h<t<t +{l,t>tz }
t>t ’

n<t<n
h<t<ty
I,t>1t3

L,
0,
0,t<nt
L,
0,

A partir de este caso, es facil darse cuenta que

0,r1<n
I,n<t<t
n(impar) 0,nh<t<t3
Y (DMH(—y) =
k=1 .
0, 1,1 <t<ty,
1,t>1t,
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0,1<n
I,n<t<nt
0,n<t<t3

3
=
)
g
e

(- H (1) =

>¢-
I
-

L, o <t <ty
0,1>1,

La representacion de las graficas para el caso n impar y par se muestran
respectivamente en las figuras 5.9 y 5.10

1 ..... o_o ,,,,,, o_o ............... o—>
< C © O E O 0—»
i ) l Iy L In 1

Figura 5.9: Representacién de la gréfica de f(t) = Yi_,(—=1)*" ' H(t — 1), n
es impar.

1] [ O o 0o o——o0
o—o—o o—>
4 h B 4y by t

n—l1

Figura 5.10: Representacién de la gréficade f(t) = Y7_ (= 1)**'H(t — 1), n
€s par.

De este ejemplo, si tomamos la suma infinita

~+oo

f6)=Y (-0 H(t—k),t>0

k=0
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entonces f(f) también se escribe como
0,0<r<1
I, 1<t<2

_J)0,2<r<3
t) = ) (5.22)
f) ,3<t<4

Aqui vemos que f(¢) es una funcién periddica en el intervalo [0, 4-o0).

fi(t), 1<t
(), t>n
en t1. Si tomamos la funcién de Heaviside con salto en ¢ = t{, vemos que5

= Ejemplo 5.8 En la funcién f(¢) = { , vemos que el salto ocurre

0,1<n

[fz(f) - fi (t)}H(t_tl) = {fz(l) _fl(t)’ 1>

y si a esto le adicionamos f] (¢) resulta:

0,1<n

i+ L0 -AOHE-n) = fl(t)+{fz(t)—fl(f)vf>’1}

{fl(t),t<t1
ft)+ )= filt), t>n
_ {fl(t),t<t1

H(t),t>n

Luego se tiene que

1) = {f <0 0 - AOIHG-n) (5.23)

fHt), t>1
n
filt), t<n
= Ejemplo 5.9 Tomemos ahora la funcién f(¢) = ¢ f2(t), 11 <t <t ,con
f3(t), t>1

t <ty < t3. Aqui la funcidén presenta dos saltos, uno en #; y el otro en ;. Si
tomamos la funcién de Heaviside con salto en ¢ = 1, y aplicamos en forma
directa (5.23) vemos que para ¢ < f; se tiene:

{ﬁﬁii ; i 2 = filt) +[2(6) = Ai()]H (& —11)

SPara operar con la funcién de Heaviside, se supone que fi, f> estin definidas en todo R.
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Ahora, si tomamos 7 > t1, entonces desarrollando f> + [f3(¢) — f2(t)|H (t —12)
se tiene:

O+ RO - AOHG-) = po+{F
_ {fz(t), t<t
a0+ A0 - L), >0
_ {fz(l‘), 1<t
f3t), t>n

Luego con estos resultados se tiene:
Parar <1,

Jit) +[f2(t) = AT H(t — 1) +[f3(1) = ()] H(t —12) = f1(2)
hzo._/ T
Parat; <t <t,
[@) +[H0) = AOIH({E—0) +[f3(1) = (O] H(t —12) = fa(t)
T H:,O_/
Parat > 1,
@) +1R0) - A@IH(E —1)+f3() — L0O1H(E—1) = f3(t)
\—;,—/I \:,1_/

Finalmente usando la funcién de Heaviside, la funcién f(¢) la reescribimos asi

fi(t), t<n
{fz(t% h<t<ty =filt)+[f2(t)=H@OH({t—10)+[f3() - L)]H(t—1)

f@), >0
(5.24)

Si con estos dos tiltimos ejemplos nos atrevemos a hacer un generalizacion,
vemos que para puntos | <t < --- <t,_1 <t,, se cumple

fi(t), t<n

L), nh<t<n .
: Z fir1 (D)= fOH(E—1)  (5.25)
SFalt), tamy <t <ty k=1

Sor1(t), t > 1,
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—1,r<1

= Ejemplo 5.10 Considere la funcién f(r) = { t>+2¢, 1 <t <3 . Aplicando
1—t,t>3

directamente (5.25) se tiene:

f@)==14+[(>+20) = (=D]H(@E = 1)+ [(1 —1) — (2 +20)|H (1 — 2)
de donde
f@O)==14(@+1)*H@t—1)+(1 -3t —)H(—2)

o108

r ,cons > 0.

Proposicion 5.1.16 Sea fy > 0, entonces Z[H(t — o)) =

Demostracion. Como fy > 0, entonces ocurre lo siguiente:
~+oo
LH(—1)] = / e H(t —10)dt
0

10 oo
= / e H(t—to)dt +/ e *"H(t —19)dt, aplicamos (5,20)
0 1)

~+oo +oo
—_ / e*j‘ldt — / e*S(H»t())dt
0 0

~+oo
= e"o/ e dt = e Z1]
0
—1o
= —,5>0
s
Asi se demuestra que

eft()s

ZH({—1)]=

L 10>0 (5.26)

A continuacién analizamos el efecto que causa la funcién H sobre otra
funcidn al realizar la multiplicacién. En efecto, sea la funcién f(¢) definida en
R, si consideramos la funcién g(¢) = f(¢)H (t — to), entonces acontece que

- 0,1t <t _J0, <1
gm_fm{Lt>m}_{ﬂmt>m
Acd podemos ver que el efecto de la funcién f(¢) se anul6 para ¢ < 1, quedan-
do solo el efecto para t > fp.
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Ahora, vamos a suponer que tenemos una funcién f(z), > 0 como en la
figura 5.11 ; si tomamos el producto f(¢)H (t —1ty) paraty > 0, en forma similar
al caso visto anteriormente, se tendrd que el efecto de la funcién f(¢) en el
intervalo [0, #p] se anula, quedando solo el efecto de (fg, +o0), esto lo ilustramos
en la figura 5.12. Pero en cuestién de aplicaciones, podria ocurrir que la
informacién que nos da la funcién en [0, 7] sea demasiado importante, entonces
es necesario que todo el efecto de la funcién se traslade de tal manera que f(r)
actiie en su totalidad desde #y. Para esto, ponemos g(t) = f(t —1o)H(t — 1p),
asi tenemos que:

g(t) =f(t—t0){0’ 1<t } _ {;)C,(tt < 1o

1, 1>t —1), t>1

Es decir, todo el efecto de la funcién f(¢) empieza a actuar desde #y, esto se
ilustra en la figura 5.13.

(1)

t

Figura 5.11: Grifica de f(r).

Figura 5.12: Gréfica de f(¢)H(t —ty).
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A

g()=f(t—1y))H(t1—ty)

Figura 5.13: Gréficade g(t) = f(t —t0)H(t — t0).

Teorema 5.1.17 — Segunda propiedad de traslacion. Sea #y > 0, si la
transformada de Laplace de f(¢) existe y F(s) = Z[f(¢)], entonces

LIt~ 10)H(t ~10)] = e P L[f(1)] = e OF s) (5.27)

Demostracion. En primer lugar se tiene:

Fio) = 210 = [ e (e <o

Desarrollando la transformada de Laplace de la funcién g(¢) = f(r —t9)H (r —
fo), donde fy > 0, se tiene

400
LUt —10)H(—10)] = /0 e F(t — 1) H(t —to)dt

1
_ / 0 e_szf(, —t0)H(t —to)dt
Jo
+o0
+ [ e f(t—1to)H(t —10)dr, aplicamos (5,20)

fo

- /+m e F(t —to)dt = /+m e~SUH0) £ (1)d1

) 0
—+oo
= 67’05/ e f(r)dt
0
= L)
Por lo tanto hemos demostrado que

ZL[f(t—10)H(t —t0)] = e " L[f(1)] = e F(s)
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0,0<t<1

= Ejemplo 5.11 Sea#y >0,y f(t) = {sen(m) t>1

, calcule .Z[f(¢)].

Resolucién

En primer lugar, hay que expresar la funcién f en términos de la funcién de
heaviside, para eso aplicamos directamente (5.23) y se tiene

f(&) =sen(at)H(t —19)

Aqui, para determinar la transformada de Laplace de f(¢) aplicando el teorema
5.1.17, no se puede hacer asi directamente, antes hay que darle forma a la
funcién de tal manera que se tiene que hacer aparecer la expresién (f —#y) en
el argumento, veamos
sen(at) = senf[o(t —t9+1o)] = sen[at(r —19) + ot
= cos(oatg)senfa(t —19)] + sen(aty) cos[er(t —tg))

Con este resultado se tiene
Sf(#) = cos(aty) sen[a(t —t9)|H (t —tg) + sen(ettg) cos[oc(t — to)|H (t — 1)
Ahora aplicamos (5.27) para obtener lo siguiente:

Z[f()] = cos(a)ZL [sen(a(r —10))H (1 —10)]
+sen(oty).Z [cos(a(t —t9))H(t — o))
= cos(aty)e L [sen(at)] + sen(aty)e 0 L [cos(at)]

o
= cos(aty)e s +sen(aty)e 08
(ato) s+ o2 (ato) 2+ o2
_acos(arg)e ™ sen(atg)e s
T T Pt 2t o2

Luego
_acos(arg)e 0 sen(atg)e0%s
s>+ o? s2+o?

Z[f(1)]

= Ejemplo 5.12 Sean los nimeros ¢, ; tales que 0 < f; < t, y la funcién
0,0<t<n

f)=< te™, t; <t <t .Calcule su transformada de Laplace.
0,t>0

Resolucién
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Como es una funcién de tres partes, aplicamos (5.24) para obtener:
ft)=te*H({t—t;)—te¥H(t —1),t>0

Ahora, para poder calcular la transformada de Laplace segin la segunda
propiedad de traslacion (ver teorema 5.1.17), hay que arreglar dicha funcién
convenientemente, asi tenemos:

1% = (1 —1* 417)e U H) = O (1 — 1)) g (1)
luego, aplicando esta equivalencia para t* =] y t* =1, se tiene que
) = e —)e ) e L~ 1)
- {e“’Z (t — 1) e 712) +t2e°"2e"‘("’2)}H(t —1)
= (1 —1)e® " TH(t —11) + 11 e TH (1 — 1))
—e™ (1t —1)e* T H (1 — 1) — e ™2™ TR H (1 — 1)
Luego, aplicamos transformada de Laplace y (5.27) teniendo asi:
ZIf@)] = Mg {(z —tl)eo‘(’*’”H(t—tl)} 1Y {e“(’*’”H(t—tl)}
—eM .y [(t —1)e® ") H (s —tz)} —1e® Y [e"‘("’2>H(t —tg)}
= Meghs p [tew] +1e%e Sy [ew] — M8 ¥ [teat]
—tre® e L [e™]
= ¢ b-® gy [1e¥] e 160 g [e¥] —e b0 g [1e™]
—tye (7% @ [e*]

Pero L[e¥] = Ly ZL[te] = (s—la)Z’ entonces

1 1 1

— —n (S*(X) - (S*O!) _ 71‘2(5‘70{)

Z[f(0)] e = +te g ¢ GoaP
el !

s—Q

_ e*ll (S*(X) _ e*lz(é‘*&) tlefll (S*(X) _ tze*lz(S*(X)

B (s—a)? s—a

Asf se tiene:

€7t1 (S*(X) _ e*lz(s‘fa) t1€7t1 (S*OC) _ tze*lz(&‘*(x)

Lf)] = (s—a)2

Nl 04
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= Ejemplo 5.13 Calcule la transformada de Laplace de la funcién

0,0<t<3m
ft)=1< tcos(t),3m <t <67
0,t>6m

Resolucién
Aplicando (5.24) se tiene
S(t)=tcos(t)H(t —3m) —tcos(t)H(t — 67)

Pero cos(t) = —cos(t — 37) y cos(t) = cos(r — 67), entonces con estas equi-
valencias se tiene

f(t) = —tcos(t —3m)H(t —3m) —tcos(t —6m)H (t — 67)
o también

f(t) = —t[cos(t —3m)H (t —37) +cos(t —6m)H (t — 67)]
En este caso procedemos a calcular primero la transformada de Laplace de
g(t) = cos(t —3m)H(t — 37w) 4 cos(t — 6m)H (t — 67), para lo cual usamos
(5.27)

Zlgt)] = ZLlcos(t—3n)H(t—37)+cos(t —6m)H (t — 67)]
= ZL[cos(t—3m)H(t —3m)]+ L[cos(t — 6m)H (t — 67)]
e 3 L[cos(t)] 4 e L[cos(1)]

_ e—37rss e—671:ss
R Ry
Luego
6737US 6‘767US
Zcos(t —3m)H (t —3m) 4 cos(t —6m)H (t — 67)] = oy + e

Abhora, para determinar la transformada de Laplace de f(r) aplicamos (5.17),
asi se tiene que:

Z[f(t)] = ZL[-tcos(t—3m)H(t—37)—tcos(t —6m)H(t —67)]
= —ltcos(t—3m)H(t —37) +1cos(t —6m)H (t — 67))

d
= —(—l)a {ZL[cos(t —3m)H (t —37) +cos(t — 6m)H (t — 67)] }
d e—37‘css e—éﬂss
= ¢ >4 7
ds { 241 5241 }
e 3ms (37ts3 +37Ts+ 52— 1) e 6ms (671753 +6mTs+ 52— 1)
(s241)2 (s241)2
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Finalmente

e 3ms (37rs3 +37s+ 5% — 1) + 707 (671?s3 +67ms+5%— 1)
(s2 + ])2

ZLf(0)] = -

= Ejemplo 5.14 Calcule la transformada de Laplace de la funcién:

t,0<r<2
flo)y=40,2<r<3

2 —=3t4+1,t>3

Resolucién

Aplicando (5.24), reescribimos la funcién para obtener:
ft)=t—tH(t—2)+ (> =3t + 1)H(r - 3)

Como se debe aplicar la segunda propiedad de traslacién (5.27), primero se
tiene que hacer algunos arreglos para la funcién, asi tenemos:

fO) = t—@—242)H({—2)+[(*—6r+9)+ (3t —8)|H(r —3)
= t—(t—2)H({t—2)—2H(t—2)+(t—3)*H(t —3)
+[3(—3)+1]H(t—-3)
= —(t—2)H(t—2)—2H(t—2)+(t—3)*H(t —3)
+3(t—3)H(t—3)+H(—3)

luego aplicando la transformada de Laplace vemos que:

LIf0)] = L -ZL[t-2)H(t—2)]-2ZL[H(t —2)]
+Z [(t—=3)*H(t —3)] +3.L[(t —3)H(t - 3)] + L[H(t - 3)]
L o R T _3s e
= a7 L] -2 . +e L7 +3e L + .
_ 1 —2s5 1 6—25 —3s5 2 —3s 1 e—3s
-2 f R 2s te s3+3€ s2+ s
l—e 22572 % (2 + 3s—|—s2)
- 2 + 3
s S
Por lo tanto:
l—e 2

—2se N e 3 2+ 3s+s2)
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= Ejemplo 5.15 Calcule la transformada de Laplace de la funcién
)
BT Z’ H(t—n),t>0

Resolucién

En primer lugar se tiene que

—ns

LIH@t—n) =

N

entonces aplicando transformada de Laplace a la funcién f(¢) y usando la
linealidad se tiene:

210 = [ioz "Hr—]

= G Y- = s Y (1)
1045 105 s
_ i
= ok
es decir,
1 & 1
ZIft)] = — —-1)"
/0= 355 -1
Como 0 < & < 1, Vs > 0, entonces®
1 1
L) = — —
[F()] 10s 1 +e*

Funcion impulso unitario de Dirac

Antes de dar la definicién de la funcién impulso unitario de Dirac, surge
la pregunta: ;qué se entiende por funcién impulso? Para responder a esta
pregunta, hacemos un breve recorrido por el término fisico de cantidad de
movimiento e impulso.

Tenga en cuenta de que para |x| < I se tiene que:

8

1
71""2
(=1~ +x

—
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En fisica se define la cantidad de movimiento como el producto de la
masa por su velocidad, es decir:

Cantidad de movimiento = masa X velocidad

para entender esto, imaginemos dos cuerpos en movimiento, un mototaxi y un
camién, con igual rapidez, ;cudl serd mds dificil de detener?, pues obviamente
que el camidn, esto porque tiene mds movimiento que el mototaxi, debido a la
mayor cantidad de su masa.

Ahora, suponemos que la cantidad de movimiento de un objeto cambia,
para que esto ocurra, debe acontecer que dicho objeto cambia su masa, o
cambia su velocidad, o ambas. Pero que tal si hacemos que en el movimiento,
la masa m del objeto permanezca constante, entonces obviamente tiene que
cambiar la velocidad. Ahora, al cambiar la velocidad, debe producirse una
aceleracion, la pregunta ahora es ;qué ente fisico puede producir aceleracion
en el movimiento del objeto?, aqui, la respuesta es una fuerza; mientras mas
intensa sea la fuerza, mayor serd el cambio en la velocidad. Asimismo, el
cambio en la velocidad también dependera del intervalo de tiempo en que se
aplique la fuerza, a mayor intervalo de tiempo, mayor serd el cambio en la
velocidad. Si la fuerza es F, a es la aceleracion y v es la velocidad del objeto,
entonces

d
F=ma= E(mv)
de esta equivalencia vemos que
Fdt =d(mv) (5.28)

lo cual significa que el cambio en la cantidad de movimiento es igual a la
fuerza F aplicada durante un intervalo de tiempo. Si tomamos el intervalo de
tiempo [79,#] e integramos (5.28), entonces es fécil ver que
1 1
Fdt= | d(mv)=mv(t;) —mv(t9)
fo fo
Asi, la diferencia (o el cambio) en la cantidad de movimiento en #; y fy, serda
Ilamado impulso, que no es otra cosa que la integral de la fuerza aplicada al
objeto en el intervalo de tiempo [fy,#;]. Denotando al impulso con /, se tiene
que )
1= [ Far (5.29)
fo
Suponiendo que la fuerza aplicada en [fy, ;] es constante, entonces de (5.29)
se tiene que el impulso es
I=F-(t; — 1)
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A continuacién, procederemos a construir la funcién impulso unitario de
Dirac, de una manera puramente intuitiva, para ello, hacemos las siguientes
especificaciones. Suponemos que la fuerza es constante, es decir F(r) = Fp,
t; =to+ & y el impulso es I = 1 para cualquier valor de 8. Si hacemos § — 07,
(cémo deberiamos tomar Fy para que el impulso siempre sea 1?. En la figura
(5.14) nos muestra la idea de cémo debemos tomar Fj para que el impulso
sea siempre 1. Asi, en dicha figura vemos que a medida que & toma valores

TA

to«_ t0+63 lo +62 10+51

Figura 5.14: A medida que 6 va asumiendo los valores de 8;, &, 83, y asi
sucesivamente tendiendo a cero, la altura del rectdguno de drea 1, que esta
dado por Fy, claramente se dispara hacia arriba.

cercanos a cero, Fy asume valores cada vez mds grandes para que el impulso
siempre sea / = 1. Intuitivamente, en el limite, osea en el instante ¢ = £y, debe
acontecer que la funcién que hace el papel de la fuerza, debe comportarse
como la funcién impulso de Dirac que se define a continuacién.
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Definicién 5.1.5 Sea t( € R, la funcién impulso unitario de Dirac en 7y se
define mediante
_ Oa t 7é Iy oo _
S(t—1) = { too £ = 1o y » S(t—1n)dt=1 (5.30)

Aplicando la propiedad selectora’ de la funcién impulso de Dirac se demues-
tra la siguiente proposicién

Proposicion 5.1.18 Para 1y > 0 se tiene
Z6(t—1n)] = e 08 (5.31)

Si nos fijamos para 7y = 0, se tiene que -Z[6(¢)] = 1 y no satisface el
teorema 5.1.24, estas cosas raras ocurren principalmente porque la funcién
impulso de Dirac, es un caso especial de funcién.

Convolucién de funciones

Es una operacién muy importante que se da en término de una integral,
para lo cual es necesario que el producto de dos funciones sea integrable. Mas
adelante veremos muchas aplicaciones de esta funcién, mas que todo en la
resolucion de ecuaciones diferenciales y el cdlculo de la transformada inversa
de Laplace.

Definicién 5.1.6 Sean las funciones 'y g definidas parat > 0, la convo-
lucién de f con g es

F6)xg(t) = (Frg)(t /f g(t—u)d (532)

La siguiente proposicion muestra las propiedades elementales para este tipo

de operacion®.

Proposicion 5.1.19 Para funciones f, g y h cualesquiera se tiene que
1. f*g=gx* f (Propiedad conmutativa)
2. (fxg)+xh= f=(g«h) (Propiedad asociativa)
3. f*x(g+h) = f*g+ f=*h (Propiedad distributiva)

7La propiedad selectora de la funcién impulso de Dirac, consiste en lo siguiente: Si la funcién
f R — R es continua en 7, entonces

| s -w)ar = siw)

8Invitamos al estudiante que haga la demostracién de la proposicién.
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A continuacion resolvemos algunos ejemplos para ilustrar el proceso de
esta operacion.

= Ejemplo 5.16 Calcule: 1 xsen(br)
Resolucién
Sea f(tr) =1y g(t) = sen(br), aplicando (5.32) se tiene en este caso que la

convolucién de f con g es como sigue:

lxsen(bt) = / f(u)g(t —u)du, pero es mas facil conmutar

Il
\
oe

t
ft—u)du= / sen(bu) - ldu
0

Luego
1«sen(bt) = %[l —cos(bt)]
.
= Ejemplo 5.17 Calcule: ¢ * cos(br)
Resolucién

Aplicamos (5.32), asimismo la propiedad conmutativa:
t
e xcos(br) = cos(bt)*e” :/ cos(bu)e™ " du
0

t
= e‘”/ cos(bu)e”™du
0
at { be " sen(bu) —ae” " cos(bu) }t
= ¢
0

a*+b?
o4t o o .
= Z2ip {be " sen(bu) — ae cos(bu)}o
eat
= ap [be™“ sen(bt) —ae™* cos(bt) +al
a

1
e [bsen(br) —acos(bt) + ae™]
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Teorema 5.1.20 Si la transformada de Laplace de las funciones fy g
existen, ademds F'(s) = Z[f(¢)] y G(s) = £|g(¢)], entonces

ZLf(0)xg®)] = Z[f(1)]-Z[g(2)] = F(s)G(s) (5.33)

= Ejemplo 5.18 Sea f() = [§ ue" sen(t — u)du, calcule Z[f(t)].
Resolucién

Para empezar, si nos fijamos en la definicién 5.32, lo que tenemos aqui es una
convolucion de dos funciones, es decir:

t
flt) = / ue'sen(t —u)du = te' xsen(t)
0
Si aplicamos (5.33), entonces se tiene:

ZLIf()] = ZLlte' xsen(t)] = L|te'].L[sen(t)]
d - o1
= 5 L ay

14
B s24+1ds|s—1

s2+1(s—1)2

Transformada de Laplace de una funcién peridédica
Definicion 5.1.7 Una funcién f : R — R es periddica, de periodo T > 0,
I si satisface que:
f@+T)=f(),VteR (5.34)

La representacion de la grafica de una funcién periddica es similar a la que se
muestra en la figura 5.15

= Ejemplo 5.19 La funcién f(t) = sen(wr) tiene periodo T = 2Z, pues V¢ € R

w

f(t+T)=sen <w (r + 2—”) > = sen(wt +27) = sen(wt) = £(t)
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A

~~

a—T a a+T a+2T

¥

Figura 5.15: Funcién periddica de periodo T .

Observacion
Entenderemos como periodo fundamental (o simplemente periodo) de

la funcién f(¢), al menor nimero positivo T que satisface (5.34).

Teorema 5.1.21 Sea f una funcién seccionalmente continua en [0, +o0) y
de orden exponencial. Si f es periddica, con periodo 7', entonces

LU0 = —ip [ e r0) (535)

1—eT

Demostracion. Como la funcién f tiene periodo T, entonces f(t+T) =
f(£), Vr > 0, a partir de esto

400
F(t)edt

0

T 2T 3T
/ ft)edt +/ ft)edt +/ e dt +--
0 T

/T f(t)e‘s’dH—/Tf(H— T)e U+ gy
0 0

T
+/ fle+2T)e g 4 ...
0

Z[f(@)]

oo

Z/ f(t4nT)e s+ ) gy — Z/ ft)e e T dr
n=0"0 0

([mea)Eer

Pero, para cualquier 7 > 0, s > 0y n € N, se tiene que 0 < e T <1,
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entonces?
+o0 o +oo T\n 1
—nsl __ —S —
Ze _Z(e ) _l_e—sT
n=0 n=0
Con este resultado se tiene finalmente que:
1 T t
Lft)] = —— / t)e dt
) === [ £0)
|
9Tenga en cuenta que para |x| < 1,
~+o0
Y=
n=0 I—x

Transformada inversa de Laplace

La transformada inversa de Laplace es importante en la resolucion de
ecuaciones diferenciales, por el hecho de que muchas ecuaciones diferenciales
se convierten en ecuaciones algebraicas cuando se aplica transformada de
Laplace; y para llevar la solucién de esta ecuacion algebraica a la solucién de
la ecuacion diferencial, requerimos necesariamente de la transformada inversa
de Laplace.

Definicion 5.1.8 — Transformada inversa de Laplace. Sea F(s) =
Z|[f(¢)], entonces la transformada inversa de Laplace de F (s) es la funcién
f(t) y denotamos

f(0) =27 [F(5)] (5.36)

La primera propiedad que aparece para la transformada inversa de Laplace es
la linealidad, asi tenemos:

SiF(s)=2Z[f(t)] y G(s) = Z][g(t)], entonces
ZL7F(s)+AG(s)] = L7 F(S)]+ A2 G(S))]

Segin la definicién arriba, la férmula no es nada préactica si se trata de
determinar la transformada inversa de laplace de una funcién, por esto, aplica-
remos métodos alternativos como fracciones parciales, convolucién y el uso
de propiedades.

Algo que también debemos dejar claro, es que la transformada inversa de
Laplace de una funcién ®(s) no es tnica, es decir, pueden existir dos funciones
distintas f(r) y g(¢) de tal manera que .Z[f(¢)] = .Z[g(¢)] = ®(s). Veamos el
siguiente ejemplo



5.1 Transformada de Laplace y sus propiedades 303

= Ejemplo 5.20 Sea f(f) =1,1 > 0y g(r) = {tz tf_[g’ +) =12} Enam-
bos casos se tiene que la transformada de Laplace es ;15, sin embargo, dichas
funciones son distintas. ]

Lo que acabamos de ejemplificar, se aclara en el siguiente teorema

Teorema 5.1.23 — De Lerch. Si @(s) es la transformada de Laplace de
f1(¥) y de f2(t), entonces fi(z) = f2(t), excepto en un nimero finito de
puntos.

A continuacién reformularemos algunos resultados importantes, pero en térmi-
nos de la transformada inversa de Laplace, dichos resultados son equivalentes,
solo cambia la forma en que nos referimos ahora que usamos la transformada
inversa.

L2 ] =
2. 771 [Szfaz} =sen ot
3. 7! Lzﬁaz} = cos ot

. Primera propiedad de traslacién: Si F(s) = Z[f(¢)], entonces
L7V F(s— )] = e (1)
6. Segunda propiedad de traslacién: Si F(s) = Z[f(¢)], entonces
L e ®F(s)] = f(t—a)H(t — )
7. SiF(s) =2Z[f(t)] y G(s) = Z[g(1)], entonces
L F(9)G(s)] = £(1) * (1)

Teorema 5.1.24 Si la transformada de Laplace de f(r) existe y F(s) =
Z[f(¢)], entonces
lim F(s) =0

§—-o0

En todos los ejemplos donde se ha determinado F(s) = .Z[f(¢)], el lector
puede comprobar que
lim F(s)=0

§—> o0

seglin lo que afirma el teorema 5.1.24.
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En lo que sigue, aplicaremos indistintamente las propiedades estudiadas, ya
seacon.Z 0. £ L.

= Ejemplo 5.21 Calcule la transformada inversa de Laplace de

1 5
F(s):—ln[— <2+—>+1],s>0
S S
Resolucién

Suponer que existe una funcién f(¢), t > 0, para la cual acontece que

ZIf(6)] =F(s) = —In E (2+ g) + 1} =In {Mﬁ}

desarrollando el logaritmo de la derecha vemos que
Z1f()] =2In(s) —In [(s+1)*+2%]

Para liberarnos del logaritmo, ahora aplicamos (5.17) para obtener:

ZLtft)] = —% {2In(s) —In[(s+1)*+2?]}

Desarrollando la derivada llegamos a la expresion

s+1 2
g[ff(t)]zzm—g

+1

Pero .Z[1] = % y L ]e " cos(2t)] = m

tiene

Luego con estos resultados se

Ltf(t)] =22 [e " cos(2t)] —2.2]1]
Abora, si aplicamos transformada inversa de Laplace, se obtiene:
tf(t) =2e "cos(2t) —2

y de esto llegamos a la funcién®:

2 —t 2
_ [ getcos(2t) =7, 1>0
f(0 { —2,t=0

9Esta funci6n estd definida para r > 0, sin embargo en 7 = 0 no sabemos que pueda acontecer
para f, cualquier valor que aqui asuma la funcién es valido, sin embargo haciendo r — 0T se
tiene:
lim {zeﬂ cos(2t) — %} =2
t—0t | 1 t
por lo cual aprovechamos esta situacion y hacemos que f sea continua en t = 0, asi definimos

f(0) =-2.
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= Ejemplo 5.22 Para n € N, demuestre que
1. t"xsen(at) = L1 [1"— (nt"~ xcos(at))].
2. t"xcos(at) = 21" xsen(at).

Luego calcule .Z~! [ea“‘ <S£3 + s% + ?) sZikZ} _

Resolucion

1. Para demostrar lo que nos pide, aplicamos transformada de Laplace en
el lado derecho, haciendo esto se tiene:

n!

L [t"— (nt"Vxcos(at))] = ) —ngZ [t" xcos(at)]

n!
= w1 —-nZ [t”_l} Z [cos(at)]
~onl o am-1)! s

sntl s s2—|—a2
= nl (M)

"\ st (24 a?)
n! a

2
= a¥[t"] L[sen(at)]
= aZ[t"*xsen(ar))
Luego

Zt"«xsen(ar)] =& é 1" — (nt”_1 xcos(at))]

En este udltimo resultado aplicamos transformada inversa de Laplace
para obtener:

"« sen(at) = Lll " — (nlnfl xcos(ar))]

lo que demuestra la igualdad.
2. En forma similar al caso anterior aplicamos transformada de Laplace en
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el lado derecho

< Et”fl*sen(at)} = g ["~ ! xsen(at)]

a a
g.z[t"*l «sen(at)]
gg[t"—l],z[sen(m)]
(n—=1)! a

s 52 _|_a2

n! s

s+ 2 4 a2
Z[t")ZL|cos(at)]
= Z[t"xcos(at)]

n
a

Aplicamos luego transformada inversa de Laplace para obtener:

Ef‘*l
a

" x cos(at) = xsen(at)

Finalmente, por la linealidad de la transformada inversa de Laplace:

a b ¢ a b c
7! {—3+—2+—] = 2 [&]+ e [—2} +27 4]
s K s s s s
a 2 1 1
= 2 NSl +b2 5| te2 -
2 [s3}+ [sz} te s
- gt2+bt+c
de donde b
a c a
LN+ 5+- =22+l
L3+S2+J S Hbite
o también b
a2 _ 4. 0. ¢
gl:zt +bl+C]—S3+s2+S
Asimismo

1 1 k 1
—1 -1
< Lu—kz}:zf [m—kz}:z“ﬂ(’“)

Luego con estos resultados y usando (5.33) se tiene:

fa b ¢ 1 ’ a, 1
oS <S_3+ s_2 + E) m S (Dgg b; +bt+c} A {% sen(kt)})
eO{

ng thz +bt+ c) * sen(kt)}
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y de acd observamos que:

as

as(@ b e\ 1 "o ran
e (s3+s2+s> e kﬁ{(zt —l—bt—i—c)*sen(kt)] (5.37)

En (5.37) procedemos a calcular la convolucién, pero antes observamos que

(gtz + bt —|—c) «sen(kt) = g (t2 s sen(kr)) 4 b(t+sen(kr)) + c(1 *sen(kt))
(5.38)

Hacemos los siguientes cdlculos, pero tenga en cuenta que usaremos las
identidades demostradas en los items anteriores:

1 2 2
P xsen(kt) = Z [tz — (2t xsen(kt))] = < E(t*cos(kt))
2 21 2
= - z%(l xsenkt) = T ﬁ(senkt* 1)
l‘2 2 t t2 2
= - k_2/o sen(ku)du = m + V5] {COS(kM)}g
22 2 2
Luego: 12 * sen(kt) = % + ,% cos(kr) — 1%3
1 t 1
[*Sen(kz‘) = E[t—(l*COS(kl‘))} = %_%(Cos(kt)*l)
t 1/ t 1 t
= %/0 cos (ku)du = e ﬁ{sen(ku)}o
t 1
= 1B sen(kt)

Luego: 7+ sen(kt) = £ — kiz sen(kt).

Asimismo,
1 1
Ixsen(kt) = 7% cos(kt)
Ponemos estos resultados en (5.38) para obtener:

? 2 2
(glerbtJrc)*sen(kt) = g{erﬁcos(kt)k—J

+b [% - 1712 sen(kt)] +e H - %cos(kt)}
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aqui simplificamos y reordenamos términos, y tenemos:

25 , I B PO O W

(Zt +bt+c)*sen(kt) = 2kt+kt+(k k3)+(k3 k)cos(kt)
b
fk—zsen(kt)

Ponemos este resultado en (5.37) y de alli aplicamos la linealidad de la transfor-
mada de Laplace, hacemos algunas simplificaciones para llegar a la expresion:

g
+ (I% — k%) e® L[cos(kt)]
- k%e‘“f[sen(kt)]

En esto ultimo aplicamos transformada inversa de Laplace, asimismo la segun-
da propiedad de traslacién para obtener:

_ il asfa b ¢ 1
1o = Z [ (:s*s—z*;)m}
- %(r—a)zH(t—aH—]%(t—a)H(t—a)
C
+ —

o %) H(—a)+ (k% - k—cz) cos(k(t — a))H (t — )

b sen(k(t —o))H(t — a)

k3
| |
-ﬁempb523(hkﬂei?*{;gﬁ%gg} .
Resolucion

Suponer que para alguna funcién f(¢) se tiene que F(s) = .Z[f(¢)] y

25

Fs)= s2(s2 —2s+5)

Desarrollando en fracciones parciales la expresion de la derecha se tiene:

25 A B Cs+D

s2(s2 —25+5) §+52 +s2—2s—|—5
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De donde se obtiene A =2, B=15,C = —2y D = —1, asi nos queda:

2 5 —25—1
Fs)=—-+5+—5—"——
(5) s s2 0 s2—2s+5
a continuacion, arreglamos convenientemente las expresiones, teniendo asi:

Py 245 o s=l 3
s s T(s—1)2422 (s—1)2422

Luego aplicamos transformada inversa de Laplace y se obtiene:

_ 412 5 s—1 3
f(t) = 7 I[F(S”:Z 1[;+s_2_ (s—1)2+22_(s—1)2+22:|
2

- e [3]2e [oer)

2 )

3
2+ 5t —2¢" cos(2t) — EEt sen(2t)

Por lo tanto:

25 3
Z [sz(sz 25 5)} 2+ 5t —2¢' cos(2r) ze sen(2t)

= Ejemplo 5.24 Calcule la transformada inversa de Laplace de

2

se+1
F =ln——m
(5) "1 2)(5-3)
Resolucién

En primer lugar se tiene que
F(s)=In(s?+1) —In(s+2) —In(s — 3)

Si tomamos F (s) = .Z[f(t)], entonces

LUf)] = _% [ln(s> + 1)~ In(s+2) — In(s — 3)] =
1 1 s

s+2+s+3 _2sz+1

Le ]+ .2 Y] — 2.2 cost]
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Ahora, si aqui aplicamos la transformada inversa de Laplace, entonces
1f(t) = e 2 + ¥ —2cost
de donde se obtiene:
flt)= ; (e + e —2cost), 1> 0
Como lim,_,o+ % (672’ +e¥ — 2COSt) = 1, entonces usando la continuidad por
la derecha de r = 0, se tiene que f(¢) la podemos tomar como

1,2t 3t
f(t):{ i (te_ O+e 2cost),t>0

= Ejemplo 5.25 Para constantes a > 0y b, calcule: .2~ [arctan -4;].

Resolucion

Sea f(t) = .2~ [arctan %] para alguna funcién f(r), entonces

Z[f(t)] = arctan >

Para liberarnos de la funcién arcotangente, multiplicamos por 7 a f(¢), asi
tenemos:

Ztf(t)] = —% [arctan SL}

+b
1 d [ a
= Z[tf(1)] = *1+ (Hibf% (S+b>
luego
ZLif(1)] = (Hb;ﬁ

Aqui aplicamos transformada inversa de Laplace y se obtiene

tf(t) =e P senat, t >0

Finalmente se tiene!0:

{ e’htienat7 £>0

10Como

entonces usamos la continuidad por la derecha de ¢ = 0.
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= Ejemplo 5.26 Calcule: . ~! [% — arctan :3].

Resolucion

Al igual que el ejemplo anterior suponemos que f(t) = .2~} [% — arctan f;—%] ,
entonces

+2

Para desligarnos de la funcién arcotangente, multiplicamos por ¢ a f(), asi
tenemos:

ZIf@)] = g —arctans

L] =~ 5 | § a3

ds | 4 s+2
I d(s=2
A == ds
— [tf(t)} ]+(%)2 ds (S+2>
luego
2
20 = 5

Aqui aplicamos transformada inversa de Laplace y se obtiene

tf(t) =sen2t, 1 >0

Finalmente se tiene!!:

sen 2t
t>0
= t ’
f(t) { 2120

Otra forma alternativa de afrontar este problema es el siguiente:

. _ T s—2 :
Puestg que: F(s) = 7 —arctan {75, entonces aplicando tangente en ambos
lados se tiene:

r —2 -2 2
tan F(s) = tan (— — arctan > ) = ‘*i ==
4 s+2 1+55 s

de donde se sigue que:

1Como

=0t
entonces usamos la continuidad por la derecha de ¢ = 0.
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multiplicando por ¢ a f(z) se obtiene:

L) =2 [t (%)} -2

de donde aplicando transformada inversa de Laplace vemos que:

tf(¢) = sen(2t)
t > 0. El resultado final ya lo tenemos mas arriba. "
= Ejemplo 5.27 Calcule: £ ~! [% — arctan “’Ta] ,donde b > 0.

Resolucién

Acé también hacemos f(r) = .2 ~! [ — arctan 2], entonces

Zf@)] :g—arctans+a

Luego
Ztf(t)] = 7% [g arctans—’b_a}
b
= Z[tf(1)] = Graitm

Aqui se aplica transformada inversa de Laplace y se obtiene

tf(t)=e “sen(br), t >0

Finalmente se tiene!2:

{ e senbt7 (>0

=9 1.0

Invitamos al lector a verificar si también es correcto afirmar que

T _ e 9senbt
f(f):§(1 e ) 8(r) —
n
2Como
it e “sen(br) b
ti%l* t -

entonces usamos la continuidad por la derecha de ¢ = 0.



5.1 Transformada de Laplace y sus propiedades 313

« Ejlemplo 5.28 Calcule: %! | 2= .

Resolucion

En primer lugar se tiene

st+4at = sP44d5% 4+ 4a* — 4dS?
(s2 +2a%)? — (2as)?
= (s? —2as—|—2a 2 (s +2as +24°)

= |(s— H(s—l—a)z—i—az]
Luego
S +adt T [s—a)+d[(s+a)’+d]

s—a 1 a a

(s—a)’>+a® (s+a)? +a2+5(s—a)2+a2 (s+a)*+a
= -7 [¢” cos(r)] & [e~“ sen(t)]

+é$ [e“’ sen(t)] A [e_m sen(t)]
= L (o) (e sent)]

+é$ [(e”sen(r)) * (e “sen(r))]

Con este resultado se tiene que:

_ s 1 at —at 1 at —at
o1 {m} =- (e” cos(t)) * (e sen(t))—i—; (e”sen(r)) (e :113(;;)

aqui en (5.39) calculamos separadamente cada una de las convoluciones, as{
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tenemos:

1 at
- (¢“ cosat)

Asimismo:

Q|

(¢ senar)

*

!
(e“senat) = 1/ e cos (au) e """ sen (a(r — u))du
aljo

1 t
—e / €™ cos (au) sen (at — au)du
a 0

1 t
L e sz
0

2a

e~ eau !
5 {— o [2at — 2sen(at) — cos(2au) + sen(2au)] }0

e*al

S [—3sen(at) —cos(at) +e** sen(at) + ** cos(at)]
a

1 t
(e""senat) = ;/ e“sen (au)e """ sen (a(t —u))du
0

1 t
—e*”’/ > sen (au) sen (at — au)du
a 0

1 t
—e @ / ¢ [cos(2au — at) — cos(at)]du
2a 0

—at t

e eZau ) 5 )
P {4a [2sen(at) 4 cos(2au — at) +sen(at — au)]}

0
eful

37 [cos(at) + sen(at) +** sen(at) — e cos(at)]
a

Ponemos estos resultados en (5.39), hacemos las simplificaciones correspon-
dientes y se tiene:

Por lo tanto:

|

1
ﬁ} — 4—2e’“’ sen(at) (2 —1)
s*+4a a
1 eat _ e—at
= 5a sen(at) 5

1
= 52 sen(t) senh(at)

e R
< [s4+4a4] =52 sen(t) senh(at)
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= Ejemplo 5.29 Calcule:

P lzs (e e—m)]

s2+4
Resolucién

En primer lugar se tiene que

3—1{ 2 }:23—1[ i }chos(Zt)

s2+4 5244
Luego
-1 25 (e7™ — e~ 2™) _ 2s T _ 2s o278
5244 s2+4 s2+4
2s 2s
— 9?71 -S| _ gfl —27s
[s2+4e } {s2—|—4e

= 2cos(2t —2m)H(t — ) —2cos(2t —4n)H(t — 27)

es decir:

2 —Tts __ ,—27;s
o [%] —2cos(2t —2m)H (1 — 1) — 2 cos(2t — 47)H (t —27)
A

explicitamos esta funcidn y se obtiene:
0,0<t<m
ft) =4 2cos(2t), <t <2m
0,t>2m
= Ejemplo 5.30 Calcule .2~ [F(s)], si F(s) = In <1 + ;14).
Resolucién

Para empezar se tiene que

F(s)=1n <1 + %) —1In <S4Sj1)
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Ahora, si hacemos .Z[f(¢)] = F(s), entonces

d d s+ 1
ZLitft)] = —=F(s)=——|In{——
0] = ~5F6 =4 ()]
448
s st
Pero aqui, descomponiendo en fracciones parciales se tiene:
4s3 _ 4s3
st @1+¢%+1)@%—¢%+1)
_ 2s—/2 25 +2
szf\/Eerl s2+\/§s+1
B 25 —/2 n 25+ \/5
- 2 2 2 2
(=) +(2) () + (%)
luego
V2 V2
4 -5 s+ 5"
Llf)] =~ -2 : :

-2
2 2 2 2
Tl (8) () 1 (9)
En esto ultimo aplicamos transformada inversa de Laplace y se tiene

2 s+ 2

S
tf(l‘):4—2$71 22 - _p g1 . .
NG I (R
de donde
tft) = 4*264tC0S (?t) 723_39’005 <§t>

que para ¢ > 0 se convierte en:

f) :% l2—e\“/22’cos <\/§t> —e*%‘z’cos (?t>] , >0

Puesto que:

lim 2 [Z—elg’cos (ﬁt> —67§ZCOS (ﬁt>] =0

t—0t+ ¢
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entonces nos queda finalmente que:

£) = { (%) [f;(e)'\?’cos (‘/gt) —e’¥tcos (@t)] , >0

« Ejemplo 5.31 Calcule: £~ [Szzj_ﬁ + %e*ﬂ .

Resolucion
Sea F(s) = 2 + ﬁ%@e*ss y f(t) = £ 1[F(s)), entonces por la linealidad
de £ ! se tiene

T2 T s+l
f) =2 szJ +! Lz(;—%)e 55} (5.40)

Para la primera parte vemos que

3‘1[ 28 ]2005(\/62‘)

246

Ahora, para lo que queda hacemos descomposicion en fracciones parciales, y

se tiene:
55+1 A B Cs+D

>y 4 &z 5.41
s2(s2+6) s TP + s2+6 (541)

de donde
5546 = As(s* +6) +B(s> 4+ 6) + (Cs + D) (s> + 6)
que al agrupar convenientemente se convierte en:
5546 =(A+C)s>+ (B+D)s> + (6A +6C)s+ (6B+6D)

Ahora, comparando coeficientes!? se tiene las ecuaciones: A+C =0, B+D =

0,6A+6C =5y 6B+ 6D = 6. Resolviendo estas ecuaciones se obtiene: A = %,

B=¢,C= —% yD= —%. Ponemos estos resultados en (5.41) para obtener:

S5s+1 51 11 5 s 1 1

s2(s>+6) ~ 65 65 652+6 65246

13Aqui, es bueno recalcar siempre este hecho, si acomodamos todos los términos de esta
igualdad a un solo lado, se tiene:

(A+C)s* + (B+D)s* + (6A+6C —5)s+ (6B+6D —6) =0

Como el conjunto {s3,s2,s, 1} es linealmente independiente, entonces, los coeficientes deben ser
todos igual a cero; asi se tiene que A+C =0,B+D=0,6A+6C—-5=0y 6B+6D—6=0.
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Luego aplicando transformada inversa de Laplace vemos que:

S5s+1 51 11 5 s 1 1
e | _21T- | - ez, _Z_ 2
Lz(sz—&—6)] {6s+6s2 652+6 6s2+6]

5[] g [1] 5[
B 6$ L}—Fﬁg Lz} 6"? [s2+6]

1 1
—— gl
6 { 24+ 6}
. + 1t cos(\/_t) sen(v/61)
6 6 \/_
Abhora, con la segunda propiedad de traslacion se obtiene:
Ss+1 5 1
-1 —5s
— = —-H(@-5)+-(t—-5H(-5
I:SZ(SZ+6)6 :| 6 ( )+6( ) ( )

—gcos(\/g(t—S))H(t—S)

Con estos resultados en (5.40) se tiene finalmente:
5 1
f() = 2cos (%r) +2H(1=5)+ c(1=5)H(~5)

—% cos(V6(r —5))H(t —5) — ——=sen(V6(t —5))H (1 — 5)

1
66
que explicitamente es:

Zcos<\/6t),0§t<5
f) =
2cos (\/_t) + L 3cos(v6(t—5)) — Lsen(Vo(t—5)), 1> 5

Aplicacién de la transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una herramienta muy poderosa para re-
solver ecuaciones diferenciales. En esta seccidn, resolvemos problemas que
involucran ecuaciones diferenciales de coeficientes variables, problemas de
oscilaciones, circuitos eléctricos, deflexion de vigas y sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Recomendamos al estudiante se familiarice con las
propiedades que permiten determinar la transformada inversa de Laplace.
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5.2 Aplicacion de la transformada de Laplace

Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias

Para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias aplicando transformada
de Laplace, es crucial la aplicacion del teorema 5.1.6 y (5.9). [lustramos esto
en los siguientes ejemplos:

= Ejemplo 5.32 Determine y(¢) en la ecuacién

{ §/<(5>) 4300~ fy () st — s = —sent (5.42)
Resolucién

Si nos fijamos en la integral de (5.42), ésta es una convolucién, por lo que
reescribimos esta ecuacién y nos queda asi:

Y (t) +y(t) — y(t) *sent = —sent (5.43)
Aplicamos transformada de Laplace en (5.43) y se tiene:
1 1
sZ[y(t)] —y(0) + Z[y(1)] —X[Y(f)]m =112
de donde despejamos .Z[y(t)] para obtener:
s s
Zhn)] = = =
+s+1 2 2
T )+ (9
e %
- 2 23 2 2
G+ (%) 7 ()
Luego
s+1 3 3
who-— DI s
(s+3) +(7) (s+3) +(7)

Aqui se tiene

B S+l 1 3t
K7 lzzﬁZZeZCOS_
| (s+3) +(T)
Ne
K7 22 5 :eféseng
|+ 1)+ ()]
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Con estos resultados, procedemos a aplicar transformada inversa de Laplace
en (5.44), para asi obtener

» Ejemplo 5.33 Resuelva: y/ = cos(t) + [; y(7) cos(t — 7)dt, y(0) = 1.
Resolucién
Usando convolucidn, la ecuacion diferencial la reescribimos asi:
¥ (t) = cos(t) +y(t) *cos(t)

luego aplicando transformada de Laplace se tiene:

sZ[y(t)] =y(0) =

N N

el

de donde se obtiene: . : |
Ll =5+-+3

A s S
Aqui aplicamos transformada inversa de Laplace y se tiene

1
y(t):§t2—|-t+1
n

= Ejemplo 5.34 Aplicando transformada de Laplace, resuelva el problema de

valor inicial
{ xy"+(Bx—1)y — (4x+9)y=0
¥(0)=0

Resolucion

Sea Y (s) = Z[y(x)] la transformada de Laplace de y(x). Aplicando transfor-
mada de Laplace a la ecuacion diferencial y usando (5.17) se tiene:

L [2r(5) - (0) ~YO)] 30 [5¥(5) ~(0)]

—  [s¥Y(s) —y(0)] +4%Y(s) —9Y(s)=0

de donde vemos que

% [s*Y () —¥'(0)] +3% [sY (5)] +sY (s) —4%Y(s) +9Y(s)=0
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Aqui efectuamos las derivadas para obtener:
25Y (5) 4 52Y'(s) + 3 (5) + 35Y/(s) +sY (s) —4Y'(s) +9Y (s) = 0

reduciendo esto tltimo, resulta la ecuacién diferencial Y'(s) = — =2; ¥ (s), cuya
solucién es

Cc
Y (s) = ———=, donde C es una constante
(s—1)°

luego aplicando transformada inversa de Laplace a esto ultimo, segtin el
ejemplo 5.4, se obtiene la solucidn de la ecuacién diferencial, la cual estd dada
por

= Ejemplo 5.35 Aplicando transformada de Laplace, resolver:

o +2(0t—1)x —2x=0,1>0
x(0)=0
Resolucién

Aplicando transformada de Laplace a la ecuacion diferencial y usando (5.17),
se tiene:

—% (L)) —sx(0) =X (0)}  — 2% {s.Z[x(1)] —x(0)}
— 2{sZx(1)] —x(0)} —2Z[x(¢)] =0

Acd, hacemos X (s) = Z[x(t)] y usamos la condicién inicial x(0) = O para
obtener:

—% {szX(s) —x’(O)} —2% {sX(s)} —2{sX(s)} —2X(s) =0

Efectuando las derivadas y simplificando llegamos a la ecuacién diferencial

dX(s)

2
(s +2s) s

=—4(s+1)X(s)

la cual es de variables separables. Segtin este modelo de ecuacidn se tiene:

170.¢ -2 2
— = ——)ds
X s+2 s
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que por integracion resulta:

X(s)=

m, donde ¢ es una constante arbitraria (5.45)

como Z[t] = Slz yZ [te_Z’ ] = @, entonces al aplicar transformada inver-

sa de Laplace en (5.45), se tiene que x(¢) estd dado por
x(1) = c(te* 1)

desarrollando la convolucién vemos que

!
x(t) = c/uefz"(t—u)du
Jo
! !
¢ [Z/ ueiZ”du—/ u2e2”du}
0 0
e (eg)], e () )
= c¢q|—xe U+ = —|—xze u +u+ -
{|: 2 2/, 2 2/,

= 2 (te_Zt +e X yr— 1)

Por lo tanto la solucién del problema es:
€2, -2
x(t)=—(te " +e " +1t—1
(=5 )
Aqui, como en el ejemplo anterior, para determinar el valor de la constante, es

necesario imponer a la ecuacion diferencial una condicién adicional. .

i+ (4r—2)x + (13t —4)x =0, >0
= Ejemplo 5.36 Resuelva el problema { x(0) =0

x(w) = me

aplicando transformada de Laplace.
Resolucién

Sea X (s) = Z|[x(¢)], aplicando transformada de Laplace a la ecuacién diferen-
cial se tiene

L ()] +4L[tx ()] = 2L ()] + 13L[tx(t)] — 4L [x(t)] = 0
Abhora, si usamos (5.10) y (5.17) obtenemos:

—% {s*X(s) —sx(0) =x'(0)} — 4% {sX (5) —x(0)} — 2{sX (s) —x(0)}

d
- 13%X(s) —4X(s)=0
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de donde con la condicién inicial x(0) = 0 se tiene:
D1 2x(s) X (0)) + 4L (s (5)} +25X(s) + 13-LX(s) + 4K (s) = 0
ds ds ds
efectuando las derivadas llegamos a:
25X () +5°X'(5) +4X (s) + 45X (s) + 25X (s) + 13X (s) +4X (s) = 0
y asi nos queda la ecuacion diferencial
(s*+4s+13)X'(s) +4(s+2)X(s) =0

En seguida, resolvemos esta ecuacion diferencial:

170.¢ 2(s+2)
—=-2| ————ds+In(k), k>0
X /sz+4s+13 s+1n(k), k>

= In|X(s)| = —2In(s* +4s+ 13) +1In (k)
luego
k _k 3 3
[(s+2)2+32)2 " 9 [ (s4+2)2+32 (s+2)2+32

aplicando transformada inversa de Laplace a este tltimo resultado y usando de
por medio la convolucidn se obtiene:

X(s) =

x(t) = E(e Zsen(3t) xe % sen(3t))

= / “sen(3u)e 2" sen (3t — 3u)du

t

= 9 [cos(6u — 3t) — cos(3t)] du

—2t t
= {—sen (6u—3t) —ucos(3t)}
6 0

—% 1 1
— 9 {6 n(3r) —tcos(3t) + gsen(3t)}

72 1
= 9 {5 n(3¢ —tcos(3t)}

y de esta manera

ke—%

x(t) = 5 {%sen(3t)—tcos(3t)}
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Para determinar el valor de k, aplicamos la condicién x(7) = me 2", de donde
se obtiene que k = 9. Por lo tanto

x(t)=e? { % sen(3t) — tcos(3t)}

. Resuelva

dy
= Ejemplo 5.37 Dado el problema:{ 2162 )2 i ; H1y=0,1>0
y

aplicando transformada de Laplace'#
Resolucién

Sea Y(s) = Z[y(t)] y y(0") = A. Aplicando transformada de Laplace a la
ecuacion diferencial se obtiene:

d d
7 [s 2y (s )—s—A] +2[sY(s)— 1] — aY(s) =0
de donde J |
Y (s) = ———
ds (s) s24+1
Integrando esto dltimo, se tiene que Y (s) = —arctans + ¢. Pero segin teorema

5.1.24, debe ocurrir que lim,_, ;.. Y (s) = 0, entonces ¢ = % Luego
T
Y(s) = = —arctans
2
Como Z[y(t)] =Y (s), entonces:

Ley(t)] =

_%[Y(S)} = —% [g —arctans} =3 }H = ZL[sen(t)]

Hemos encontrado que .Z[ty(1)] = Z[sen(t)], luego aplicando transformada
inversa de Laplace'’ la solucién del problema es:

Gent t>0
y(t)={ =0

= Ejemplo 5.38 Aplicando transformada de Laplace:

14Segiin el teorema 5.1.24, si F(s) = 2 [f(t)], entonces lim,_, o F(s) = 0.
n

SRecuerde también que: % [#M] = arcta %
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1. demuestre que sent *sent = % (senr —rcost).

2. demuestre que sent * cost = %t sent.
0y =2y +1y=f(1)

3. encuentre la solucién del problema: ¢ y(0) =0 , donde
v(5)=0

f) =

—sent, 0<r<m
—mcost, t > T

Resolucion

1. Aplicando transformada de Laplace en el lado derecho se tiene:

<z B (sent—tcost)] = % [ﬁ—i—% (ﬁ)]
1| 1 1—s2
2|t (24 1)
1 1 1
- (s2+1) BN RES
= Z[sent].Z[sent]

de donde:
Z B (sent — tcost)} = ZL[sent].L[sent]

Si en esta igualdad aplicamos transformada inversa de Laplace, entonces
con la propiedad de convolucién se obtiene:

1
senfxsent = > (sent —tcost)

2. En forma similar al caso anterior vemos que

A ]tsent = L d ] = u
2 o 2ds \$24+1)  (s241)?
1 s
= m m = Z[sent]f{cost]

luego aplicando transformada inversa de Laplace y propiedad de convo-
lucién se obtiene: |
sent % cost = Et sent
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3. En primer lugar, la funcién f(z) escrita en términos de la funcién H es:
f(t) = —sent + (sent — mcost)H (t — )
o también
f(t) = —sent +mcos(t —m)H(t — ) —sen(t — m)H (t — T)

Con esta nueva expresion de f(¢), la ecuacién diferencial se reescribe
asi:

ty"(t) =2y (t) +ty(t) = —sent +wcos(t — w)H (t — ) —sen(t — ) H (t — 1)
(5.46)

Si en (5.46) se aplica transformada de Laplace, ademds (5.10) y (5.17),

entonces se tiene:

,% [szY(S) —sy(0) *y’(O)] — 2[sY(s)—y(0)] — %Y(s)
—1 e s e

PR B |

s —Tts

Si en esta ecuacién ponemos Y (s) = Z[y(¢)], usamos la condicién
inicial y(0) = 0 del problema y efectuamos las derivadas, entonces se
obtiene la ecuacion diferencial

s —Tts

_ 1 Te™ s+e
T s241 241 241

(s + 1)Y'(s) +4sY (s)

que es equivalente a:

4s _l—e™(ns—1)
O bt (5.47)

Y'(s)+

Como podemos ver, (5.47) es una ecuacion lineal de primer orden, cuya
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solucién es como sigue:

_ TS _ ds 4
Y(s) = /—1 ¢ (7rs2 l)e'/ A'”‘jﬁdsds—&—k e A
(s2+1)

1— (15— 1
— { ? n.sz )(2+1)2ds+k} 7211‘1( +1)
l—e s ( ns—l) 2 1
= {/1—@ s ﬂs—l)dS‘i‘k}ﬁ
§°+

1
(s+se™™ +k) ———, donde k € R
(s+1)

De esto se obtiene que:

;—FeHU S n k
(s2+1)2 (s24+1)2  (s2+1)?

Y(s) = (5.48)

Como s = Z[sent * cost], entonces

(2+1)

1
7 {m] = Sent *cost = ~fsent = (1)

En forma similar: w = Z[sent x sent], entonces

1 1
7 [m} = sent *«sent = E(sent—tcost) =h(r)
S

Con estos resultados, en (5.48) aplicamos la transformada inversa de
Laplace y la segunda propiedad de traslacion para obtener:

y(t) = 01 (1) + 1 (1 — WH (1 — ) + koo (1)

Si aqui en esta expresién ponemos @ (), ¢»(¢), y hacemos las simplifi-
caciones posibles, se tiene:

y(t) = %tsent - %(t —m)sen(t)H(t —m) + g (sent —tcost) (5.49)
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Aplicando la condicién y(7/2) = 0 en (5.49), se obtiene k = —7; y de
esta manera

1 1
y(t) = Sisent — g(sent —tcost) — 5([ —m)sent H(t — )

o también

1
y(t) = %tsent—g(sem_;cost),0§t<”
T (sent+zcost), t>m

= Ejemplo 5.39 Aplicando transformada de Laplace resuelva el problema de

y' +4y = f(1) _[0,0<r<3
¥(0)=y(0)=0 ’dondef()_{ >3

Resolucién

valor inicial: {

En primer lugar escribimos f en términos de la funcién H, teniéndose asi
f@)=tH(t—3)=(t—3)H({t—3)+3H(t—3)
luego la ecuacién diferencial se escribe como
y'+4y=3H(t—3)+ (t—3)H(t —3)

Aplicando transformada de Laplace y usando las condiciones iniciales se tiene

) B 3673“' Q
7Y (s)+4Y(s) = . + 2
de donde
V= v =2b)] 550
g Cos(s24H4) 0 s2(s2+4)° V=l '

Para hallar la transformada inversa de Laplace vemos que

3 ] 3 2 1 3
-1 -1
2 | =2 2| = Z(sen2rx1
z {5(524—4)_ 23 _s2+225] 2(sen £x1)
3 3
= 7" Zcos(Zt) =@ (¢)
1 i 1 2 1 1
- - | = el == 2
<z [sz(s2+4)_ 2,,? _s2+22s2} 2(sen tx1)

1 1
= - gsen(2t) = M(t)
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Con estos resultados, vemos que aplicando transformada inversa de Laplace
en (5.50) se obtiene

y(1) =1t =3)H(t =3)+¢2(r —3)H(t - 3)
de donde

¥(t) = % [1—cos(2 —6)] H(t—3) + {% - % sen(2f — 6)] H(t—3)

W) = (% - Zcos(Zl —6)— ésen(Zt - 6)) H(i—3)

o también

= Ejemplo 5.40 Un sistema vibratorio estd dado por el problema:

i+9%x=F(r)
x(0)=0
x(0)=1

Determine la funcién de desplazamiento x(¢) parat € [r,27] si se tiene que la
fuerza externa que actda en el sistema estd dada por

Fy,t€[0,7)
F(t)=14 2K, t € [rn,2x)
0,t>2m
donde Fj es una constante diferente de cero.
Resolucién
Antes de proceder con la transformada de Laplace vemos que:
F(t)=Fy+FH({—r)—2FH(t—27n),t >0

Luego aplicamos transformada de Laplace a la ecuacidn diferencial y se tiene:

S2L[x(1)] — sx(0) — %(0) + 9.Z[x(1)] = ZL[F (1)]
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que haciendo X (s) = -Z[x(¢)] y usando condiciones iniciales se convierte en:

F F —TTs 2F —27s
(2 +9)X(s) —1=-0 4 T0¢  2foe

s s s
de donde
Fy Foe™ ™ 2F06_2m 1
X(s) = — 5.51
(s) s(s249) * s(s2+9)  s(s2+49) + s2+9 (5-51)

Para aplicar transformada inversa de Laplace en (5.51) primero desarrollamos
lo siguiente:

111 s
s(s24+9) 95 9s2+9
de donde
1 1 1 1 N 1 1
N=g |or | =t || - ! —  cos(3t
o) [s(s2+9)] 9 M 9 739] T 9 g

(5.52)
Ahora, aplicando transformada inversa de Laplace en (5.51) se tiene

(1) = F.g ™! {m} + RZ! {ﬁ}

— 2Ry i 4+ .1 1
s(s2+9) 5249

Usando (5.52)

x(t)=F¢t)+Fo¢(t—n)H({t —r) —2Fy¢(t —2m)H(t — 27) + sen(31)

luego
%sen(3t) +F¢(t),0<t<m
x(t) =19 3sen(3t)+FRo(t)+Fo(t—n), 1<t <2n (5.53)
Tsen(3t) + Foo (1) + Fo (t — ) —2Fy(t —2m), t > 21
Como
1 1 1 1
o(t—m) = 9~ §cos(3t —3r) = 5 + §cos(3t)
y

o(t—2m) = % - écos(:’»t —6m) = é - écos(3t)
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entonces poniendo estos resultados en (5.53) y simplificando se tiene:

29 Bo1—cos(3)),0<r<nm
x(t)=¢ 1 sen(3t) or<t<2n (5.54)
1sen(3t) + 25" cos(3t), t>27

Como se observa en (5.54), la funcién de desplazamiento en 7 € [7,27] estd
dada por x(¢) = 2@ + % sen(31). .

= Ejemplo 5.41 Suponga que un peso de 32 libras estira un resorte 2 pies. Si el
peso se libera del reposo desde la posicion de equilibrio, encuentre la funcién
de movimiento x(¢), si una fuerza aplicada f(¢) = 20r actda sobre el sistema
cuando 0 <t < 5y después se elimina (no se considera amortiguacion).

Resolucién
Es fécil ver que m = 1y k = 16. En el caso de la fuerza externa se tiene
f() =20t —20(t—5)H(r—5) — 100H (t — 5) (5.55)

Con estos datos el modelo matemaético del problema es:

() +16x(t) =20r —20(t —5)H(t—5) —100H(t —5), t >0 (5.56)
x(0) =%(0)=0 )
Aplicamos transformada de Laplace en (5.56) y se obtiene:
20 20e>  100e
2
Z 16.2 =— - —
PLEO+ 1620 = = — 5 —
20 20e 100e ¢
= Zx(t)] = (5.57)

2(s2+16)  s2(s2+16)  s(s>+16)
Ahora hacemos los siguientes cdlculos:

L7 ity | =2 [ L - k] = de - dsen(4n = 6(1)

K7 [m} =121 L 52142} = 1(1xsen(4t)) = § J¢ sen(4u)du =

16 cos(41) = y(1)

1
16
Luego aplicando transformada inversa de laplace en (5.57) se tiene:

x(t) =20¢(¢t) —20¢(t —5)H(t —5) — 100y (t —5)H(t — 5)
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donde, usando las funciones ¢ () y y(z) se tiene finalmente que la funcién de
posicién estd dada por la funcién

5 5 t—35 sen(4r —20)
x(t)—zt—ﬁsen@t) - 20[ T i ]H(t—S)
1 cos(4t—20)
- 1 — H(t —
00 [16 e } (t—>5)

n
Y'i+y=Y,P6(t—2km), 1 >0

¥(0)=y'(0)=0 ’
donde P, es una constante diferente de cero.

= Ejemplo 5.42 Resuelva el problema: {

Resolucion

Si aplicamos transformada de Laplace al sistema y hacemos Y (s) = Z[y(¢)]
se tiene .
Y (s)+Y(s) = Y RZL[5(t — 2kn)]
k=1
que desarrollando la transformada de Laplace en la funcién de Dirac, llegamos
a la ecuacién

~+oo
SY(s)+Y(s) =Py Y Pye 2™
k=1

de aqui se tiene
+oo ,—2kms

e
Y(s)=R ) —5—
= 5241

Pero Z[sen(t)] entonces

N
o241
too
Y(s)=PR), e 2k Lsen(r)]
k=1

Luego aplicando transformada de Laplace con la segunda propiedad de trasla-
cion se llega a la solucién del problema, que es la funcién

oo
y(1) =Py Y sen(t —2km)H (1 — 2km)
k=1
Como sen(r — 2km) = sen(t), entonces
+-oco

y(t) = Pysen(r) Y H(r —2km) (5.58)
k=1
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Para ver como es el comportamiento de (5.58) por el efecto de la serie infinita,
desarrollamos ésta para un caso finito, asi tenemos:

0,0<tr<2m
1,2n<t<4rn
2,4x <t <6rxm

H(t—2n)+H(t—47)+ -+ H(t —2n7) = 3,6m<t<8m

n—1,2(n—1)n <t <2nm
n,t>2nmw

Si tomamos n € N, en (5.58) se tiene

0,0<t<2rm

sen(r), 2m <t <4rm
2sen(t), 4m <t < 67
H(t —2kn) = 3sen(r), 6w <t < 8w

(ngE

y(t) = Pysen(z)

~
Il
—_

(n—1)sen(zr), 2(n—1)n <t < 2n=m
nsen(t), t > 2nm

Aqui podemos ver que:
y(@t)=(n—1)sen(t), t € [2(n—1)m,2nm)

y lim,, e y(2) = +o0, esto significa que la amplitud de la onda en cada intervalo
de la forma [2(n — 1)7,2n7w) se va haciendo cada vez mas grande a medida
que n crece, esto lo ilustramos en la Figura 5.16. .

= Ejemplo 5.43 Un peso de 4 libras estira un resorte 2 pies. El peso se libera
desde el reposo 18 pulgadas arriba de la posicién de equilibrio, y el movimiento
resultante toma lugar en un medio que ofrece una fuerza de amortiguamiento
numéricamente igual a % de la velocidad instantdnea. Use transformada de
Laplace para determinar la funcién de posicion del cuerpo en cualquier instante
t>0.

Resolucién

Segtn los datos del problema se tiene: m = % (masa), k = 2 (constante de
elasticidad del resorte) y b = % (constante de amortiguamiento). Con estos
parametros se tiene la ecuacién diferencial %)’é—f— %x+ 2x =0, que es equivalente
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Figura 5.16: Amplitud de onda

aX+7x+ 16x = 0. Luego con las condiciones iniciales se tiene el problema:

X+7x+16x=0
x(0)= -3 (5.59)
%(0)=0

Si hacemos X (s) = .Z[x(¢)] y aplicamos transformada de Laplace al problema
(5.59) se tiene:

s2X (5) — sx(0) — %(0) + 7 [sX (s) — x(0)] + 16X (s) = 0

Usando las condiciones iniciales, despejando X (s) y haciendo los arreglos
pertinentes se obtiene:

£
W

X(s)= 2 s+3% 21
— 5 2 2
2o+ (F) B+ ()

Aqui, aplicamos transformada inversa de Laplace y se obtiene que la posicién
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del cuerpo en cualquier instante ¢ > 0 esta dada por la funcién
(1) > “cos 15t 21 “3lsen 1St
x(t)=—=e —t | ———e —_—
2 2 2+/15 2

= Ejemplo 5.44 Halle la solucion del problema:

Y +9y = f(r)

y(0)=2 (5.60)
Y(0) =—1
donde
3,0<t<?2
fl)= {tz, 152 (5.61)
Resolucion

Para aplicar la transformada de Laplace, antes debemos hacer arreglos a la
funcién f(¢), para lo cual hacemos:

o = { 395577 —ae-mme-

= 3+ [(t—2)*+4r—T7|H(t-2)
= 34+ [(t—2)>+4(—2)+1]H(—2)
= 34+(t—2)%H(t—2)+4(t —2)H(t—2)+H(r—2)
Con este resultado, de (5.60) y (5.61) se tiene:
V' 49y =3+ (t—2)2H(t—2)+4(t—2)H(t —2)+H(t—2),t >0

y(0)=2
y(0)=-1

Aqui aplicamos transformada de Laplace, para lo cual hacemos uso de la
segunda propiedad de traslacion (ver teorema 5.1.17):

3 2 4o ok

S L) =53(0) Y () +9L(10] = =+ 5=+~ +—
luego
3 T S S
f[)’(t)} - S(S2+9) + SB(S2+9) + S2(S2+9) + S(S2+9) + S2+9 — S2+9

(5.62)
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De (5.62) desarrollamos la transformada inversa de sus términos separadamen-

te, asi tenemos:
1 3
R
[ s 52+ 9}

o = 27 i) -
= % [1xsen(3t)] = %/Ot sen(3u)du

1
ss249 3
] t

= Heos(au

1 1
= g~ §cos(3t)

h) = £ [1 ! ]:lf' [2 3 ]— ! [1* xsen(31)]

2249 6 $249| 6

= é [sen(3t) « 2] = é/ot sen(3u)(t —u)?du

l t
= % / [tz sen(3u) — 2tusen(3u) + u? sen(3u)] du
0

1([2 1, 2 1 2 2 !
= - { [— — U+ Sut — —tz} cos(3u) + bu— §t} sen3u}

61027 3" "3 3 0
1, 1 1
= 15 —a—l—acos(&)

_ -1 l 1 _1 -1 li
fHlt) = & [s252+9}_3$ [5252—1—9}
= % [t xsen(3r)] = % [sen(3t) *1]
1

t

— % /O " sen(3u) (¢ — u)du . {%(r ~ ) cos(3u) - ésen(B’u)}

0

1 1
= §t ~ 3 sen(3t)

Usando estos resultados en (5.62) y aplicando transformada inversa de Laplace
se tiene que

y(O)= 3fi()+2f2(t =2)H(t =2) +4f3( =2)H (1 = 2)

+fi(t —2)H(t —2) +2cos(3t) — 1 sen(3t)
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de donde
_ 145cos(3¢) —sen(3t)
B 3

(1) 3 A0 =2) 4200 ~2) +45( - 2] H-2)

= Ejemplo 5.45 Una masa que estd sujeta a un resorte se suelta del reposo
Im. debajo de la posicidn de equilibrio del sistema resorte - masa y empieza
a vibrar. Después de 7 segundos, la masa es golpeada por un martillo que le
transmite un impulso, quedando asi el movimiento regido segin el siguiente
modelo:

(1) +9x(1)=-38(t—%),t>0

x(0) =1 (5.63)

x(0)=0
donde x(¢) es el desplazamiento de la masa con respecto del equilibrio en el
instante ¢, ;, qué le sucede a la masa después de ser golpeada?

Resolucion

Hacemos X (s) = .Z[x(¢)] y aplicamos transformada de Laplace en (5.63),
teniendo asi: o
s2X () —sx(0) —%(0) +9X (s) = —3e~ 2

aplicando las condiciones iniciales de (5.63) y haciendo las simplificaciones
respectivas se obtiene

N 1 zs
X(s)=—=———-3— ¢ 72
(s) 219 “5249°
donde aplicando transformada inversa de Laplace se obtiene la funcién de
posicion
3n T
x(t) =cos(3t) —sen (3t — — | H (t - —)
2 2
o también

T
x(t) = cos(3t) —cos(3t)H (t - E)
Desarrollando la funcién de Heaviside se tiene finalmente:

cos(3t),0<tr<Z
x() = {0 t(> )g ?

Aqui, respondiendo a la pregunta de ;qué le ocurre a la masa después de
ser golpeada? decimos, que la masa queda en reposo, es decir, el impulso
proporcionado por el golpe del martillo anuld la vibracién; esto lo podemos
ver en la figura 5.17. .
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o3

A

X

Figura 5.17: Representacién de la curva de oscilacion x(z) para t > 0. Se
observa que la oscilacion se anula parat > 7.

= Ejemplo 5.46 Determine la funcién y(z), si se cumple que

V'+y=t—tH(t—2),t>0

y(0)=0 (5.64)
y(0)=1
Resolucion

Sea Y (s) = Z[y(t)], aplicamos transformada de Laplace en (5.64) y vemos
que
s*Y (s) = 5y(0) = (0) + Y (5) = £ 1] = L[tH (t - 2)]

usando las condiciones iniciales se tiene

S2Y(s)—1+Y(s) = sl2 ~end [e%}

de donde
1 2s+1 o

Yo =5~ aw+n®

(5.65)

Pero desarrollando en fracciones parciales vemos que

2s+1 _2+1 h_ S 1
2(s241) s s Ts241 s2+1
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Con esto,(5.65) se convierte en:

Y(s) = — — [_+—22——} e (5.66)
y@)zt—ﬁ?*[<g+~%—2;ﬁ—n—7i—>e4ﬂ (5.67)

2 1 s 1
! [<;+S_2_2m—m>} =241t —2cost —sent

Con este resultado en (5.67), se obtiene que
y(t) =r+[sen(t —2)+2cos(r—2) — (r—2) —2]H(t — 2)
que equivale a
y(t) =t+[sen(t —2) +2cos(t —2) —t]H(t —2)
o también
(0:{L0§t§2

sen(t —2)+2cos(t —2),¢>2
s Ejemplo 5.47 En la ecuacion diferencial

2y 41y 412y =0,1>0 (5.68)
Determine .Z[y(¢)].

Resolucién

Sea Y (s) = Z[y(¢)], si aplicamos transformada de Laplace en (5.68) y usamos
(5.17), entonces se tiene:

2
(12 {2 (6) = 55(0) ~ (0} = & {5¥(5) ~ (O} + (~ 1) (¥ ()} 0

efectuamos las derivadas:

%{ZSY(S) +52Y'(s) —y(0)} =Y (s) —sY'(s) +Y"(s) =0
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= 2V (s) +4sY'(s) +52Y"(s) =Y (s) —sY'(s) +Y"(s) =0
de donde agrupando convenientemente se tiene:
(s +1)Y"(5) 4+ 3sY'(s) +Y(s) =0 (5.69)
Pero aqui podemos ver que

d
ds

entonces (5.69) se convierte en:

(1+52)Y'(s )+sY(s)} = (2 1)Y"(s)+3sY'(s) + Y (s)

d
f{a +57)Y'(s)+sY(s)} =0
en donde al integrar nos queda la ecuacién diferencial de primer orden
(s 1)Y'(s) +3sY(s) +Y(s) =c1, c1 ER

que es equivalente a:

N C1
Y’ Y(s)= 5
O+ a7 =55
multiplicando esta ecuacién diferencial por el factor integrante'® FI = v/s2 4 1
se tiene: s ‘
s2+1Y(s) + Y(s) =
() V241 (5 5241
{ s24+1Y (s }
es decir:
4 {\/ s2 4 lY(s)} =
ds s2+1

aqui integramos

c1
d(V/s2+1Y (s :/—ds+c,c eR
] )= [ p=dster e
s2+1Y(s)) =ciIn(s+Vs2+1)+c2

In(s+vs2+1) L
Vst +1 V241

entonces

luego
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= Ejemplo 5.48 Halle la solucion de

Y'+ty —y=0,t>0

y(0)=0 (5.70)
y(0)=1
Resolucién

Antes de empezar, hacemos Y (s) = .Z[y(¢)], luego aplicamos transformada de
Laplace en (5.70) para obtener:

s*Y (s) = 5y(0) —'(0) - % [sY (s) =¥(0)] =Y (5) =0

usamos las condiciones iniciales y calculamos la derivada, para obtener:

2
Aqui multiplicamos por el factor integrante!” FI = s>¢~ T, entonces:

2 2 §2

e TY () + (25—5) e TY(s)=—se" T

es decir:
Aqui integramos, entonces

2 2
/d <sze_7Y(s)> = f/se_Tderq ceR

luego

Y(s)=5+c— (5.71)

2\ gs 2 s
T — ol (F-s)ds _ 2ns—% _ 2,-%
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§2

Aqui en (5.71) se tiene que limg_, | o "S—Z = +o0; sin embargo, de acuerdo al
teorema 5.1.24 debe acontecer que lim,_, ;.Y (s) = 0, por tal motivo solo
queda tomar ¢ = 0. Poniendo ¢ = 0 en (5.71) nos queda

donde al aplicar transformada inversa de Laplace resulta que

yt)=t

= Ejemplo 5.49 Determine x(¢) en el problema:
tx" —2x +tx=0,t>0
x(0)=0 (5.72)
K5 =1
Resolucién

Primero tomemos X (s) = -Z[x(¢)], luego aplicamos transformada de Laplace
en (5.72) para obtener:

—% {szX(s) —sx(0) — x'(O)} —2{sX(s) —x(0)} — %X(s) =0

aplicando las condiciones iniciales y simplificando se tiene que

4s
X/(S) + mX(S) = 0
aqul’ integramos Yy veémos que
C
X(S) = m, cE R

Con este resultado procedemos a aplicar la transformada inversa de Laplace,
para lo cual se tiene:

B 4 1 DR
W) = eZ [(s2+1)2 =cZ 2415241

= csen(f)xsen(t) = c/ot sen(u)sen(r —u)du

t

= % /Ot [cos(2u —t) cos(t)]du = g {% sen(2u —t) — ucos(t)}

0

= %(sent —tcost)
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Asi se tiene
c
x(r) = E(sent —tcost)

Con la condicion x (%) = —1, se obtiene ¢ = —2, por lo tanto, la solucién del
problema es:
x(t) =tcost —sent

= Ejemplo 5.50 Usando transformada de Laplace, encuentre y(¢) en el proble-

ma:
Y'+4y +13y=6(—m)+36(t—3m), 1 >0
y(0) =1 (5.73)
y'(0)=0
Resolucién

Sea Y (s) = Z[y(t)], aplicando transformada de Laplace en (5.73) se tiene
s2Y (5) — sy(0) =/ (0) 4+ 4 [sY (s) — y(0)] + 13Y (5) = & ™ + 3¢ 3™
usando las condiciones iniciales y despejando Y (s) se obtiene:

Y(s)—l 3 em™ 3 e 3 L_s+2 2 3
O3 (s+2)2432 0 (s+2)2432  (s+2)2+32 3 (s+2)2+32

donde al aplicar la transformada inversa de Laplace, se convierte en

y(it) = %e‘z(’_”)sen(S(tfﬂ:))H(t—ﬂ?)+e_2(t_3”)sen(3(t737r))H(t737r)

2
+e " cos(31) + 3 sen(3r)
entonces

y(t) = —%6_2('_”>sen(3t)H(t—7r)—6_2(’_3”)sen(3t)H(t—37r)

-2

2
+e ' cos(3t) + 3 sen(3r)

s Ejemplo 5.51 Resuelva:

(5.74)

{x“ +9x = 6(t — 3m) + cos(3r)
x(0)=x'(0)=0



344 5 Transformada de Laplace

Resolucién

Hacemos X (s) = .Z[x(¢)] y aplicamos transformada de Laplace en (5.74),

teniendo asi: s

$°X(s)+9X(s) = e 3™ 4 ——

5249
de aqui despejamos X (s) y obtenemos:
I 5 s
X(s)= e . 5.75
(s) 2+9° +(s2+9)2 ©-7)

En (5.75) desarrollamos la transformada inversa de Laplace de sus términos
separadamente, asi tenemos:

SN L e N R A
o [s2+9 =37 e T

de donde
7 {%e%} — Len(3¢ - 3m)H( - 37)
249 3
_ —%sen(3t)H(t—37t)
Asimismo:
7 {W} = 37 [(S2i32) G

1
= 3 cos(37) xsen(3t)

1 1
3/ cos(3u) sen(3t — 3u)du
0

= é/Ot[sen(3t)+sen(3t—6u)]du

t

é {usen(3t) + é cos(6u — 3t)}

0

1
= 6tsen(3t)

Con estos resultados, después de aplicar transformada inversa de Laplace en
(5.75) se obtiene:

1 1
x(t) = 3 sen(3t)H (r —3m) + gtsen(?)t), t>0
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de donde:
ttsen(3t),0<t < 3w
x(1) =
Lttsen(3r) — Lsen(3r), 1 >3n
La representacion de la gréfica de x(¢) se muestra en la figura 5.18 .

Figura 5.18: La curva de oscilacién de x(z), para 0 <t < 8. Vemos que hay
resonancia.

= Ejemplo 5.52 Resuelva:

/
Yy =5y=f(t),t>0
5.76
{y(0)=1 .70
2,0<t<1
donde f(t) = {O i>1
Resolucién

Antes de empezar con la resolucién de la ecuacién diferencial, debemos
escribir () en una forma apropiada, para lo cual tenemos:

f0) = {62’t0>glt<1 = -rHE-)
= P[P -2u+1+2—1)]|H(t~
= tf(tfl)zH( D—[2(-1)+ ]H( )

2= (t—1)*H(t—1)=2(t—1)H(@t—1)—H(t—1)
Con esto, nos queda la ecuacién diferencial

—Sy=r>—(t—1)?H(@t—1)—2(t—1DH(@E—1)—H(—1)
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Aqui aplicamos transformada de Laplace para obtener:

2 2 2, e?
sZhO]=y(0) =5ZP(N)] = 5 —Fe¢ " —Fe " ——
de aqui despejamos Z[y(t)] y se tiene:
2 2 2 1 1
2b(0)] = oo S B

(s—5) $3(s—5) s2(s—5) s(s—5) s—5

que simplificando un poco mds nos da

2 1 242542\
ZLy(t)] = S63) +—- ( S;ES_; )e (5.77)

A continuacién, desarrollamos los términos de (5.77) en fracciones parciales y
tenemos:

1 11 11 11

_ 1
$(-5) 12555 1255 2552 53’ entonces
1 1 1 1 1
371 — 5t______t2
L3(s—5)} 125 125 25 10
Asimismo, % - *%s% - %slz - %% + %s% entonces
2
s34+ 3542 1 12 37 37
3_1 —_—_— :7_1‘2*_1‘7_ 5t
{S3(s—5)] 57 725" T 15 T st

Teniendo en cuenta estos resultados, aplicamos transformada inversa de Lapla-
ceen (5.77) y se tiene

1 IS B
o= of L L1, 1o st
y(t) (1256 125 25 10 )+e

e e 2y 3T 3T e | g -
[ (r—1) (t—1) 125+125e H(r—1)

y finalmente

yi) = —e'————t—<t

1 12 7 7
+ {—(r YT S L COF ()

5 25 125 125 }H(t_ D
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= Ejemplo 5.53 Halle y(x) en la ecuacién diferencial

sabiendo que y(0) = y'(0) =y"(0) = 0.
Resolucién
En primer lugar se tiene que .2 [x*] = s%, y de esto

2
Z [P = ———

[ ] (s—1)3
Teniendo en cuenta este resultado aplicamos ahora transformada de Laplace a
la ecuacidn diferencial y se tiene:

" Z[y(x)] = $5(0) = 5/(0) =" (0) + Y (5) = % s = 1)

Aplicando las condiciones iniciales y despejando - [y(x)] llegamos al siguien-
te resultado:

1 1

S v v R P ) Py

y aqui aplicamos transformada inversa de Laplace para obtener:

1
G- 1P+ D —s+1)

yx)=2"" (5.78)

En (5.78) descomponemos en fracciones parciales el lado derecho, asi tenemos:

1 A L B n C 4 D n ES+F
(s—13(s+D(s2—s+1) (s—13 (s—1)2 s—1 s+1 s2—s+1
haciendo las operaciones correspondientes encontramos que A = %, B= —%,
C:%,D:—ﬁ,E:—%yF:%.Con estos resultados nos queda:

1 B 1 3 L 3 1
(s—1)P3(s+1)(s2—s+1)  2(s—1)3 4(s—1)2  8(s—1) 24(s+1)

1 s=2

_§s27s+1
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Luego en (5.78) se tiene:

0 = o )3 [ 3 ]
[ ] e |
24 st1] 3 (s_l)2+<§)2
1o 1

3 1 3
y(x) = 4x2ex 4xe" + gex — ﬁeﬂ‘ — 3¢ ¥ cos (%_x)
+ V3 sen \/gx
3 2

Circuitos eléctricos

Aqui no entramos en muchos detalles, pero otra de las aplicaciones de
la transformada de Laplace en la resolucién de problemas relacionados con
la fisica, es justamente el caso de circuitos eléctricos. Este caso tiene mucha
similitud con el tema de oscilaciones que hemos trabajado en el capitulo 3,
inclusive, la ecuacion diferencial que sirve para circuitos eléctricos, se asemeja
mucho a (3.7), donde los pardmetros tienen otra connotacién fisica. En un
circuito en serie que consta de un inductor (L), un resistor (R) y un capacitor
(C) (ver figura 5.19 ), 1a corriente i(¢) satisface la Ley de kirchhoff, segin la
cual:

Ley de kirchhoff: la caida total de voltaje a través de todos elementos del
circuito ( inductor, resistor, capacitor) en un instante ¢, es igual al voltaje total
E(t) aplicado al circuito a través de la fuente.

Matematicamente esto es:

di 1
L—+Ri+—q=E i
7 +Ri+ Cq (1) (5.79)

donde ¢(r) es la carga del circuito en el instante 7. Si se tiene en cuenta que
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C
—o/o—| I

Interruptor

Fuente <E> 31

A

R

Figura 5.19: Circuito RCL en serie

la corriente es el cambio de la cargalg, entonces i(t) = ‘é—?, asi la ecuacion
diferencial (5.79) se convierte en

d*q dg 1
L—+R—+—-g=E .
a2 + I + c? (1) (5.80)

Observacion
Un circuito que consta de los tres elementos: inductor, resistor y
capacitor; le llamaremos circuito RLC.

= Ejemplo 5.54 En un circuito RLC, encuentre la corriente i(z), si se sabe que
cumple con el siguiente problema:

{ 100i() + 1000 f i(u)du = E(r) (5.81)

i(0) =0

—I .‘GSOIHCIén

En primer lugar se tiene que

£(t) = 100— 100H(t — 1)

180 también

q() = /0 ' i(u)du
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luego con las simplificaciones respectivas, la ecuacién diferencial de (5.81)
queda asi:

i(t)—&—lO/Oti(u)du: 1—H(—1)

Aqui, teniendo en cuenta el teorema 5.1.15, aplicamos transformada de Lapla-
ce, resultando asi

2]+ 2] = -
de donde | »
LH0)= 575~ 5570

Con la transformada inversa de Laplace, esto se convierte en
i(t)=e ' —e D —1)
es decir, la corriente eléctrica en el circuito estd dada por la funcién
0 ={ i) =l
e (1 —e ) ,t>1
n

= Ejemplo 5.55 Un circuito en serie LC (no hay resistencia) estd sujeto
a un voltaje constante Fy, pero en el instante ¢t = 1, el circuito recibe una
fuerte descarga eléctrica de 2F; voltios. Encuentre la carga ¢(), sabiendo que

q(0) =¢'(0) = 0.
Resolucion

Segun la informacién que se nos da en el problema, tenemos la ausencia de
resistencia, por lo que ponemos R = 0 en (5.80). Ademads, en el instante ¢ = 1
el circuito recibe un fuerte descarga eléctrica, en vista de que esta descarga es
instantdnea, entonces esta se representa con la funcién de Dirac, asi tenemos
la ecuacion diferencial

1
Lq"(t) + Eq(t) =Fy+2F6(t—1)

Hacemos Q(s) = -Z[q(¢)] y Aplicando transformada de Laplace a esta ecua-
cién nos queda:

L(£0(5) ~34(0) ~4/(0) + 50(5) = 2 + 26pe ™
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que usando las condiciones iniciales se convierte en
1 F
LSQ(s) + 50Q(s) =~ + 2R’
s

de donde se tiene
Fy 2Fpe™*

s) = +
() s(LS2—|—é) Ls2+%

(5.82)

. . . F .
Descomponiendo en fracciones parciales (2—01) se obtiene:
B I

LS2+1
F() - F()C LCF()S
s(LS?+%) s L+ %
luego (5.82) queda asi:

. KC LCFys 2Fpe™*

N
Q) == Ls2+L  Ls2+1

Aqui hacemos algunos arreglos y se obtiene:

1
KC CK (o
Q(S)ZO__—OserQ R
s s2+(—1 ) L s2—|—<—1 )
VLC vCL

Aplicamos transformada inversa de Laplace y vemos que la funcién de carga
estd dada por

4(t) = FoC — FoyCcos (\/%c) +2Fo\/§sen (\/%c) H(—1)

o también

FOC—FOCCos(ﬁ),ogtgl

a() = FyC — FyCcos (ﬁ) +2F0\/%sen (\/%) 1>1

= Ejemplo 5.56 Determine la funcién de corriente i(¢) en el circuito RLC,
sabiendo que
i"(t) +4i(r) = E(r)
St 08
,0<r«1
donde E(t)=¢ —1,1<r<2 .
0,:1>2
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Resolucién

Usando la funcién de Heaviside se tiene que
E(t)=1-2H(t—1)+H(t—-2),t>0

con esto, en (5.83) nos queda la ecuacién diferencial

I"(t)+4i(t)=1-2H({—1)+H(t—2)

aplicando transformada de Laplace se obtiene:
_ 1_26725" N 6723

s2.Z[i(1)] —si(0) — 7 (0) +4.2]i(1)] . . .

de donde
1 1 . 1 o
$ $ 5.84
* s(s2+4) ¢ (5:84)

L] = s(s2+4) 25(s2 +4) ¢

Aqui en (5.84) vemos que
1 11 1 =

con este resultado en (5.84) se tiene:

1/1 s 1/1 K 1/1 K
LN == 2= [ > -5 I —2s
o)) 4(s s2+4) 2(s s2+4>e +4(s s2+4)e
(5.85)
Pero |
-1 § _
{; — s2+4} =1—cos(2t)

Entonces, aplicando transformada inversa de Laplace en (5.85) resulta:

i(6) = £ (1 —cos(2t) — 111 —cos(2t —2)]H (1 — 1)+%[1 —cos(2t—4)H(t—2)

que también lo podemos escribir como

T—1c0s(21),0<t <1
i(t)y=< —3— %cos(Zt) +%cos(2t -2),1<t<2
— %cos(Zr—4), t>2

1
% cos(2f) + 5 cos(2 —2)
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= Ejemplo 5.57 La corriente i(z) en un circuito en serie LR (sin capacitor)
estd dada por la ecuacion diferencial

di &
EJFRl_n;)(_l) H(t—n) (5.86)

L

con i(0) = 0. Determine i(z).
Resolucién

Si hacemos I(s) = .Z[i(t)] y aplicamos transformada de Laplace en (5.86) se
tiene:

had —ns

sI(s)—i(0)+RI(s) = Y (=1)"<

n=0

N

que usando la condicién inicial y despejando I(s) se obtiene:

I & 1
I(s) =+ Y (=1)" e
L n=0 § (S + IZe)
Pero:
1 L1 L 1
s(s+1) Rs Rs+f
entonces
1 & 1 1
I(s) = <= e e’
©=gL(D [ o
luego aplicamos transformada inversa de Laplace y obtenemos:
i) = i (—1)" [1 —e*§<'*")} H(t—n)
R n=0

El comportamiento de la corriente i(¢) en este circuito lo mostramos en la
figura 5.20. .

= Ejemplo 5.58 En un circuito RLC, la corriente i(¢) en el tiempo ¢, satisface:

{% +10000 f3i(t)dT = E(r) (5.87)

i(0) =0

100sen(10¢), 0 <t <=

. Determine la funcién i(¢).
0,t>nm ( )

donde E(t) = {

Resolucién
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 t

Figura 5.20: La curva de oscilacién de la corriente i(z), parat > 0.

En primer lugar hay que expresar la funcién i(¢), como una combinacién de la
funcién de Heaviside, para ello se tiene:

E(1)

<
{ 100sen(10r), 0<r <7 _ 100sen(10¢) — 100sen(10¢)H (t — 7)

0,t>mrm
100sen(10¢) — 100sen[10(r — «)|H (t — 7)

con esto, la ecuacién diferencial de (5.87) queda asi:

/ 't
%—HOOOO/ i(7)dt =100sen(10¢) — 100sen[10(r — w)|H(t — ) (5.88)
0

Si hacemos I(s) = .Z[i(t)] y aplicamos la transformada de Laplace en (5.88),
entonces
I(s) 10 10e™ 7

1(s) — i(0) + 10000~ = 100 ~ 100
sl(s) —i(0) + P 2+ 100 2+ 100

Usamos la condicién inicial y luego despejamos I(s) para obtener:

s 10 s 10 oS
52+ 100% 52+ 102 5%+ 1002 s+ 10?

I(s) = 100{

Aqui aplicamos transformada inversa de Laplace y se tiene:

s 10 s 10
(1) =100 2! ~z o
i) {g L2+1002s2+102} o L2+1002s2+1026 ]}
(5.89)
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Desarrollamos a continuacion la transformada inversa
1 s 10 }

210022+ 102 cos(100¢) * sen(10¢)
!

= /cos(lOOu)sen(lO(t_u))du
0

1 t
= 5/ [sen(10f 4+90u) 4 sen(10r — 110u)] du
0

1 {cos(lOt— 110u)  cos(10r +90u) }’

20 11 9 0

1
= 1300 (cos 10r — cos 100¢)

Usando este resultado, ponemos

10 1
1)=2"1 5 =
8(t) [s2+1002s2+102} 1800

Luego en (5.89) se tiene:
i(1) = 100[g(t) —g(t = M)H (t — 70)]

desarrollando esto vemos que

(cos 10t — cos 100¢)

1
i(t) = 8 [cos(10¢) — cos(100¢) — (cos(10¢) — cos(100¢))H (t — 7))
y de esto, la funcién de corriente en el circuito estd dada por:

llg(cos 10r —cos1007), 0<t <7

i(t) =

0,t>nm

Como se observa en la figura 5.21, a partir de t = 7, la corriente se anula en el
circuito "

Deflexion de vigas

Si una viga de longitud L, homogénea en su forma y en el material del cual
estd construida, se encuentra en posicién horizontal y soporta una carga w(x),
entonces la curva de deflexién'® y(x) satisface la ecuacién diferencial

Ely® (x) = w(x) (5.90)

197 lamada también curva elastica, es la curva que se forma por la deformacién del eje
longitudinal (eje imaginario) de una viga en posicién horizontal, homogénea, debido a la aplicacién
de cargas transversales (verticales) sobre la viga.
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I
WY

Figura 5.21: Comportamiento de la corriente i(¢) en el circuito, ésta se anula a
partir de t = 7.

0104

!

-0.104

Respecto de las condiciones iniciales o de frontera, se tiene los siguientes
€asos:

Viga simplemente apoyada

Es una viga cuyos extremos estdn simplemente apoyados, mostramos esto
en la figura 5.22. Si nos fijamos en la curva eldstica y exageramos un poco la

if%z/:;»iyxﬁ%&%@%&%ﬁ%ﬁ%ﬁ
Wil LNl il il it ilis
M\ Apoyo Apoyo g\

Figura 5.22: Viga simplemente apoyado.

doblez de la viga, ya sea por el efecto de una carga externa o de su propio peso,
entonces esta satisface las condiciones de frontera y(0) = 0, y(L) = 0, y”(0) =
0, y"(L) = 0y tomando un sistema de coordenadas apropiado simulamos esta
situacién en la figura 5.23

Viga con extremos empotrados

En este caso, ambos extremos de la viga estan incrustados y fijos en una
pared como se muestra en la Figura 5.24: La curva de deflexion de la viga
satisface las condiciones de frontera y(0) = 0, y(L) =0, y'(0) =0, /(L) = 0.
Con un sistema de coordenada apropiado esta curva se comporta como la
figura 5.25
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=

(%, ()

Figura 5.23: Curva de deflexion.

=\=
===

=\

AWN=W=W
W=I=1.

W
M=

Figura 5.24: Vigas con sus dos extremos empotrados.

Viga en voladizo

Aqui, la viga tiene un extremo empotrado, quedando el otro extremo
libre. En este texto asumiremos el extremo izquierdo empotrado y el extremo
derecho libre, asi como ilustra la figura 5.26 La curva de deflexién para este
caso en un sistema apropiado de coordenadas como se muestra en la figura
5.27, satisface las condiciones de frontera y(0) =0, y'(0) =0, y"(L=10) y
Y (L)=0.

A continuacion resolvemos diversos problemas para determinar la defle-
xién de una viga, aplicando la transformada de Laplace.

= Ejemplo 5.59 Una viga en voladizo de longitud L, esta empotrada en el
extremo izquierdo y libre en el derecho, si soporta una carga de W(x) por
unidad de longitud dada por

Wo, O<x<%
0, L<x<L

W@:{

halle la deflexién y(x) de la viga.
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¥
Y

Figura 5.25: Curva de deflexion para una viga empotrada en ambos extremos.

=W W=W=W=W

W=

Figura 5.26: Viga en voladizo.

Resolucién

En primer lugar la funcién de carga W (x) expresada en términos de la funcién
H de Heaviside es

L
W(x) = Wy — WoH (x—§>, 0<x<L (5.91)

luego con la condicién de ser una viga en voladizo?’, la ecuacién diferencial
con las condiciones de frontera es:

EITY = Wo—WoH (x— %), 0<x<L

¥(0)=0

y(0)=0 (5.92)
y'(L)=0

Y'(L) =0

20Empotrada en el extremo izquierdo (x = 0) y libre en el derecho.
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Figura 5.27: Curva de deflexion para una viga en voladizo.

que aplicando transformada de Laplace se convierte en:

d* } W@ 67%5
— W

BLZ | Sl g

Usando ahora (5.10) se llega a:

EI {s*2[y(x)] - 75(0) — 25/(0) — 5y/'(0) "

luego con las condiciones iniciales y asumiendo que y”(0) =
se obtiene:

W, 5s
EI{s*Z[y(x)] —As — B} = =2 — Wy~
S
de donde .
Wo [1 e%\ A B
ZbWl=7 (—5——5> et

}___

L
e 3%

Ayy"(0)=B

Aplicando a esto dltimo la transformada inversa de Laplace vemos que:

y(x) = % -1 LLS] B %g,l [essés
donde

Lk =iz (3] =42

2 2|k =tz|¥] =t

+AZ! {%} +By! [H
S S

(5.93)
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3. 2|k = L 4] = &
L
b 2| =k [he ] =k (-9 H G-

Reemplazando todos estos resultados en (5.93), se obtiene:

4
Wo 4 Wo L L A, B,

= 0 A4 0 () H(x—Z ) +2242
YO = 2amr T 2aE <x 2) ( 2)+ 2 e

cuya forma equivalente es

Wo 4, A2, B3 L
et tar ex, 0sx<3

y(x) = (5.94)

Wo 4 Wo (. IN* L A2 B3 L
24ET* 24E1(x 2) +2x"+5x, 3<x<L

A continuacién calculamos la segunda y tercera derivada de y(x) para x €
[%;L] , y aplicamos las condiciones de frontera, en efecto:

W W L\’ B
y(x) = 030 (x— —) + Ax+ —x*

~ 6EI"  6EI 2 2
2
Wo Wo L
" 2
=02 0 (x—Z) +A+B
Y =g T 3E (x 2) AT B
Wo Wo L
"
= —x——(x—Z)+B
S T (x 2)+

Como y"”(L) = 0, entonces B = —%. Luego aplicando y”(L) = 0, resulta

que A = VgOTLIZ, y poniendo estos resultados en (5.94), la solucién final para la
curva de deflexion estd dada por

Wo .4 WoL? 2 WolL .3 L
saErY T TerrY — mEX > 0Sx <3

y(x) =
Wy .4 WO( L)4+W0L227W0L 3 §<x<L

2ETY T 2aE1 \Y T 2 T6ETX — T2EIY »

[ |
= Ejemplo 5.60 Si una viga de longitud L esta en voladizo, empotrada en
su extremo izquierdo y libre en el derecho, encuentre la curva de deflexién

dty
Elf = W(x)

sabiendo que satisface el problema: { ,(2)0)): % , donde la funcién de
Y'(L)=0
Y/(L) =0
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cargaes W(x) =4 wo ¥ <x< %

Resolucién

En primer lugar, la funcién W (x) escrita en términos de la funcién de Heaviside
queda como:

W(x)_on<x§> W0H<x2?L>, xe0,L]

y con esto, la ecuacion diferencial del problema es

d*y L 2L

Aplicando transformada de Laplace en (5.95) se tiene

_Lg 2L
wpe 3 wpe 3

Els Els

aqui en (5.96) colocamos las condiciones y(0) = 0, y'(0) = 0, y"(0) = 4,
y"(0) = B para obtener

S

s*Y (s) — s%y(0) — %/ (0) — 5y (0) =" (0) (5.96)

L 2L
woe 3% wpe 3°

s*Y(s)—As—B=
Els Els
de donde . .
1 [wge 35 wpe 3° A B
Y(s)=— — =+ 5.97
(s) EI( 57 9 >+s3+s4 (5.97)
Puesto que:
11l 1 1[4 _ 1.4
2t k] =de (4] =4
111 g-1{3] _1.3
2 k] =he [¥] =t
2[5 =k [3] =47
entonces (5.97) es equivalente a
Y(s)= o (.,2” [x4] P [x4] ef%“') —i—éf [xz] + E.ﬁf [x3]
24E1 2 6
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luego aplicando transformada inversa de Laplace y segunda propiedad de
traslacion se obtiene la curva de deflexion

o= (1) (- 8) - w34
o también

’%xz—f—]g)@7 0<x<%
v = b (=5 42+ B, b X (5.98)

Para aplicar las condiciones y”(L) = 0, y"”(L) = 0, se debe trabajar con la
tercera parte de la funcién, aquella donde x € [23—L , L] . En tal sentido

O )
o = Ble-2-(-2)

2L
YV'(x) = ——=+B, —<x<L

y aplicando las condiciones y”(L™) =0y y”'(L™) = 0, se obtiene que

1?2 L
_ Wolb~ B wo

6El  ° = T3EI

Reemplazando estos resultado en (5.98)

W()L 2 _ W()L 3
e — gy, 0<x<%

_ wo _ L WoL X2 — wol .3 L 2L
y(x¥) =14 gy (x 4) TR T EN, 35X<3

(3]

o [ (L4 wol> 2wl 3 2L
24ET [(X 3) (x )}JFIZEI wEX s 3 <x<L
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= Ejemplo 5.61 Encuentre la deflexién y(x) de una viga de longitud L que
estd en voladizo, empotrada en su extremo izquierdo y libre en el derecho, si
la funcién de carga estd dada por

donde wy es una constante. Luego determine la deflexion de la viga en x = %

Resolucién

De acuerdo a las condiciones del problema’!, la deflexién y(x) estd dada por
el problema:

Ely*(x) =w(x),0<x<L
(5.99)
y(0) =y (0) =y"(L) =y"(L) =0

donde la funcién de carga w(x) la expresamos asi:

2 2 L L
w(x) =wo (1—%)+%<X—E>H(x—§) (5.100)

Hacemos Y (s) = .Z[y(x)] y aplicamos transformada de Laplace®” en (5.99) y
(5.100), donde vemos que

Ls
wo 2wo 1l  2wge 2
EI [s4Y(s) —53y(0) — 5%/ (0) — sy (0) —y’"(O)] =5 "I 2 + 7 2

Si hacemos y”(0) = A y y'(0) = B, entonces

wol 2wol 2wpe 2 A B

Y($§)=—==——— +

- 44 5.101
EIs> LEIsS LEI s +53+s4 ( )

21Es una viga que estd en voladizo.
22En este caso hay que aplicar la segunda propiedad de traslacién en w(x), asi se tiene que

Zlx-HH -] = 2k,
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de (5.101) se tiene lo siguiente:

(8- ]t
-]
bk (8] &
1] 1 517 1
2G| " HmS y
-5 1 L\’ L
Z es:] 120 (x_i) H<x_§>

Usamos estos resultados para calcular la transformada inversa de Laplace en
(5.101), asf se tiene que

5
wWo 4 wo 5 wo L L A, B,
= — _Z) H(x=2=
Y = 245" T G0LEr” T GOLEI (x 2) <x 2> TRt

de donde

wo 4 A2
24ETY 60LE1x +3x + ,0<x<

D~

y(x) =
4

5
wo L A2, B3 L
24ETY 60LE1x +60LE1 (x 2) +3x+5x, 3 <x<L

(5.102)
En (5.102) vemos que para x € [%,L] se tiene

wo wo wo L\’ A B
_ 4 5 _ = 242,23
YW = B T GLEl” T GOLEI (x 2) Tt

cuyas derivadas hasta de tercer orden son

4
’ wo 3 wo 4 wo L B,
= —_— — —_—— A f—
YO = 85" " TaLEr T aLEn (X 2) Ay

3
P wo 2 wo 3 wo L
= W B3y M (x—Z) +A+B
Y0 = g T 3LEr TALED (x 2) AT B

2
" wo wo 2 wo L

My 02 M (v Z) +B
V) = B T e +LEI( 2> *
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Acd resolvemos y”(L) =0y y"'(L) = 0, en efecto:

5W0L2
24E1

y(L)=0=>A+BL=—

" 77WLL
y'(L)y=0=—B AE] ()

Ponemos (**) en (*) y se obtiene A = ‘;X—él' De esta manera se tiene finalmente

que la curva de deflexion estd dada por la funcién:

wo 4 wo woL 2 wOL L
61X~ eoLErX T X~ mpX 0Sx <3
y(x) =
wo .4 WoL X2 _ wol .3 L
ig1x" — gorEr® + sorer (¥ ) +I8ErY ~ mEX s 3 SXSL

Luego la deflexién en x = % estd dada por
L\  wol*
Y\2) T 480E1

= Ejemplo 5.62 Se tiene una viga que es homogénea y de longitud L. Si esta
viga soporta una carga concentrada wy en su punto medio, determine su curva
de deflexion, sabiendo que estd empotrada en cada uno de sus extremos como
se muestra en siguiente figura

INEWNS
=
===

_1///

=W\

AN
.
=

AN
A
t~
¥
.

W
=
M=

Figura 5.28: Viga del ejemplo 5.62.

Resolucion
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En este caso la ecuacion diferencial con sus condiciones es:

EI% :w05(x—%), O<x<L
(5.103)

Aplicando transformada de Laplace en (5.103) se tiene:

e[ e -4

de donde segtin (5.10) se convierte en

Ls

EI{s*Y (s) = £’y(0) = s*'(0) —"(0) —»""(0) } = woe™ %
Poniendo Y (s) = .Z[y(x)] y aplicando las condiciones iniciales del problema
y(0)=y(0) =0,y"(0) =Ayy"(0) = B se tiene:

Ls

EI{s*Y (s) —As — B} = wpe 2
de donde encontramos que

_W()l 71;25 A B
TEsC Tt

Y(s)

Luego aplicando transformada inversa de Laplace se obtiene
W= |t L agt | L e | ] (5.104)
X)=— —e —= — .
Y EI 54 $3 54

Aplicando propiedades se tiene:

1 1 2 1

N R B I

A _s3] 2.,? LJ x

M1 1 3! 1

N e B A L

<z _54] 6'$ L} 6"
1o L] 1 L\’ L
T =2 (=2 _Z
27 |5t =g (-5) m(+-3)

Ponemos estos resultados en (5.104) y obtenemos la curva de deflexion

3
y(x)—6E1( 2) H( >+ X2+ —x (5.105)
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de donde se obtiene

y(x) = (5.106)
éxz"' ox +6E1 (x_lf)37 % <x<L

Para determinar A y B usamos la segunda parte de (5.106), es decir el caso
en que x e []= L] Veamos esto, poniendo la condicién y(L) = 0 en (5.106)

resulta AL~ + 6 —|— 6EI (L )3 =0, de donde

e (5.107)

Para x € (5,L) se tiene que y/(x) = Ax + BTXZ + 0 (x—5 2 luego aplicando

la condicién y'(L) = 0 vemos que AL + BTLZ + 5% (L— %)2 =0, de donde
Bl W()L
A=———— 5.108
2 8EI ( )

Igualando (5.107) y (5.108) se obtiene B = — ZV;:] yconesto A = 851 Poniendo
los valores de A y B en (5.106) se obtiene finalmente la ecuacién de la curva
elastica dada por la funcién:

wol 2 wo L
TeETY — 1251’“ 0<x<3
y(x) = (5.109)
woL 2 N3 L
ToETY 12Elx Jr6E1( 7) y 7 Sx<L

= Ejemplo 5.63 Similar al problema anterior, una viga uniforme (u homogé-
nea) de longitud / estd empotrada en sus extremos x = 0 y x = [. Si en el punto
X = % actiia verticalmente hacia abajo una carga concentrada wy, entonces la

curva de deflexién y(x) de la viga satisface la ecuaci6n diferencial:

4
%(x)w05<x§>,0<x<l

Determine la curva de deflexién y(x).

EI

Resolucién

En este caso para aplicar transformada de Laplace a la ecuacién diferencial, se
asume que y”(0) = Ay y"'(0) = B, y de esta manera

EI [s4Y(s) —5%y(0) — 5%y (0) — sy” (0) —y"(0)] = woe_%s, donde Zy(t)] =Y (s)
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luego

!
A B wye 3
Y(s)=—=
()= "5+

J— + _
st EI s
al aplicar transformada inversa de Laplace a esto dltimo se obtiene

3
_A_xz+3_x3+@ﬂu(x_l)

YO =7+t 3

lo cual equivale a:
BB 0sx<
y(x) = (5.110)
Al | BS | w 3 1
S+ tem (—3), ssx<l

Usando las condiciones iniciales y(I) = 0, y'(I) = 0 en la segunda expresién de
(5.110) (es decir, aquella donde 0 < x < [/3), se obtiene A = 3;”2; yB=— %.
Entonces la curva de deflexion esta dada por

CAwglx? 20w xt  wy (x—§)3U< l)

YO =513 " 2Er 6 TEL 6

3
O también
dwol x2  20wg x3 !
7E1 T el 6 VSXS3
y(x) =
4WOI xz 20W0 x3

)3, §<x§l

Wo (L
2EI 2 ~ 27EI 6 1 GEI (x 3

= Ejemplo 5.64 Una viga uniforme en voladizo, de longitud L, estd empotrada
en su extremo izquierdo (x = 0) y libre en el derecho. Encuentre la deflexién
y(x) si la carga por unidad de longitud x estd dada por la funcién

W(x)zLﬂEH( §>H<x§)] (5.111)

Resolucion

Con la funcién de carga dada en (5.111), la ecuacion diferencial con sus
condiciones de frontera para la curva eléstica de la viga en voladizo estd dada
por
dYy _ 2wg L L L
ElTs =[5 —x+ (x—3)H (x—3)

(5.112)
3(0) =¥/(0) ='(1) =y"(1) = 0
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Aplicamos tranformada de Laplace en (5.112) y hacemos Y (s) = Z[y(x)],
teniendo asi

EI [s4Y(s) —y(O)s3 —y/(O)s2 —y"(0)s —y'"(O)] = 2—2)0 {2% — siz + e_%f[x]}

haciendo y”(0) = A, y"”"(0) = B se tiene luego

LS
2wo | L 1 e 2
4 AL
El[s*Y(s) —As—B] = - lﬂ_s_Z+s_2]

y de esto dltimo

W()l 2W0 1 2W0 1 _is A B
) =F15 LEiS LEISS Tata (5.113)

Ahora, aplicamos transformada inversa de Laplace en (5.113), y asf se tiene

-z lf] - 2] e i
+oazs H +BZ™ H (+)
Pero
k7 S% _ %xz
K7 sl4 _ éx3
7 sl5 — %xzt
rl |
! i mxs
e [

Poniendo estos resultados en (*) se obtiene:

5
wo 4 wo 5 wo L L A, B,
= — _Z) H(x=-Z2 = 2
Y = 20E51Y TS0 El” T G0LEl (x 2) (x 2> R
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la cual es equivalente a

4wy 5, A2, B3 L
b7 goLEY T2x +6x, 0<x<3

y(x) =
wo A4 _wo_ 54 wo_ (. L\ A2, B3 L
281X — o T aorm (0= 5) +a+§x0, 5 <x<L

(5.114)
Para determinar A y B, tomamos la segunda parte de (5.114), es decir:

5
wo 4 wo 5 wo L A, L
_ _ L Z<x<L
Y = 2aEr" T GLE T 60L EI <x 2> N +6 2 =%

de donde se otiene:

w w w L\* B
Yx) = A L (x—§> +Ax+ —x*

GEI" ~12LEI’ ' 12LEI 2
3
M wo o wo 3 wo L
= —Z) +A+B
Y 2E1° “3LEIS T3LEI <x 2) AT
wo wo wo L\?
" 2
= - ~Z) +B
V) El" LEI +LEI( 2) +

Aplicando las condiciones y”(L) = y"'(L) = 0 se tiene
2 3 L)3 —
2WEO1L 3ZOEIL + SZVOEI (L* Z) +A+BL=0
2 L\?2 _
WOL_LWEOIL +LWEOI (L 7) +B8=0

cuya simplificacion nos da

B _ WoL

SwoL?
{ 24A +24BL = — Vg’l
~3El

Resolviendo este sistema se tiene A = 24E1 y B = 4E, Poniendo estos
resultados en (5.114) se tiene finalmente que la curva eléstica estd dada por

wo 4 Wy W()L 2 WOL L

5aE1Y — eLErY T aserX — mprX s 0Sx<3
y(x)=

wo_ 4 _wo _wo_ wol? 2wl 3 L

2E1° ~ G0LEIX T G0LEI (x ) + awEr X~ mE*, 3 SX<L
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= Ejemplo 5.65 Cuando una viga uniforme en posicién horizontal descansa
sobre una base eldstica, la ecuacién diferencial para la curva de deflexién y(x)

es
a* W(x
_y + 4a4y = L)
dx* EI
donde a es una constante. Para el caso en que a = 1, encuentre la deflexion
y(x) de una viga de longitud 7 que es soportada por una base eléstica y tiene
ambos extremos empotrados en concreto como se muestra en la figura 5.29;
ademds de eso, se aplica una carga concentrada wo en x = 7.

(5.115)

w(x)

Figura 5.29: Viga con base eldstica.

Resolucién

En primer lugar, la funcién de carga estd dada por la funcion W (x) = woé (x— %).
Puesto que la viga estd empotrada en ambos lados, nos queda el siguiente
problema:

5—1%—1—4)7: we(x—%),0<x<m
(5.116)
¥(0) =y (0) =y(x) =y'(x) =0

Aplicando transformada de Laplace a (5.116) y haciendo Y (s) = Z[y(x)] se
tiene

S (5) = 5°5(0) =52/ (0) —5y”'(0) =y (0) +4¥ (5) = 21~ ¥
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donde aplicando las condiciones y haciendo y”(0) = A y y"”'(0) = B nos queda:

0,-%

4
Y(s)—As—B+4Y (s) =
§Y(s) —As—B+4Y(s) £1¢

De esto dltimo se llega al siguiente resultado

Cwy 1 g S 1

TT4A A
+ S4+4+ s*+4

- 117
Els*1+4° G117

Y(s)
Ahora, si aplicamos transformada inversa de Laplace en (5.117) se obtiene
W() —1 1 _ s —1 S —1 1
=—2 2 AY BY 5.118
Y [s4+4e }”L [s4+4]+ [s4+4] A1

Para calcular la transformada inversa de Laplace de estos términos que apare-
cen en (5.118), se tiene en cuenta las siguientes propiedades?’:

1| £22| = sen(x) cosh(x)

4
271572 | = cos(x) senh(x) (5.120)
7 S42fr4 = sen(x) senh(x)

Aplicando (5.120) tenemos los siguientes resultados:

1 1 4 1(s2+42)—(s*-2)
st+4

45744 4 st 14

= f{ ! }lsen(x)cosh(x)%cos(x)senh(x)

st4-4 4
s 12
st+4 0 25444

s 1
= Z [m} = zsen(x) senh(x)

23 Algunas propiedades generales de la transformada de Laplace que relacionan las funciones
trigonométricas con las hiperbdlicas son las siguientes:

L7 {M] = sen(kt) cosh(kr)

s*+dk
7 k—u‘—zﬁfl] — cos(kt) senh(kr) (5.119)
D(Z—I

s -4k
2
?%f] = sen(kt) senh(kr)

En este caso ponemos k =1 en (5.119)
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Ademas:
-5 1
M| = e (v g)eom (v 3) (- 3)

Il
|
|
o
o
2]
—
=
~
(@]
o
]
=
TN
=
I
N
N—
TN
=
I
NI
N—

—isen (x) senh (x— g) H (x— g)

Ponemos estos resultados en (5.118) y se obtiene la ecuacién de la curva
eléstica dada por la funcién

y(x) = 74%)1 [cos (x)cosh (xf g) -+ sen (x) senh ( — %)} H ( - 7—;)
+% [sen(x) cosh(x) — cos(x) senh(x)] + %} sen(x) senh(x)

Desarrollando esta funcién por intervalos se tiene:

4 [sen(x) cosh(x) — cos(x) senh(x)] + & [sen(x) senh(x)], 0 <x < Z
y(x)= 4E114 [cos (x) cosh (x — %) 4 sen (x) senh (x — %) ]
+7% [sen(x) cosh(x) —cos(x )senh( )]
+%sen(x)senh(x), Z<x<m

(5.121)
Aplicando la condicién y(7) = 0 en (5.121) se obtiene:

%senh( )—&-mcosh( ):O

de donde
wo cosh (%)

~ Elsenh(n)

Para x € [%, 717] la derivada de y(x) se calcula de la siguiente manera:
A B /4
Y (x)= 5 senxsenhx + 5 (cosxsenhx+ senxcoshx) — % cosxsenh (x — E)
0,

luego aplicando la condicién y' () = 0 se tiene: —1—23 senh 7T + 772 2 77 senh (%) =
de donde:
wo senh (%)

- Elsenh(w)
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Poniendo los valores de A y B en (5.121) se tiene finalmente:

g

- %:h(gr)) [sen(x) cosh(x) — cos(x) senh(x)]
+%:é§r)) sen(x)senh(x), 0 <x < 7
y(x) =
— 12 [cos (x) cosh (x — %) + sen (x) senh (x — 3 )]
- Zglc:es:ts(%)) [sen(x) cosh(x) — cos(x) senh(x)]
i sen(a)senh(v), § <x <@

5.2.3 Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
= Ejemplo 5.66 Aplique transformada de Laplace para resolver el sistema

% +x—y=0
acoplado % +y—x=0 . Luego indique x(z) e y(r)
x(0) = y(0) =0 '

X(0)=-2, y'(0)=
Resolucién

Aplicando transformada de Laplace en el sistema de ecuaciones diferenciales,
donde Zx(t)] =X (x) y ZLy(t)] =Y (s), se tiene

52X (s) — sx(0) =X (0) +X(s) = Y(s) =0
s?Y (5) = s3(0) =¥ (0) + Y (s) =X (s) =0
luego usando las condiciones iniciales y simplificando esto ultimo se tiene:

(s> +1)X(s) =Y (s) = -2

(5.122)
(>+1)Y(s)—X(s) =1
Resolviendo el sistema (5.122) para X (s) e Y (s), vemos que:
3 1 11
Xs)=—5—-=+ 5.123
(s) 25242 252 ( )
g 3 1 11
Y(s)=2———=— (5.124)
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luego aplicando transformada inversa de Laplace en (5.123)

x(t) = —%ﬁ sen(v/2t) — %

en forma similar en (5.124)

. . 2 4y = —e* .
» Ejemplo 5.67 Resuelva el sistema: X0)=¥(0)=0 ° aplicando trans-
¥(0) =y'(0)=0
formada de Laplace.
Resolucién

Sean X (s5) = Lx(t)] y Y (s) = ZL[y(¢)] las transformadas de Laplace de x() e
y(t) respectivamente. Aplicando transformada de Laplace al sistema y usando
las condiciones iniciales se tiene:

2 X (s)+ %Y (s) = 5 (%)
25X (5) +82Y (s) = — 5 (%)

restando (**) de (*) se obtiene la ecuacion

de donde
2

s(s—2)2

Aplicando transformada de Laplace a esto ultimo resulta

X(s) = (5.125)

W = 2 [ 2] = [ ] =2 e
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luego

2
1
x(t) =te* — S

5.126
) ( )
Ahora si reemplazamos (5.125) en (*) se tiene que Y (s) estd dado por

oo SF2 31113 1
VT TR —22 " 45 254

s—2 (s—2)2
aplicando transformada inversa a esto ultimo se obtiene

R P

s—2

luego

e (5.127)

[ ]
= Ejemplo 5.68 Determine las funciones de posicién x(¢) e y(¢) en el sistema
X+x—y=0

J+y—x=0
acoplado
P x(0) =y(0) =0
Resolucién
Sean X (s) = Zx(t)] y Y (s) = .Z[y(¢)]. Aplicando transformada de Laplace
al sistema se tiene:

{ 52X (s) — sx(0) —x(0) + X (s) — Y (s
S2Y (5) — sy(0) —y(0) + ¥ (s) — X (s

{ (s2+1)X (s

~ —

entonces
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(s> + D)X (s) =Y (s) = -2
En este ultimo sistema hacemos s
—(>+DX(s) + (s> +1)%Y(s) =s* + 1
resolviendo para Y (s) se obtiene:

[(s2+1)2—1]Y(s):s2—1

de donde vemos que:

Y(s) = s 1 (5.128)
VT (s2+2) '
Y a partir de (5.128) en (*¥) se tiene (s*> +1)X(s) = T‘Tf;l—z) —2, de donde
2524+ 1) (s> +1
(s2+1)X(s) = —%, y con esto
X(s) 25° +1 (5.129)
S)=——55—= .
s2(s2+2)
Desarrollando en fracciones parciales (5.128) se obtiene:
Y(s) = ss—=1 3 1 11 3 V2 11
= s2(s242) 25242 252 225242 252
entonces aplicando transformada inversa de Laplace se tiene
3V2 t
y(1) = T\/_ sen(V2t) — 5120 (5.130)
En forma similar desarrollamos en fracciones parciales (5.129)
252 +1 31 11 3V2 11

X(s) =

C2(2+2) 28242 2¢2 :_2\/§s2—|—2 2g?

que al aplicar transformada de Laplace se transforma en

3v2 t
x(t)z—%_sen(\/iz)—z,tzo (5.131)
Finalmente las funciones de posicién estan dadas por (5.130) y (5.131). .

= Ejemplo 5.69 Aplicando transformada de Laplace resuelva el sistema aco-
X +y =cost

x+y'=2
plado: { x(m)=2
y(0)=0

Y(0) =3
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Resolucién

En este caso empezamos haciendo X (s) = .Z[x(1)], Y (s) = .Z[y(¢)] y A = x(0).
Aplicando transformada de Laplace al sistema se tiene

{ sX(s) —A+sY(s) = 55 (%)
X(s)+sY(s)—3=2 (%)

S

De (**) se tiene X (s) = 2+ — s?Y (s), que al reemplazar en (*) se obtiene:
s{2+1-52Y(s)} —A+sY(s) = 77> de donde
1 A-2 1

Y(S) = (1+S2)(1—52) +S(1 _52) - 2(1—S2)

Aplicando transformada inversa de Laplace vemos que

1 1 1 1
N=L""|——nue AL | — | -]
¥(t) [(l+s2)(l—s2)}+( ) L(l—ﬂ)} 2 -2
(5.132)
Aqui en (5.132) desarrollamos cada una de las transformadas inversas de

Laplace, asf se tiene:

. 1 e R U
< {(1—|—s2)(1—s2) =7 21—s2+21—|—s2

G111
- 21452 41+4s 41—s

1 1 1 1
— _szfl _gfl
2 [l+s2}+4 {l-i-s}
1 1
7 N P
4 [sl}
1 1
1 I 11 11 1, 1
gfl - :gil - - :1__1__7t
L(l—ﬁ)] L 251 2s+1} 2¢ 7 2°

1 111 1 1
gfl :cs/pfl - = e N
[1s2] [2s+1 2s1] 2¢ T 2°

Reemplazamos estos resultados en (5.132) para obtener:

[\

1 1 1 1 1 1/1 1
y(t) = E sent + Ze_t — Zet —+ (A —2) |:1 — Eet — Ee_t} — E (Ee_t — §€t>
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simplificando se tiene
1
y(t) = Esent—2+2cosht+A(1—cosht) (5.133)
Si nos fijamos en el sistema de ecuaciones vemos que x(¢) =2 —y"(¢), por

este motivo derivamos (5.133) dos veces y reemplazamos para obtener x(t).
En efecto:

1
y(t) = Ecost+2senht — Asenht

1
y'(t) = ) sint 4+ 2cosht — A cosht

luego se obtiene que x(7) estd dada por
1
x(t)=2+ 5 sent — 2coshz + Acosht

Aplicando la condicién x(r) = 2, se tiene 2 — 2coshz + Acoshw = 2, de
donde (A —2)coshm =0, y asi A = 2. Finalmente se tiene

1
x(t) = 24 —sent
2
y(t) = =sent
]
X (t) +x2(2) —x1 (1) = €' cos(r)
= Ejemplo 5.70 Resuelva el sistema { x5 () —x2(¢) —x; (¢) = €' sen(t)
x1(0) =x2(0) =0
Resolucién

Sean X;(s) = Lx1(t)] y Xa(s) = L[x2(t)]. Aplicamos transformada de La-
place al sistema y se tiene:

sX1(s) + Xa(s) = X (s) = (S;‘I}%H (+)
$Xa(s) = X2(s) = X1 () = 5y (+%)

De (**) despejamos X (s) y reemplazamos en (*) para obtener

2(s—1)

%) = e
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Aplicando transformada inversa de Laplace en esto dltimo se tiene

B _ 2(s—1)
=) = # 1{[<s—1>2+u2}

_ (s—1) 1
227! [(51)2+1 (sl)2+1}

= 2(e'cos(r)xe'sen(t)) = ' [u sen(r) + %cos(z — u)]t
0
= te'sen(r)

Puesto que x; (1) = x5 (t) —x2(r) — €' sen(t), entonces usando x,(f) vemos que
x1(t) =te' cos(r). Asi tenemos que la solucién del sistema acoplado estd dado

por
x1(t) =te' cos(t)
{ x2(1) = te' sen(r)

= Ejemplo 5.71 Resuelva aplicando transformada de Laplace el sistema:

x] (1) +10x (1) —4x2(1) =0

—dxy (1) +x5 (1) + 4x2( )=0

x1(0) = x2(0) = (5.134)
X (0)=1

0)=-—

1
/
|
/
2

=

Resolucion

Hagamos X (s) = Z[x(t)] y X2(s) = L[x2(2)]. Aplicamos transformada de
Laplace al sistema y se tiene:

{ 52X (s) — sx1(0) —x] (0) + 10X1 (s)—4Xa2(s) =0
—4X (5) + 5*Xa(s) — sx2(0) — x5(0) +4X2(s) = 0

seglin las condiciones iniciales nos queda:

{ §2X1(s) 4+ 10X (s) —4Xa(s) = 1
—4X,(s) +5*Xa(s) +4Xa(s) = —1

De ambas ecuaciones despejamos X (s) y Xa(s) para obtener

§2Xo(s) +4Xa(s) + 1
4

14+ 4X2(S)
s2+10

Xl(s) = X](S) =
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igualando estos resultados se tiene

1+4X2(S) _ S2X2(S) +4X2(S) +1
s24+10 4

de donde
3 1 2 1

582412 55242
Hacemos los arreglos correspondientes y

3 V32 V2
10v3 52+ (2v3)2  5v2s2+(V2)2

Aqui aplicamos transformada inversa de Laplace y se obtiene que

Xz(s) = —

XQ(S) = —

—sen(2V/31) — sen(V/2t) (5.135)

xZ(t) 10\/§ \/—

Para determinar x; (7) nos fijamos en la segunda ecuacién diferencial de (5.134),

de donde se tiene |
x1(t) = Zx/zl(t) +x2(¢) (5.136)

Ponemos (5.135) en (5.136) y resulta

x1(t) = \/?g sen(2+v/3t) — % sen(v/2t)
Asi tenemos:

x1(t) = sen(2\/_t) - —sen(\/_t)

x(t) = fﬁ sen(2v/3t) — % sen(v/21)

= Ejemplo 5.72 Un sistema resorte - masa acoplado se comporta segtn el
siguiente modelo:

X1 = WQ(XQ — 2X1)
552 = wz(xl —ZX2)
x1(0) = %, (0) = 2(0) = 0

) (5.137)
x(0)=a

donde w # 0 y a es una constante real. Determine las funciones de posicién*

xl(t),)Cz(I).

24Si se trata de un sistema resorte-masa, las funciones de posicién siempre se toman respecto
de los puntos de equilibrio de las masas.
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Resolucién

Sean X (s) = Z[x1(t)] y X2 (s) = Z[x2(t)]. Aplicando transformada de Lapla-
ce en (5.137) se tiene

{ §2X1(s) — sx1(0) — %1 (0) = w?(Xa(s) — 2X1 (s))
52X (s) — sx2(0) — %2(0) = w? (X1 (s) — 2X2(s))

de donde se obtiene:

524 2w?) X1 (s) —w? X (s)
{ v(v2X1 (s) )(512+2W2) Xz(s) — _as (5.138)

Resolvemos (5.138) para X (s), y tenemos:

X() a S a S
5)== - =
! 2s524+w?r 2524 (\/3w)?

de donde con la transformada inversa de Laplace se convierte en:
a
xi(t) = 3 (coswt —cos V/31)

Para determinar x;(¢), hacemos célculos en la segunda ecuacién diferencial de
(5.137), aqui podemos ver que

1
XQ(Z‘) = 2x (t) + Wjé] (l‘)
aqui ponemos x (1) y obtenemos

x(t) = gcoswt + 6%cos V3t

por lo tanto
{ x1(t) = 4(coswt — cos/3t)

)
x2(t) = %(coswt +cosv/3t)

5.3 EJERCICIOS PROPUESTOS 5

1. Parar > 0, analice la existencia de la transformada de Laplace de:
a) f(t)=%
b) f(t)=+1
¢) f(t) =Int
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2. Sea p(t) =t>* —InM —ct,con M >0y c € R. Al resolver p(t) = 0, se

tiene que:
cEVe2+4InM
2

a) Demuestre que si ¢> +41nM < 0, entonces p(t) > 0, Vr € R.

b) Demuestre que si c> +4InM > 0, entonces existe & € R tal que:
p(t) >0,Vt > a.

c) Demuestre que de a) y b) se concluye que Me < e’ a partir de un
nimero o > 0. Este resultado nos permite afirmar que ¢ nunca
es de orden exponencial.

=

2 .
3. Demuestre que f(¢) = €' no tiene transformada de Laplace.
4. Demuestre que si f(¢) es seccionalmente continua y existen k > 0y
M > 0 tales que

|f ()| <Me¥, paratodot >0,

es decir, es de orden exponencial, entonces existe .Z(f)(s) = F(s),
definida para s > k. Demuestre que

lim Z(f)(s) = 0.

§—r0

5. Aplicando la definicién 5.1.1, calcule la transformada de Laplace de las
siguientes funciones:

<

a) f(t)= { g’ ?;1; <b ,ay b son constantes, b > 0.
<

b) f(t)= { Ci’ao t_>t ; b , a'y b son constantes positivas.
<

c) f(t)= { 8 ? > ;< b , b es una constante positiva.

sen2t, 0<t<Z
d)f(t)_{(),tz% 2
A continuacidn, el cdlculo de la transformada de Laplace se hace con
las propiedades estudiadas.
6. Calcule la transformada de Laplace de las siguientes funciones:
a) f(t) = e*™cosSt+12e
(t) = cosh s sen 3¢
(r) = senh(t)cos S5t + (t — 1) cosh2t
d) f(t)= e senht +2
(t) =e % cosh2t +¢— 1



384

5 Transformada de Laplace

7.

8.

10.

Use identidades trigonométricas para calcular la transformada de Lapla-
ce de las siguientes funciones:

&) f(t) = cos?(2)

b) f(t) =cos®t+sen’t

¢) f(t) =sen*% +sen2tcos2t

d) f(t)= sentcosZt sen3t

e) f(t) =cos’t

H ft)=e cosZtcosSt

¢ f(1)= e sen

h) f(t) =4e” 2’t20053t
th): n(2r —5) +cos(t +2)
J) f(t) =sen(2t +3)cos(2 —3t)
k) f(t) =e'sen(t+1)cos(2t —1)
D f@)= (t—|—2) sen(r)cos(2r — 1)

Use propiedades para calcular .Z[f(¢)], donde

a) f(t)=te

b) f(t) =tcosh?at

o) f(t)=(1—2)%e"

d) f(t) = (2—e*)%cos(5t)
e) f(t) (1—2¢)3sent

t,0<t<1
floy=4¢ 2,1<t<2
2t>2

luego determine Z[f(7)].
Exprese en forma apropiada las siguientes funciones como una combi-
nacién de funciones de Heaviside H para luego aplicar transformada de
Laplace
sent, 0 <t <2m
a) ft)=4 0,2n <t <4xm
e 'sent,t>4n
eXsenr, 0<t<2m

b) f(1) = { e % sent, t>2n
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0,0<r<1
Lin<t<?2
¢) ft)=1< 2,2<r<3
1,3<t<4
0,t>4
0,0<t<m
tsen2t, T <t <2mw
0,t>2m
21, 0<r <2
Q2§t<4
—h+&t24
2,0<t<2
26,2<t<4
3,t>4
3cos2t, 0<t<m
22, m<t<2m
t—sen2t, t > 21
)3
)»

g f(t)=

B () =g " H(t—n).1 >0

) F) = Lot —m)H(t —n).1 >0
11. Calcule Z[f(1)], si:

@) f(t) = |cos(26)], 1> 0
20—12,0<1<2
2t—2)—(t—2)},2<t<4
b) f() =19 2(t—4)—(t1—4)2,4<1<6

1—r=1,0<tr<2
1—-r=3,2<t<4
o) ft)=¢ 1-]t—5,4<t<6

1—-1,0<1r<?2
3—1,2<t<4
d) f(t)=9 5-1,4<t<6

12. Calcule la transformada de Laplace de las siguientes funciones:
a) f(1) —te’2’5(t— 4)
b) f(t) = cos(r*)8(t — 2m)
c) f(t) :tsen( )6(t — )
d) f(1) = Y30t —nm)
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13. Aplique descomposicion en fracciones parciales y propiedades para
determinar .~ [F (s)], donde:

s 3
a) F(s):%

b) F(s) = a5

0 F(s) =

D F) = it

) F(s) = i

D F6) = mramserms)
14. Calcule la transformada inversa de Laplace de F(s) = % T +;,4S.
15. Calcule .#~'[F (s)] usando propiedades de convolucién

a) F(s) 32:6

b) F(s) = =gy

¢) F(s) = (SZE:;)Z

d) F(s) = (s2+61sé+13)2

O F(s) = gy

_ 25—1
N FG) = muras)
16. Use propiedades para determinar la transformada inversa de Laplace de
las siguientes funciones:
a) F(s)= arctan S%

b) F(s)= arctan (s+21)2
c¢) F(s) = § —arctan é—$
d) F(s)=—In(2(1+2)+1)
&) F(5) =I5
f) F(s)=In%=
g) F(s) :lnm
h) F(s) =In 5152
)

17. Resuelva los siguientes problemas aplicando transformada de Laplace
) { ty"+2y +4ty=0
y(0)=1
b) { y'+(2-1)y —y=0
y(0)=1
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ty'+(2-2t)y +(2t—2)y=0
y(0)=1
a) Aplique transformada de Laplace al problema dado y verifique que
Y(s) = Z[y(t)] = k+arctan(s — 1), donde k = —7 por el hecho
de que limy, 1. Y(s) =0
b) A partir de Y (s), encuentre la solucién y(r) del problema.
/" 2.

19. Dado el problema: { i(O—i)_v:V ;(T)fo:Sgnwt, t>0
diferentes de cero. Aplicando transformada de Laplace, determine x(z),
asimismo su amplitud y frecuencia.

20. Determine y(x) en la ecuacién integral

18. Dado el problema:

, donde Fy y w son

y(x) =22+ /Ox sen(x —1)y(t)dt

21. Determine y(¢) en la ecuacién:

t
/ y(u)sen(t — u)du = y(t) + sent — cost
0

22. Una viga de longitud 2L y en voladizo, estd empotrada en un soporte
por el lado izquierdo y libre en el derecho. Si la viga soporta una carga
puntual en x = L dada por W(x) = wpd(x — L) y y(x) es su deflexién
satisfaciendo

{ Ely® (x) =wpd(x—L), 0 <x < 2L
¥(0) =Y (0) =y"(2L) =y"(2L) = 0

Halle y(x).
23. Resuelva:
! =2 +tx=0
x(m)=2
24. Aplicando la transformada de Laplace,
a) demuestre que
0

m{em—eﬁtcos(et)} + B;aeﬁtsen(et)

0"+ (F—a)’

= ™ %P sen(61)
b) halle y(¢) en el problema de valor inicial

Y'+2y +2y = f(r)
y(0)=1
¥'(0)=0



388

5 Transformada de Laplace

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

e, 0<r<m
donde f(¢) = { d(lte™), t>n
a) Demuestre que %Jo(x) = —Ji(x).
1
b) Sabiendo que .Z(Jo(x))(s) = ——
Laplace demuestre que

y usando la transformada de

(JoxJ1)(x) = Jo(x) —cos(x).

Un cuerpo de masa 120 gramos se suspende del extremo de un resorte
que estd en posicion vertical y lo extiende 20 centimetros. Este cuerpo
se reemplaza por otro cuerpo cuya masa es de 1000 gramos, y luego
se tira de el hacia abajo una longitud de 200 centimetros para luego
soltarlo. Este cuerpo empieza a oscilar, sin embargo a los 5 segundos
de soltarlo empieza a actuar una fuerza externa f(¢) =t que afecta a la
oscilacién. Determine la posicién® de este cuerpo en cualquier instante
t. (Considere g = 10%)

Encuentre la posicion del cuerpo en el ejercicio 26, si se sabe que
después de 5 segundo, justo en ese instante, el peso es golpeado con un
martillo hacia arriba, transmitiéndole un impulso Fy.

Suponga que un peso de 32 libras estira un resorte 2 pies. El peso se
libera del reposo desde 1,5 pies por debajo de la posicién de equilibrio y
empieza a oscilar, encuentre la ecuacién de movimiento x(z), si se sabe
a los 2 segundos de iniciado el movimiento, justo en ese instante, el peso
es golpeado con un martillo hacia arriba, transmitiéndole un impulso P
(no se considera amortiguacion).

En el ejercicio 28 encuentre x(¢), si se sabe que una fuerza constante de
5 libras actda entre los 4 y 6 segundos de iniciada la oscilacion.

En el ejercicio 28 encuentre x(¢), si se sabe que una fuerza de f(¢) =
4cos(4r) libras empieza a actuar desde los 7 segundo en adelante.

Sea Fy y w nimeros reales distintos de cero, usando transformada de
Laplace resuelva el problema:

X +wrx = Fysen(wt), t >0
x(0)=0
x(0)=0

luego determine la amplitud, frecuencia de la solucidn.

25En la resolucién considere el ejemplo 5.31.
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32. Resolver:

dly

e +y=x,x>0
¥(0)=y(0) =1
Y (1) =y"(1) =0

33. Encuentre la funcién de corriente i(¢) en un circuito RLC, si se sabe que
i(0)=0y:
0,0<r<1
a) L=0,R=100,C = 1955 yE(t):{ 100,1> 1
0,0<r<1
50¢, 1> 1
¢c) L=1,R=150, C = ﬁ y en el instante t = 1 se aplica una
descarga 100 voltios.

34. Una viga de longitud 3L que estd en voladizo, empotrada en el extremo
izquierdo y libre en el derecho, soporta una carga W (x) por unidad de
longitud dada por W (x) = { 3},0’22 i jg ; 3%2
¥(x) de la viga, siendo wo > 0.

35. Una viga uniforme de longitud L soporta una carga concentrada wy
en x = L/2. La viga esta fija en su extremidad izquierda y libre en su
extremidad derecha. Aplique la transformada de Laplace para determinar
la deflexién y(x) a partir de

b) L1,R100,c10‘,‘myE(t){

. Determine la deflexién

d4y

El—
dx*

L
=wpd(x— 5)7

donde y(0) =0, y'(0) =0,y"(L) =0y y"(L) =0.

36. Resuelva la ecuacion diferencial dada en el Problema 35 sujeta a y(0) =
0, y'(0) =0, y(L) =0, (L) = 0. En este caso, la viga esta fijado en
ambas extremidades.

37. Obtenga el sistema de ecuaciones diferenciales que describe el movi-
miento vertical en linea recta de los resortes acoplados ilustrados en
equilibrio en la Figura 5.30. Utilice la transformada de Laplace para
resolver el sistema cuando ki =1, ko =1, ka =1, m =1, m =1y
x1(0) =0, x(0) = —1,x(0) =0, x5(0) = 1.

38. Resuelva los siguientes sistemas aplicando transformada de Laplace

X+ y/ =0
y//+y/74x/ -0

D\ H0)=1, X(0)=0
¥(0) = —1,(0) =5
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b) (
y(O) () 0
X —4x+4+2y=2H(t—1)
o Y =3x+y=H({—1)
x(0)=0
y(0) =3
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A. Apéndice

A lo largo de la realizacién de este libro, procuramos no solo la compren-
sién de las definiciones y teoremas que se exponen, ademds del contexto de
algunas aplicaciones, sino también, que el estudiante desarrolle habilidades
operativas para encontrar la solucién de una ecuacion diferencial ordinaria de
orden superior, empleando algunas estrategias y manejo correcto del dlgebra
elemental; sin embargo, hay que tener en cuenta que hay situaciones embara-
zosas que involucran la realizacién de calculos muy extensos y hasta estériles,
por eso, en esta seccion presentamos el uso de un aplicativo matemdtico muy
util para realizar el cdlculo y la simulacién geométrica de las soluciones. Es
muy importante usar los aplicativos matematicos pero sin descuidar el analisis
de la teorfa matematica y cémo funciona en las aplicaciones.

El Maple versién 16 que aqui usamos, es un aplicativo matematico cuyo
objetivo es la resolucién de problemas matemadticos, ya sea a través del cdlculo
simbdlico, algebraico y del dlgebra computacional.

Este aplicativo en su version original fue desarrollado por el grupo de
Calculo Simbdlico alrededor del afio 1981 en la Universidad de Waterloo de
Ontario, Canadd. Actualmente se dispone de una versién 2020 que es mds
avanzada, sin embargo, para nuestros fines, basta la versién 2016.

Mostramos a continuacién varios ejemplos de como se usa el Maple 16
en varios tipos de situaciones, indicando los ejemplos a resolver y la escritura
correcta en el ambiente de dicho aplicativo con sus respectivos comandos. Para
empezar, cuando se trabaja con Maple 16, es importante familiarizarse con los
elementos principales que aparecen en el entorno principal que mostramos en
la figura A.1. En la parte lateral izquierda es facil identificar las operaciones
bésicas de calculo.
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Figura A.1: ventana principal en el entorno de Maple.

Cadlculo de limites

Para el cdlculo de limites de una funcién f(x) en torno a un punto a
la escritura es sencilla y estd disponible en la barra lateral de la izquierda,
renombra el valor de a y en f ingresa la regla de correspondencia de la funcién.
s Ejemplo A.1 Calcule

lfm sen(2x —6)
x—3 arcsen(8x — 24)

En el entorno de Maple se tiene:

Barver 3] - Maple 2001 - o x
Vi et Farme et Hararistm () Verana4) A B0 v
; -] & #T : " LaQ
 Wrwien % et @ %
P [Testo] (Mstewiticns oo epscitaties] Feymsncs) | C 20 Ot - | [ Tves hew Aomn % BIL B8 5
lim sin(2x —6)
v —3{ arcsin(8x —24)
1
m
4
Figura A.2:

En este caso el valor del limite es 3—1.
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En forma similar se puede calcular limites hacia o0 0 —co. Veamos el
siguiente ejemplo

= Ejemplo A.2 Para estudiar cémo se comporta la funcién f(x) = (x —
4)1In (1 + )ﬁ) cuando x — +oo se debe calcular

3 1
xgrfw(x— 4) In <1 + m)

En Maple se tiene:

Tnanmmn (2] B U B

)

Figura A.3:

Teniendo como respuesta que el valor del limite es 1. .

» Ejemplo A.3 Para calcular

lim ;— !
3 |In(x—-2) x-3

en Maple serfa "

X X @ e T () X

2~ BIU B

(&)

Figura A.4:

Representacion geomeétrica de una funcién

La manera més sencilla de representar una funcién con dominio [a, b] es
usando el comando plot, veamos el siguiente ejemplo:
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= Ejemplo A.4 Para obtener la representacién geométrica de la funcion

x
2+senx’

Ffx) x € [0;47)

en Maple, es suficiente ingresar la regla de correspondencia y el dominio
respectivo' como se muestra en la figura A.5. "

P (Testo) (Matewdticn: o0 epscutaties| Pansnca] | P voghe ot v |[Tmeshenronn <[22+ B L B L

x _ .
plol( 2 + sin(x) x=0.4 Plj

[rre———

Figura A.5:

En algunos casos es necesario representar varias funciones en un solo
grifico para compararlas, en este caso hay que hacerlo en el entorno de la
libreria with(plots), ilustramos este caso en el siguiente ejemplo:

= Ejemplo A.5 Compare las representaciones geométricas de las funciones
F(x) = 752 8(0) = iz y h(x) = Hﬁ en el intervalo [—2; 8]. Para realizar

ISi la funcién fuera y = f(x) con dominio D = [, b], en Maple se escribe como

plot(f(x),x=a..b)
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esta tarea digitamos en Maple
with(plots) :

A := plot <ﬁ, x=—-2.,8, color = red>

B := plot <L, x=—2.8, color = blue>
1+e*

C := plot (L x=-=2.8, color = magenta)
1 + 8_x2 b b

display(A,B,C)

mostrando el siguiente grafico de las tres curvas en la figura A.6 "

Tnahens <2+ B U =

Figura A.6:

A.3 Cadalculo del Wronskiano

Es una parte que a veces es muy operativa cuando se trata de tres 0 mds
funciones. En este caso se trabaja dentro de la libreria with(linalg)

s Ejemplo A.6 Para calcular el Wronskiano de las funciones f(¢) = e~ cos(2¢)
y g(t) = e~ sen(2t) se digita lo siguiente en Maple

with(linalg) :
det (wronskian ([e ' cos(2t),e ¥ sen(21)] ,1))

Luego se obtiene:
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o

o || |w zlh(lmalg)
z‘let(n/amAmn([::73 -cos (2t e 3! -sin(2¢ ]
2 (e ") cos(21)2 +2
2

wa(o) .\im[)/{/_i'(l (c }’)- cos(27) ( ) sin( )

Figura A.7:

Aqui vemos que segtin Maple el valor del Wronskiano de las funciones es
2 (6_3’)2005(2t)2 +2 (6_3’)2 sin(2¢)2, sin embargo, es menester disponer de
una expresién mas simplificada, por lo cual usamos el comando simplify y nos
proporciona el resultado 2e~®. En muchos casos serd necesario aplicar este
comando para obtener expresiones mds simples. "

= Ejemplo A.7 Para calcular el Wronskiano de las funciones f(¢) = ¢sen(2¢),
g(t) = t?>cos(2t) y h(t) = tcos(2t) se tiene:

o Tahenos )2+ B U 5
with(linalg) :

(lm(u'l'on_vkmn([I-sin("l) I:-cos(’l] M.os(7l) ]I))
8cos(2 r) sm(’l)l Ss‘in(Zl)’:/3 ®
simplify( -8 cos(21)2sin(21) £ — 8sin(21)° 7)

-87 sin(27)

Figura A.8:

El resultado mds simple del valor del Wronskiano es —8¢3 sen(2¢), para lo
cual fue necesario usar el comenado simplify. "

Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de
orden superior con Maple

El comando que resolverd la ecuacién diferencial es dsolve y se ilustra en
el siguiente ejemplo

= Ejemplo A.8 En la ecuacién diferencial homogénea de coeficientes cons-
tantes y’ —4y” — 7y’ + 10y = 0 no se especifica la variable independiente,
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sin embargo, al ingresar a Maple si hay que especificar. Si suponemos que
la variable independiente es x, entonces en Maple se escribe. Aqui debemos

- 0

e (Petewies oo psaats) pesmnsnca) | C 20 Mo <] nenemmn ~][z+] B]U B L2

dsolve(diff (y(x).83) — 4diff ((x). x$2) — 7 diff (v(x). x$1) + 103(x) - 0)
y(x)= CI+ C2¢ 4 (36 »

Figura A.9:

notar que la solucién que nos proporciona Maple, escrita en la forma usual es
y(x) =cref+ cre P + 3"

= Ejemplo A.9 Con Maple también se resuelve ecuaciones diferenciales or-
dinarias lineales con coeficientes variables. En el caso de la ecuacién de
Legendre de orden p =2

(1 —xz)y’/—ny/+6y =0

en Maple se tiene

s BIU B L 2
2x-diff (v(x). x81) + 6 ¥(x) =0.¥(x))
3x )

1 ‘ 3
+ L 1) + o
s In(x +1 T m

3x7
8

(3
8

vix)=_cr(-32+1) +_¢2

1)
—?Jllllr—ll'l-

Figura A.10:

La solucién escrita en la forma usual es:

En caso estuviéramos interesados en conocer el sistema fundamental de solu-
ciones, basta fijarnos en las expresiones que estdn asociadas a las constantes
€1y ca. Acd se tiene que

3x 1 3x? 1 3
sfs:{—3x2+1;<%—§>ln(x—l)+<—%+§)ln(x+1)+f}
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= Ejemplo A.10 Para resolucién en Maple de la ecuacién no homogénea

y" =2y — 4y = 1000xe "~ cos(x)

es como sigue:

Figura A.11:

La solucién escrita en la forma usual es
y(x) = cr1e™ +cre  cos(x) +cze sen(x) + (—S5ex — 18¢ ) cos(x)

+ (—15¢ " x+e7*) sin(x)

Las condiciones iniciales y'(0) = y1, y”(0) = y2, y"'(0) = y3, etc. se escri-
ben en Maple respectivamente como:

>

¥)(0) =y
D(y))(0) = y2
D(D(y)))(0) =y3

ol

(
(
(

>

etc.

¥ +2y' +5y = 32xe* cos(2x)
= Ejemplo A.11 En el caso del problema { y(0) = —2
y'(0)=0
Su resolucién con Maple se muestra en la figura A.12.
De acd se tiene que la solucién es

y(x) = —e " sen(2x) —2e " cos(2x) +e~* (4sen(2x)x* + 2cos(2x)x — sen(2x))

A continuacién se muestra un caso donde la ecuacidén es de orden 3 y las
condiciones iniciales se dan en y(0), y'(0) y y"(0).
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o

epatsties) fmssal | C 2 Mam ~ | [Tnehenmmn (&~ BIU B
dsolve([ diff (v(x). x82) + 2 diff (v(x). x81) + 5 y(x) =32x-¢ “cos(2x).D()(0) = 0.3(0) =-2].¥(x))

vix) = -e sin(2x) —2e "V cos(2x) + & (4sin(2x) ¥ + 2 cos(2x) x — sin(2x)) ®

Figura A.12:

= Ejemplo A.12 La ecuacion diferencial con las condiciones iniciales que se
indican

Y'Y 2y —4y =1029xe", y'(0) =1, y'(0) = =1y y(0) = -2

se resuelve en Maple como en la figura A.13.

- BIIU B
) =1029: x-¢. D{D{y) }{0) = 1,D{y)(0) =-1,3(0) =-2].3(x))
coslyTx) | 69T e "sinl (T

Figura A.13:

Aqui debemos notar que la solucién que Maple nos proporciona aun
necesita simplificacién; procediendo con ello? vemos que la solucién particular
en la forma usual que satisface las condiciones iniciales es

 194e7" cos(v/3x) N 69+/3e " sen(v/3x) n 147 (x? — 8x+ 129) e

y(x) = 7 7 5

A.5 Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias li-
neales con serie de potencias

En este caso se presentan varias opciones. En el siguiente ejemplo se
presenta algunos casos que pueden servir

s Ejemplo A.13 Considere la ecuacion diferencial
(¥ =3)y" +2x' =0 (A.1)

Veamos las siguientes opciones:

2Puede usar el comando simplify para realizar la simplificacién.
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1. Para que la solucién aparezca en serie de potencias con sus primeros
términos no nulos

cabsar Hemarmiorgen (1) Ventar () Ayadhs ()

I C o] AR/

Poes (o e vahao  Wowien X | BT () X | @ onTie () % T (5 X
[» e P! (et (tewiices oo epcstaties] insncs) | C 20 man ~|[Tnshemmm ~][2 ] BIU B

P dmlve( (.\': - 3) “diff (¥(x), x82) + 2- x-diff (¥(x). x81), ¥(x), series)

¥(x) =¥(0) + D(»)(0) x + ('7 D(¥)(0) ¥ + —= D(»)(0) +* + 0(x°) ®

45

Figura A.14:

En este caso si tomamos y(0) = c¢o y D(y)(0) = ¢y, la solucién que nos
proporciona Maple en la forma usual seria

_ ls 1 6
y(x) =co+ci [x—|—§x +Ex]+0(x)

2. Si alaecuacién diferencial (A.1) le agregamos las condiciones iniciales
y(0) = —1y y'(0) = 1 su resolucién en Maple es:

I

P [Teato] (Matendticr: o epataties] Fisnsscs

X BemnThk (@ X | @

c o e BIU B
dsoive({ (x* — 3) -diff (y(x). x82) + 2- x-diff (¥(x). x51) =0.(0) =- 1.D() (0) =1}. y(). series)

o d 1 1 ;
v (x)=—1+x+ &T“'( + F"" +0(x°) o

Figura A.15:

Aci es facil ver que la solucién particular con sus primeros términos
que satisface las condiciones iniciales es

1 1
=1 -3 e ] O< 6)
y(x) +x+9x +45x +0(x
En este caso, O (x6) es el resto de orden 6 de la solucidn. Para cuestiones

de aproximacién dicha expresion es despreciable y podemos evitarla,

quedando
1 1
~—ldx+ -+ —x°
y(x) Xt X+ X

pero solamente en una vecindad pequiia de cero.
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3. Algunas veces la solucién de la ecuacién diferencial se presenta em-
paquetada en forma de serie de potencias. En este caso, la ecuacién
(A.1) tiene esa cualidad. En Maple vemos que una de las soluciones
linealmente independientes aparece en serie de potencias alrededor de

)C()ZO.

o (1) Ventara (40) Ayucs ()

Fueas Loro ce vabwo e X | BT (2 % | T () X | @ i ) X
P [Tevto) etewiices epdates] Fnsica) | C 20 Mo ~ | Tt ][z v BIIU EJ

m

wnl) (1) |

Figura A.16:

En este caso la solucién en la forma usual es:

o (%)”x2n+l

y(x)=ci+e Z

= 2n+1
4. Para resolver (A.1) con las condiciones iniciales y(0) =2y y'(0) = —1,
se procede de la siguiente manera:
- o
s {(Hii=x [ eies SRR gty
P (Teuto] (Materdtion: o0 eppcutaties] psansics] | C 20 Msn v |[nswenrnn ~|[12 ~| B[IU B

dsolve({(x* — 3)-diff (y(x). x82) + 2+ x-diff (y(x).x81) =0.3(0) =2.D(y) (0) =-1}. y(x).

= a 'formal _solution', 'coeffs' = 'm/u'per;geum')
€ o) Sogyylal ( § ’l‘ln‘l nfl‘
log,(0) sinfo) cosla) :
- N A3)
Ax) =2 — A )
wnl) (7] yx) =2 \#20 2.m+1 ) o
1) -
Figura A.17:

La solucién escrita en la forma usual es

o (1), 2n+1
yax)=2- Z()

3"
= 2n+1
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Aplicacion de la transformada de Laplace

Aplicar la transformada de Laplace a una funcién es sencillo y nos evita
realizar muchos célculos si lo hicieramos a mano.

» Ejemplo A.14 Sea f(t) = t>¢~" +tcos(3t). El cilculo de su transformada
de Laplace es como sigue:

Teato] (Meteedticn: o eputaties]| mcs) [ C 20 an v | neshenronn ~)[2~ BIU B

fe===———— || with(inttrans) :
- g laplace( f (1) =1 -e™" + t-cos(3 1), 1.5)
¢ m.‘. x,’,. L(f(t).t,5)= = Y +% m
log,(4) sinfs) easd (s+1) ()- | 9)
Figura A.18:

La transformada de Laplace en este caso es:

2 s> -9
L) = +
(s+1)*  (s249)
]
Y'+4y +5y=1+1
= Ejemplo A.15 Para resolver el problema ¢ y(0) = 1 con Ma-
Y(0)=2
ple, se tiene:
. [5 B Gas 108G ¢ 484 0 ‘
0 Kt (G oven—— <[ =3 BT U B== X
(i (v(1), 82) + 4diff (y(1). 81) + 5v(1) =7+ Ly(0) = L. D(¥)(0) =2}, ¥(7), merhod = laplace)
- _1 t . 3e*'(8cos(r) +31sin(r)) "

25 s 25

Figura A.19:

Evitandonos hacer muchos célculos, la solucidn del problema es:

1t 3e ?(8cos(t)+31sen(t))

W) =55+35+ 25
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