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Prefacio

El presente texto titulado Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Pri-
mer Orden y Aplicaciones ha sido elaborado con el objetivo de contribuir a
la ensefianza de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, que es una rama de
la matematica que forma parte de las asignaturas de Cdlculo', y fortalecer el
aprendizaje de los estudiantes, ofreciéndoles las bases tedricas y el contexto de
sus aplicaciones en diferentes dreas de la ciencia e ingenierfa. Damos énfasis
al aspecto de la modelacién matematica, por ser importante en el aprendizaje
de las aplicaciones de la matematica.

Cabe sefialar que es un obra en la cual se plasma la experiencia lograda a
través de la actividad en la docencia universitaria, en el area de matematica
que es fundamental en la formacién de los estudiantes de Ciencias e Ingenieria.
Se pone a su disposicion este material, con la pretension de ir mejordndolo
con el paso del tiempo, para lo cual se cuenta con su apoyo. Las sugerencias y
observaciones serdn siempre muy acogidas.

Algunas gréificas que aparecen en el texto se realizaron con el software
MAPLE 16; asimismo, de los problemas resueltos y de los que se proponen
en esta obra, muchos de ellos estdn propuestos en los textos que aparecen en
la bibliografia, también cabe sefialar que algunos problemas fueron tomados y
adaptados de [23].

'En las Universidades peruanas, ecuaciones diferenciales forma parte del curriculo de las
escuelas profesionales de Matemadtica, Ingenierfa Agricola, Ingenieria de minas e Ingenieria
Civil, y contempla el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones diferenciales
parciales.






1. Infroduccion

En el primer curso de cdlculo que se ensefia en la universidad, se estudia el
concepto de la derivada, y uno de los temas relacionados es el de diferencial.
Cuando una funcién es diferenciable en un punto, ésta admite que en el punto
respectivo de su gréfica se le pueda asociar una recta tangente, la cual resulta
ser muy préxima a su grafica en un entorno del punto en mencién, de tal
manera que en dicho entorno, la grifica de la funcién y la recta tangente
sean casi lo mismo. Por eso, muchas veces usamos la frase linealizacion de
la funcion, lo cual nos permite que los cdlculos que debamos hacer en la
funcién los ejecutemos en su recta tangente, es decir, se obtienen mediante
una aproximacion lineal.

El proceso de determinar los diferenciales es un proceso infinitesimal que
consiste en analizar o descomponer la dependencia entre varias magnitudes '
estudiando el comportamiento de unas al variar o diferenciar levemente otras
y, por otra parte, en integrar los resultados diferenciales para obtener de nuevo
resultados globales sobre las magnitudes en consideracion.

La parte infinitamente pequeiia en que una cantidad variable es aumenta-
da o disminuida de forma continua, se llama la diferencial de esa cantidad.
Para esto, la letra d se usa para indicar uno de estos incrementos infinitamente
pequefios de una magnitud, de tal manera que dx debera representar un in-
cremento diferencial de la variable x. El tratamiento con infinitésimos causé
en algin momento ciertas polémicas, por ejemplo, si vemos el incremento
infinitesimal que experimenta el producto xy cuando perturbamos cada uno de
sus factores, obtenemos:

d(xy) = (x+dx)(y+dy) —xy = xdy + ydx + dxdy = xdy + ydx

Wer [22]
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donde el término dxdy ha sido despreciado por ser un infinitésimo mucho me-
nor que los infinitésimos dx y dy, perdiendo de esta manera representatividad
en la expresién xdy + ydx. No se pretende analizar més esta situacién, pero
pensando muy intuitivamente se recalca el proceso de linealizacién indicado
arriba.

Conceptos preliminares

A continuacion se realizard una explicacion tedrica breve de los diferencia-
les.

Sea y = f(x) una funcién diferenciable en xo € Dy. La recta tangente en
el punto (xo, f(xp)) estd dada por la expresién

y = f(xo) + f'(x0) (x — x0) (1.1)

El cambio en x dado por la expresion x — xq lo denotamos por Ax, asimismo el
cambio en y es denotado por Ay y estard dado mediante

Ay = f(xo + Ax) — f(xo)

Observando la Figura 1.1, vemos que cuando Ax es pequeia, el cambio en y
se puede aproximar como

Ay = f(xo+Ax) — f(x0) ~ f'(x0)Ax

Definicién 1.1.1 Dada la funcién (diferenciable) y = f(x), la diferencial
de y que se representa por dy, estd dada por

dy = f'(x)dx
donde x € Dy y dx es un incremento arbitrario de x.

Aqui, hay que tener en cuenta que

Dy = {x €Dy : fi(x)= }l%w, existe}

Definicién 1.1.2 Con la misma funcion de la definicion anterior, la dife-
rencial de x denotada por dx, estd dada por

dx = Ax
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I donde Ax es un incremento arbitrario de x, y x € Dy

Con las definiciones dadas

dY_ / .
- = f(x), sidx#0 (1.2)

Debemos tener en cuenta que siendo y = f(x), la diferencial de la funcién en
cualquier x € Dy y para cualquier dx # 0 también se puede escribir como

Este cambio de la funcién se mide en las proximidades de la recta tangente
como se observa en la figura 1.1. Es decir, dy mide la elevacién de la recta

Y
f(x+dx)
dy l
f(X) — T
0 x x+dx X

Figura 1.1: La figura muestra la curva, recta secante y recta tangente en el
intervalo [x,x + dx].

tangente en comparacién con Ay que es la elevacién de la curva. Haciendo
dx — 0, vemos que |Ay — dy| — 0; lo que obviamente nos indica que en las
proximidades de x, se tiene Ay ~ dy. Este resultado es importante porque nos
permite aproximar la funcién con valores en su recta tangente.

Definicion 1.1.3 Una funcién F es la antiderivada de una funcién f, en
algin intervalo I C R, si para todo x € [ se tiene:

F'(x) = f(x)

Theorema 1.1.1 Si F; y F, son antiderivadas de alguna funcién f en un
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intervalo I C R, entonces existe una constante c tal que

Fi(x)=F(x)+c, Vxel

Observacion
Si F es una antiderivada particular de f en un intervalo / C R, entonces
cualquier antiderivada de f en / esta dada por

F(x)+c

Es decir, la antiderivada de una funcién esta representada geométricamente
por una familia de curvas, esto lo ilustramos en la Figura 1.2.

Antiderivada
de f

(familia de
Flx)+ ¢y curvas)

Fixy+ ¢y

RSN

Figura 1.2: El grafico muestra la antiderivada de la funcién f(x), representada
por la familia de curvas F(x) +c.

= Ejemplo 1.1 La antiderivada de la funcién f(x) = 2x es F(x) = x> +c¢. Si
damos diferentes valores a la constante ¢, se obtiene que la antiderivada viene
representada geométricamente por una familia de pardbolas con vértices sobre
el eje Y, como se muestra en la Figural.3. "

= Ejemplo 1.2 En la funcion f(x) = 5ot

+ln :Z;lg;: ’ +1 l—s;n iy +¢. Elcdlculo de la antiderivada se hace via integra-
cion. .

su antiderivada es F(x) =
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6

//
\\

\\\

Figura 1.3: Representacién geométrica de la familia de pardbolas F(x) =
2
x“+c.

1.2 Ecuaciones diferenciales. Conceptos bdsicos

Vistos los conceptos y resultados en la seccién anterior, empezamos con el
estudio de las ecuaciones diferenciales sobre aspectos muy generales relacio-
nados con el orden, la linealidad, el tipo de solucién y las condiciones iniciales
o de frontera de una ecuacion diferencial. Para comprender en qué consiste
una ecuacion diferencial, proponemos las siguientes ecuaciones:

Y'+2y +6y=0

oy ap . 4x(t)
x'(r) =40 107
u 0%u
T 0,02 2

(x—y)dx—(x+y)dy=0

Estas ecuaciones, son las que aqui denominaremos ecuaciones diferenciales.
En seguida, es necesario explicar ciertos detalles:

1. En la ecuacién y” + 2y’ + 6y = 0, se tiene las derivadas de la funcién o
variable dependiente y, respecto de alguna variable independiente que
no se especifica, pero que podria ser x, o ¢, 0 alguna otra.

2. En la segunda ecuacidn, se observa que la variable dependiente es x, la
cual ademds aparece con su derivada respecto de la variable indepen-
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diente ¢.

3. En la tercera ecuacion, la variable dependiente es u y las variables
independientes respecto de las cuales aparecen sus derivadas parciales
sonxyt.

4. En la ultima ecuacion aparecen dos variables: x e y; el rol de variable de-
pendiente o independiente depende de como se tomen las derivadas. Por
ejemplo, si la ecuacién es dividida entre dx, entonces x —y = (x+y) %,
con lo cual y serfa la variable dependiente y x la variable independiente.
Si la ecuacién es dividida por dy, entonces (x —y) 3—;‘, =Xx+y, en este
caso x es la variable dependiente e y la variable independiente.

Entonces ;qué se entiende por ecuacién diferencial?

Definicién 1.2.1 Una ecuacidn diferencial es cualquier ecuacién en la que
interviene una variable dependiente (funcidn desconocida) y sus derivadas
con respecto a una o mas variables independientes.

Si la variable dependiente (o funcién desconocida) dependiera sélo de una
variable independiente, decimos que la ecuacién diferencial es ordinaria
(EDO). Pero si la dependencia fuese de dos o mds variables independientes,
decimos que es una ecuacién diferencial parcial (EDP). En los siguientes
ejemplos:

. % —4% —21lx=t+1, esuna EDO.

y = x_14y, es una EDO.

2
. u—i—%—f—%zo,esunaEDR

. xzy// + (3x—1)y' +y =0, es una EDO.
. Uy = duy, + 212, es una EDP.

S R N

Observacion

De aqui en adelante sélo nos ocuparemos de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

Definicion 1.2.2 El orden de una ecuacién diferencial estd dado por el
mayor orden de la derivada que interviene en la ecuacion.

En los siguientes ejemplos:

1. (/)2 +2y =0, es una EDO de primer orden.
2. ¥ —y =2, es una EDO de tercer orden.
3. ("")> =y =1, es una EDO de segundo orden.
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En general una ecuacién diferencial de orden? 7 se puede escribir como:
F (xvylvy//v T vy(n)) =0

donde F es una funcién para la cual tiene sentido la expresion de una ecuacién
diferencial, en este caso, ordinaria.

Linealidad de una ecuacién diferencial ordinaria

Una propiedad importante de algunas ecuaciones diferenciales ordinarias
es su linealidad. En general: sean U y V espacios vectoriales sobre R, el
operador

L: U =V
u —Lu=v

es lineal, si y s6lo si, para todo u;,u> € U y cualquier escalar  en R se tiene
que
L(ruy +up) = rLuy + Lup

El estudio detallado de operadores lineales se hace en el dlgebra lineal; pero
en nuestro caso la linealidad estd presente por el hecho de que el operador %
que transforma una funcién f(x) en f’(x), es lineal. Veamos el siguiente caso:

La ecuacién diferencial y” + 5xy’ +4y = 0, escrita usando el operador %
es:

2
% + Sx% +4y=0

de donde

dx? d

La expresion del paréntesis es en este caso el operador asociado a la ecuacién
diferencial. Haciendo

d? d
( +5x+4)y=0.
X

d? d
L(x)=—-——5+5x—+4
() dx? * Y *
la ecuacidn se expresa como
L(x)y=0

Si tomamos arbitrariamente las funciones yy, y» € Cc? (J) con J un intervalo en
Ry r cualquier escalar es facil verificar que

L(x)(ry1 +y2) = rL(x)y1 + L(x)y2

2Entendemos el orden como un niimero entero no negativo que indica el orden de la maxima
derivada que interviene en la ecuacion. Hacemos esta especificacion porque también es posible
hablar de la derivada fraccionaria, que ultimamente estd siendo muy estudiada.
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es decir, L(x) es un operador lineal. Esta propiedad de ser un operador 1i-
neal se transmite a la ecuacién diferencial, por esto decimos que la ecuacién
diferencial es lineal. Veamos a continuacién dos ejemplos:

= Ejemplo 1.3 En la ecuacion diferencial y” — 4y = senx, x € R, el operador

. 2 . L
asociado es L(x) = ;7 —4. De esto, si yy, y2 € C2(R) y r es cualquier niimero
real, entonces

d2
Lx)(y1+ry2) = <dx24> (V1 +ry2)
d2
= ﬁ(y1+ry2)—4(y1+ryz)

= Y +ryy—dyi—4y
= (v —4y1)+r05 —4y)
= L(x)y1 +rL(x)ya,
n

Asi L(x) es un operador lineal y con ello la ecuacién diferencial asociada
es lineal.

» Ejemplo 1.4 Dada la ecuacién diferencial y” — (y/)? +y = x, definida en
algtin intervalo abierto J C R, se tiene el operador asociado®

d? d

De esto, para y, y, € C? (J) y cualquier r € R, se tiene

Lx)(y1+ry2) = [szz - (120 Li) + 1] (1 +ry2)
¥e

d
= ﬁ()’l +ry;) — <[2° dx) 1 4+m2)+ (1 +ry2)

d
= W+ny-I [dx(yl +ry2)] +y1+ry2

= WH+nry =P +rh) +yi+mm
2
= WHnrh—1+mh) +y1+r # L)y +rL(x)y,.

Luego L(x) es un operador no lineal y por tanto la ecuacién diferencial asociada
no es lineal.

3Denotamos con la letra I al operador identidad. También se debe indicar que en este caso
2
I =11, asf también es vlido escribir el operador L(x) como L(x) = 45 — (1?0 &) +1.
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Definicién 1.3.1 Una ecuacién diferencial ordinaria lineal de orden n es
de la forma

W a1 () 4+ () (R o)y = Fx) (13)

donde f(x) y las funciones coeficientes ap(x), aj(x), -+, a,—1(x) estan
definidas en algtn intervalo J C R.

El operador asociado a la EDO en (1.3) es:

d" ar! d? d
L(.x) = ﬁ +an71(x)W -+ +a2(x)ﬁ +a1(.x)a +QO(X) (14)
que aplicdndolo a la ecuacidn (1.3) se tiene la forma compacta:
L(x)y = f(x)

Es fécil ver que L(x) es un operador lineal que debe estar definido en el espacio
c(J).

Solucion de una ecuacion diferencial ordinaria
Definicién 1.4.1 Dada la ecuacién diferencial

F(x7y7y’7y”,...7y(”)) =0. (1.5)

La funcién y = ¢(x) es solucién de (1.5) en un intervalo abierto J C R si 'y
solo si:

F (x,0(0,9/(0),0" (). .0 (x)) =0, ¥xe .

es decir, cualquier funcién que hace que (1.5) sea una identidad, es solucién
de la ecuacion diferencial.

El proceso de encontrar la curva o funcién que satisface la ecuacién
diferencial, es un proceso de integracion; por eso muchas veces llamaremos a
la solucién: solucién integral o curva integral.
= Ejemplo 1.5 En la ecuacién diferencial (1 —x?)y” —2xy' +2y=0 4 x €

. _ X 1—x ;2
(—1,1), verifique que ¢ (x) = 1+ 5 In ({5%) es su soluci6n. .
Resolucién

En efecto, la primera y segunda derivada de ¢ son respectivamente:
1 1—x X
!/
= -1 -
¢ () 2 “(1+x> -2

¢”(x) = m

4Es una de las ecuaciones de Legendre.
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Con las cuales se obtiene:

(1 *xz)dJ"(X) =(1 *xz) ( :iz)z = 1:12

1 1—x X 2x2 1—x
!
—2x¢'(x) = —2x {21n<1+x> - 1—x2] =12 —xIn (1—|—x)

2¢(x) =2+xIn <i+i>

Luego, sumando se verifica:
(1-2%)9"(x) ~29"(x) + 29 (x) = 0

Con este resultado se muestra que @ (x) es solucién de la ecuacion diferencial.

También es posible que a partir de alguna funcién dada, se encuentre la
ecuacion diferencial de la cual ésta es solucion. Veamos el siguiente ejemplo:

= Ejemplo 1.6 Sea la funcién ¢(¢) = ate™" + be™’, con a y b constantes y
t € R. Encuentre la ecuacién diferencial de la cual es solucion. .

Resolucion

El proceso de encontrar la ecuacién diferencial consistird en derivar la funcién
¢ y eliminar las constantes a, b haciendo operaciones convenientes. En efecto:

o'(t) = ae'—ate' —be!
0"(t) = —2ae'+ate" +be!
Si calculamos
9'(1)+¢"(r) = —ae™
o(1)+9'(r) =ae™

y luego sumamos miembro a miembro se obtiene: ¢” (1) +2¢’ (1) + ¢ (¢)
Es decir, la funcién ¢(z) es solucién de la ecuacién diferencial

0.

Y'+2y +y=0

% =1+2xy
1)=0

o 3 y(1)

y(x) =€ [{ e " dt es solucién de (P). .

= Ejemplo 1.7 Se tiene el problema (P) : { . Muestre que
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Resolucion

Obsérvese que: y(1) =e! fll e~ dt =0, es decir y(1) = 0. Para constatar que
y(x) satisface la ecuacién diferencial calculamos:

dy  d [ 2 /x 2
= dr <e 1 e dt
X d X
= 2xex2/ eitzdt—&-exzf (/ elz>
1 dx \J1

2 [* 2 2 2
= 2x ¢ / e Vdt+e“ e
1 ~——

~—— =1
=y(x)

Asi %(y(x)) = 2xy(x) + 1, es decir y(x) satisface la ecuacién diferencial. Por
lo tanto y(x) es solucién del problema (P)

= Ejemplo 1.8 Determine para qué valores de m la funcién ¢ (x) = €™ es
solucién de la ecuacion diferencial y” + 6y’ 4+ 5y = 0. .

Resolucion
De ¢ (x) = ™ se tiene: ¢'(x) = me™ y ¢ (x) = m*>e™. Puesto que ¢(x) es
solucidén de la ecuacién diferencial, entonces esta funcién verifica que:
9"(x)+6¢'(x) +5¢(x) =0
Reemplazando ¢, ¢’ y ¢ se tiene:
m2e™ 4 6me™ + 5¢"™ = 0

de donde m? +6m+5=0, asi m = —5 o m = —1. Con los valores de m
encontrados, afirmamos que ¢(x) = e >*y ¢(x) = e~ son soluciones de la
ecuacion diferencial.

= Ejemplo 1.9 Determine para qué valores de m la funcién ¢(x) = x™ es

solucién de la ecuacién: x>y" —xy’ — S5y = 0. .

Resolucién
De ¢(x) = x™ se tiene: ¢’(x) = mx™' y ¢ (x) = m(m — 1) 2. Poniendo
d(x), ¢'(x) y ¢”(x) en la ecuacién diferencial® resulta:
229" (x) —x¢'(x) =59 (x) =0

de donde m* —2m —5 =0, asi m = 1+ /6. Para estos valores de m las
soluciones de la ecuacién diferencial son las funciones ¢;(x) = x1+v6 y

o (x) = x!=V6,

SEstamos asumiendo que ¢ (x) es solucién de la ecuacién diferencial.
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= Ejemplo 1.10 Sea la ecuacién diferencial

()= (P +y1)y +xy=0

a) Muestre que es equivalente a dos ecuaciones diferenciales de primer orden.
b) Muestre que y = cx y x> —y> = ¢ donde ¢ es cualquier constante, son
soluciones de la ecuacidn diferencial.

Resolucion
a) En este caso, con el cambio de variable p =/, se obtiene
xyp® — (+y*)p+xy =0,
que resolviendo® para la variable p resulta:

po TP EVE ) - dly)?
2xy

2, 2,02 2 . ) .
de donde p = %}M Analizando para cada signo se obtienen las

ecuaciones diferenciales

dy _x dy _y

dx y dx x
b) Para el caso de la familia de rectas y = cx, se tiene y' = c; luego reempla-
zando en la ecuacién diferencial vemos que:

x(ex)(c)? = (¥ + (ex)}) e +x(cx) =0
0=0

Por lo tanto, y = cx es solucién de la ecuacion diferencial.
Para el caso de la familia de hipérbolas x> — y? = ¢, derivando im-

plicitamente respecto de x se tiene: y' = ;—‘,, luego reemplazando en la
ecuacion diferencial vemos que:

2
X X
xy() —(P )y = 0
y y
33
x——x——xy—kxy = 0
y oy
0 =0

6Resolvemos la ecuacién en forma algebraica, para lo cual se aplica la férmula general de una
ecuacion de segundo grado.
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Se concluye asi que la familia de hipérbolas es también solucién de la
ecuacion diferencial.
= Ejemplo 1.11 A continuacion:
d2x
2y 2
LAty __ _dy
a) Demostrar que: 75 = (@)3 .
dy
3
o L2 .
b) Resolver la ecuacién diferencial j—yf + (senx) (%) =0, aplicando (a).

QU

Resolucion

. . dy -7 dy 1
a) Si manipulamos 7 en forma algebraica’, entonces ;- = .

v

En esto ultimo, si derivamos respecto de x, se tiene:

d?y d<a’y> _d (1

A2~ dx \ dx dx \ &

d2x
2y 2
con lo cual se ha demostrado que 4y — 4% Este resultado es

dx? dx 3
(%)
importante porque permite expresar la derivada respecto a x en otra
respecto a y.

3
S P .
b) En este caso la ecuacion diferencial % + (senx) (Z—;) =0 se escribe

d2x
de forma equivalente como — & 5 = senx, y con el resultado de (a)
(%)
también puede ser
4y senx
dx?

7Tenga en cuenta que lo podemos ver como un cociente de infinitésimos, pero ademds de
eso, el fundamento de todo este proceso estd en la composicion de funciones y la derivada de la
funcién inversa.
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Aplicando el proceso de integracion dos veces se llega a la solucion:

y(x) =—senx+cix+c
. [ x=a(6—senH)
= Ejemplo 1.12 Muestre que la curva C : { v=a(l—cos8) ° donde a es

cualquier constante distinta de cero, es solucién de 14 (y/)2 +2yy" =0. =
Resolucién

Antes de empezar, debemos aclarar que la curva que se nos da estd expresada
en forma paramétrica, siendo en este caso 6 el parametro. Calculando las
derivadas de x e y respecto de O se tiene

2
% =a(l—cos0) j—gﬁ =asen6 )
5)97 =asenf 5 — gcosO

a6z

Para determinar como se expresan la primera y segunda derivada de y respecto
de x via el pardmetro 6, hacemos los siguientes calculos®:

dy
dy I3
/ — X _de
dy d*y d d*x dy
Y'(x) = i(y/)_i ﬁ ﬁ_mﬁ*ﬁ@i
- - d - 2 d
dx do ﬁ dx (%) ﬁ

d*y dx d?x dy

luego con los resultados de (*) obtenemos:

_ senb
" 1—cos6

¥ (x)

a*cosO(1 —cos@) —a*sen’
a*(1 —cos )3
1

"~ a(1—cosH)?

Para comprobar que C es una curva integral de la ecuacién diferencial, re-
emplazamos y'(x) e y”(x) en la ecuacién diferencial, haciendo los cdlculos

8 Aplicamos la regla de la cadena.
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respectivos se tiene:

senf |\’ 1
14+ (22 ) 4 20a(l—cosO)] [ ————) = 0
+(1—cos€> +2la(l —cos )]( a(l—cos@)2>
sen” @ 2
1 — = 0
+(1—cos9)2 1 —cos6
0 =0

Se verifica asi que C es una curva integral (o solucién) de la ecuacién diferen-
cial.

La solucién de la ecuacién diferencial (1.5) puede ser de diferentes tipos:
solucién general, solucién particular y solucién singular.

Solucion general: es aquella que contiene casi a la totalidad (o el total) de
soluciones. Aparece con pardmetros en su expresion, los cuales al asumir
distintos valores hacen una familia de curvas o curvas integrales’.

= Ejemplo 1.13 La ecuacién diferencial y' 4 %y = 0 tiene como solucién
3
- . L 3
general a la familia de curvas uniparamétrica!® y(t) = ce™ 5. .
En forma similar:

= Ejemplo 1.14 La ecuacién diferencial y”(r) +4y(r) = 0 tiene como solucién
general a la familia de curvas biparamétrica'! y() = ¢y cos(2¢) +cysen(2t). m

Solucién particular: es aquella que resulta de dar un valor especifico al
(a los) parametro (pardmetros) en la solucién general.

= Ejemplo 1.15 En el ejemplo 1.13, si de la familia de curvas (o solucién

general) se escoge aquella en la cual ¢ = %, entonces se tiene la solucién
3

particular y(¢) = %e‘%. .

= Ejemplo 1.16 En forma similar, si en la solucién general del ejemplo 1.14

hacemos ¢; = 0y ¢; = 2, se obtiene la solucién particular y(#) = 2sen(z). =

Solucion singular: es aquella que aparece en algunas ecuaciones diferen-

ciales, y que no puede ser obtenida de la solucién general.'?
= Ejemplo 1.17 La solucién general de la ecuacion diferencial: y' = —2(y —
4)2, est4 dada por la familia de curvas y() = 1’;7:5’2 Sin embargo, la funcién

¥p(t) =4 es también solucion de la ecuacién diferencial y es imposible obte-
nerla de la solucién general. Es fécil ver que no existe valor de ¢ en la solucién

9También podemos decir curvas solucién de la ecuacién diferencial.

19Decimos asi porque en la solucién sélo interviene un pardmetro, que en este caso es la letra c.

""Hay dos parametros, ¢; y 2.

12Es bueno aclarar que mientras la solucién particular procede de la solucién general, esto no
ocurre con las soluciones singulares.
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general para el cual podamos obtener y, (). Por lo tanto y, () es una solucién
singular de la ecuacién diferencial. "

Condiciones iniciales y de frontera

Como ya vimos, la solucién general de la ecuacién diferencial

F (x,yvy/v”' 7y(n)) =0

es una familia de curvas en el plano, en este caso, n - paramétrica. Para deter-
minar una curva especifica'3, es necesario imponer a la ecuacién diferencial n
condiciones. Segtin la forma como se dan estas condiciones se tiene dos tipos
de problemas, que pueden ser:

Problema de valor inicial

Es la ecuacioén diferencial cuyas condiciones se dan en un mismo valor de
la variable independiente. Por ejemplo:

F(x,3,Y,...,y™)=0
y(x0) = yo

(pv){ ¥ () =¥

n—1

y<n—1)(x0) =y

Problema de valor en la frontera

Es la ecuacion diferencial con condiciones en diferentes valores de la
variable independiente, por ejemplo:

(x)=0,0<x<1

= Ejemplo 1.18 La ecuacién i‘% + 3‘;—’; + 2x = 2sen(2t) con la condicién
x(0) =x'(0) = 0 es un problema de valor inicial. .

= Ejemplo 1.19 En el caso de la ecuacién % +y=0,7r€(0,1) con la
condicién y(0) = y'(0) = 0 es un problema de valor en la frontera. .

130 solucién particular
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1.6 EJERCICIOS PROPUESTOS 1

10.

. Hallar el operador asociado a la ecuacién diferencial y

/1

—yy =x, luego
analice si es lineal.

Dada la ecuacién diferencial y” + 2y’ — 5y = sen(x), halle el operador
asociado y determine si es lineal.

. Dada la ecuacién diferencial (x* +4y*) dy = 2xydx, verifique si la fun-

cién dada implicitamente por x> —4y? +y = 0 es su solucién.
En la ecuacién diferencial (2y+xcosy)dy+ (seny)dx = 0, muestre que
xseny —y? = k (k es constante), es su solucién general.

x*dy —xydx = [3(x* +y?)arctan (2)] dx

. Dado el problema . Mues-
y(1)=~-1
tre si la funcién y(x) = —xtan ( T ) es su solucién.
=y ()
En el problema , muestre que la funcién y(x) =
y(=m) =2

X 4 sz
—3 tan (2x —arctan (3 ) ) es su solucion.

. Muestre que la funcién y(x) = % 23x satisface la ecuacion diferencial
_ 3
y la condicién del problema { x{ 3) = y
+4x(t) = f(2)
. Dado el problema , muestre que su solucidn es
x(0) =x'(0) =
la funcion x(t) = [ sen(t — u) cos(t — u) f (u)du.
0,0<r<1
. En el problema anterior, si tomamos f(¢) = , entonces
,t>1
0,0<r<1

su solucién estd dada por x(t) = .
— %cos(Zt —-2),t>1

=

(1+x%)y" = q(x) = 2xy
Muestre que la solucién del problema don-

¥(0)=0
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

x,0<x<1 2(x2+l) 0<x<1
de g(x) = ,esy(x) = ,
—x, x> 1 ﬁ(l—%),xm

Dada la ecuacién diferencial y' +
solucién particular es y(x) = tanx.

y
S Obx T+ wnz = 0. Muestre que una

En la ecuacién diferencial x3 & y +x — 9y = 0, verifique si las funcio-

nes ¢ (x) = x> y ¢2(x) = sen (\flnx) son sus soluciones.

Verifique que la funcién ¢ (x) = 7 i es solucién de la ecua-
cién diferencial:

4 sen(x)  cos(x)

1
2y +xy + (x — 4)y:0

Verifique que la funcién ¢ (x) = 2x — v/1 — x2 es solucién de la ecuacién
diferencial:
(1—2)" —x/+y=0

En la ecuacién diferencial
(x4 —xs)y”-i- (2x3 —2x? —x) y—y=0, x>1

1 .
Muestre que ¢ (x) = % — ex es su solucién.

Dada la ecuacion diferencial
y' 4 (tanx)y’ + (cos?x)y =0

Analice si la funcién ¢ (x) = 3cos(senx) + sen(senx) es su solucién.

Muestre que la solucion general de la ecuacidn diferencial
2xyy = 3y* —x*

es la familia de curvas dada por y> = x?(1 4 cx).
Muestre que la solucién general de la ecuacidn diferencial
d
senGd—; =r(cosf —1)

. Jo _ ksen?6
estd dada por la familia de curvas r = =2 -5.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Determine si la funcién ¢ (x) = 1 +x% — - es solucién de la ecuacién
2x

diferencial:

x(143x%)y" +2y —6xy =0
Halle los valores de m para los cuales la funcién ¢ (x) = (x+1)"
solucién de la ecuacién diferencial

(x+ D3 —2(x+1)y —4y=0

Determine el valor de ¢ para el cual y(x) = x%* cot (%) es solucién de la

ecuacion diferencial |
xy 4+y=y*+ =2

Determine los valores de A y B para que la funcién y(x) = ¢*(Ax + B)
sea solucidn de la ecuacion diferencial

1 e
Y 4e >y — ;(1 +4x+2x%)y + 7(1 +x 4227 4 x°)
Determine los valores de r para los cuales la funcién ¢ (x) = x” cos(Inx),
es solucién de la ecuacién diferencial

d'y
4

a "
Halle la ecuacién diferencial para la cual y(x) = ae ™ + be>* (a'y b son
constantes) es su solucién general.

d3
4x 3—+1oy 0

Sea la funcion ¢ (¢) = at?e? +bte* con a 'y b constantes. Encuentre la
ecuacion diferencial de la cual es su solucién general.

La solucién general de una ecuacion diferencial es
y(x)=a(x+1)+blnx

donde a y b son constantes. Halle la ecuacién diferencial de la cual es
solucion.

Halle la ecuacién diferencial de la cual y(x) = a+bx+cx?> cona, by c
constantes, es su solucion.

La solucion general de una ecuacion diferencial es
_ —2t —t
x(t) = ae ' cost +be ' sent

donde a y b son constantes. Halle la ecuacion diferencial de la cual es
solucidn.
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29.

30.

Si y(x) = semf% con c¢ constante, es la solucién general de una

ecuacion diferencial; halle tal ecuacion diferencial.

cos2x+c 9

sen2x+c ° (C s

(De qué ecuacién diferencial es solucién y(x) = 1+
constante)



2. Ecuaciones diferen
. de primer orden

Vistos los conceptos previos, en este capitulo nos ocuparemos del estudio
de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y sus métodos de
resolucion. Estos tipos de ecuaciones son muy importantes en problemas de
modelacién matemadtica con los cuales se puede explicar un proceso dindmico.

Por ejemplo, vamos a suponer que se quiere estudiar una poblacién' de
truchas en alguna de las lagunas de la zona. Para describir como se comporta
dicha poblacién, antes debemos definir las variables que intervienen en el
problema. En este caso nos interesan

p: poblacién de peces en el instante ¢.

t: tiempo (meses)

Siendo ¢ la variable independiente y p la variable dependiente?, la tasa de
cambio neta de la poblacion de peces estd dada por fi—‘f, la cual a la vez
queda determinada si se conoce la tasa de nacimiento, la tasa de muerte (o
mortalidad), la tasa de pesca o captura, etc., de tal manera que en cualquier
instante ¢:
dp .
ar = tasa de nacimiento — tasa de muerte — tasa de pesca
Si asumimos que en el instante ¢:
1. latasa de nacimiento es proporcional al tamafio de la poblacién, es decir:
kp
2. la tasa de muerte es®: (m+sp)p

Wer [17]

ZPuesto que p es la poblacién de peces en el instante 7, escribimos también p = p(z).

3En este caso segiin [17], m es el coeficiente de mortalidad natural, mientras que sp explica el
efecto de sobrepoblamiento. Es decir, a una mayor cantidad de poblacion de peces, se espera que
la mortalidad de los mismos sea mayor.
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3. latasa de captura es: C.
Entonces podemos expresar la variacion de la poblacién de peces con la
ecuacion diferencial

dp
— =kp— —-C
1 kP (m+sp)p
Haciendo a = k —m, la ecuacién anterior se escribe de forma equivalente como
dp 2
— =ap— —-C 2.1
s 2.1

La cuestion que ahora nos podemos plantear es si existe alguna funcién que
satisfaga la ecuacion diferencial en (2.1), es decir, si existe solucién. La teoria
de ecuaciones diferenciales nos brinda un teorema segtn el cual una ecuacién
diferencial dada, bajo ciertas condiciones tiene solucidn, y también si ésta es
Unica.

Tomando una versién mds simplificada del teorema de existencia y unici-
dad en [21], se plantea el siguiente teorema

Theorema 2.0.1 — de existencia y unicidad. Dado el problema de
d

Cauchy { d% = f(x,y) , donde f es una funcién definida en una regioén
y(*0) = yo

rectangular R que contiene al punto (xop,yo). Si f(x,y) y ‘;—{ son funciones

continuas en R, entonces existe un intervalo / con centro en x( y una tinica

funcién y = ¢ (x) definida en el intervalo I que es solucién del problema.

El teorema solo nos da las condiciones suficientes para la existencia y unicidad
de la solucién. Esto significa que si éstas no se dan, puede ser que el problema
tenga solucién o no. Por eso, hay que tener cuidado al momento de aplicar el
teorema para asegurar la existencia de soluciones y su unicidad.

dy _
= Ejemplo 2.1 Dado el problema { d? 1)_ \/? . Determine si el problema
y =

tiene solucidn unica. .
Resolucion

En efecto, si hacemos f(x,y) = ,/xy, su continuidad estd asegurada en la
regién R = {(x,y) € R? / xy > 0}, lo cual corresponde al primer y tercer

. P af _ x 1 [x :
cuadrante del plano cartesiano. Asimismo, 3 = 7 = 24/5 ©s continua en

el conjunto Ry = {(x, y)eR?/ 3= 0} C R;. De estos dos resultados se tiene

que f'y 3—’; son continuas en R,. Como (1,0) € R,, entonces el teorema no
asegura la existencia y unicidad de soluciones para el problema dado. En este
caso, el problema tiene mas de una solucién; podemos verificar que y; (x) =0

2
yy(x) = % (x% - 1) son soluciones del problema dado.
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ﬂ _ 47)(27),2
= Ejemplo 2.2 Dado el problema dEC )_ xy . Determine el conjunto
y()=2
de R? en el cual el problema tiene solucién tnica. .
Resolucion

. 2 . . .
Si hacemos f(x,y) = 4/ MTy se tiene que f es continua en el conjunto

22 —y = y
R = {(x,y) €R?/ 4)67.\ > 0} mientras que af % xyz 4@‘35

continua en Ry = {(x y) €R?/ 2> 0} Asf se tiene que (1,2) estd en
RiNR,.
Tomando la regién rectangular R contenida en

{(x,y)ERz/x2+y2<4,x>O,y>O},

el problema tiene solucién tnica en R.

Métodos de solucion de ecuaciones diferenciales or-
dinarias de primer orden

Ecuaciones diferenciales de variables separables

Este método funciona cuando la ecuacién diferencial se puede expresar en

la forma
dy

i F(y,t)=¢(y)w() (2.2)

donde ¢ estd en algun intervalo / # 0. Asumiendo ¢ (y) # 0, podemos transpo-
ner este término y obtener:

En esto ultimo, aplicando proceso de integracion se obtiene la familia de
curvas

% :/l[/(l‘)dt-l—c (2.3)

donde c es constante.

Debemos indicar que en la transposicién de ¢(y) puede ocurrir la
pérdida de soluciones constantes y = y* que hacen ¢(y) = 0, dichas
soluciones se llaman soluciones estacionarias
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» Ejemplo 2.3 Dada la ecuacién ‘{g = ’yt . ;{’ , esta ecuacion es de variables
separables, pues;
dy 2
- = (" —4y)
dt 12 +4 ~——
7 =00y
=y()
Transponiendo términos se tiene: yzd,{b, = z2 v dt, que al integrar resulta:
dy tdt 1
= Inc
/ / 24’ a
1
— n(r? +4)+ ) Inc

de donde, finalmente, la solucion general4 es

4

y(t) = 1—c(t2+4)2

con dominio todo R cuandoc < 0o c¢ > 11—6; mientras que los intervalos abiertos

<—t><=,1 /% —4> 0 <—\/ﬁ —4, \/\% —4> o <\/% —4,+<>0>, cuando 0 <
c< %

Segun la observacidn arriba, las soluciones que se pierden en el proceso de
transposicién de ¢ (y) = y* — 4y, son las raices de la ecuacién ¢ (y) = 0, que
resultan ser las soluciones estacionariasy =0ey =4.

Podemos ver que las curvas integrales son crecientes® cuando % >0y que

corresponde a las regiones del plano:

Qi ={(nt)eR? : t>0, y(y—4) >0}
Q={(t)eR?: t<0,y(y—4) <0}

Asimismo, son decrecientes cuando % < 0y corresponde a las regiones

Q3 ={(y,1) eR* : 1>0, y(y—4) <0}
Qi ={(yt)eR? : t <0, y(y—4) >0}

Para t — +oo, 1a solucién estacionaria y = 0 se comporta como una solucién
atractora, mientras que y = 4 es una solucién repulsora. Asimismo, cuando
t — —oo, las soluciones y = 0 e y = 4 son respectivamente atractora y repulsora.
Mostramos esto en la Figura 2.1. "

“4En este caso la solucién puede expresarse en forma explicita.
SPara funciones reales de variable real, se tiene que éstas son crecientes cuando su primera
derivada es positiva.
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Figura 2.1: La figura muestra el campo de direcciones de la ecuacién diferen-

cial d’ = t}ﬂ ‘Zy y el comportamiento de algunas curvas integrales respecto de

las solu01ones estacionariasy =0y y=4.

= Ejemplo 2.4 Resuelva la ecuacién diferencial xyy’ = (x+1)(y+1); luego
determine la curva integral que pasa por el punto (1;0). .

Resolucion

La ecuacién diferencial propuesta es separable, asi tenemos yy?dy = “%ldx,
cuya integracion es como sigue:

x+1
dy= d
/y+1 / x *

y—In|y+1|=x+Inx|+Inc

esto ultimo es equivalente a escribir oOT ; il M= = c|x|e*, donde debe ocurrir que
¢ > 0. Escogiendo la curva que pasa por el punto (1;0), es decir aquella que
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satisface y(1) = 0, se obtiene ¢ = ¢!

particular

, con lo cual nos queda la solucién

&™)
() +1]

que desarrollando el valor absoluto se tiene finalmente

= [xfer!

Y(x)
e
y()+1
No olvidar que y(x) = —1 es solucién estacionaria de la ecuacién diferencial.

= Ejemplo 2.5 Para cada a € R, se tiene la ecuacién diferencial:

d
£:2(¢+1)(x+a2_1)2

Determine la curva integral que pasa por el punto (0;0), luego analice el
dominio para distintos valores del pardmetro a y su comportamiento en ¢ — oo.

Resolucién

Siendo separable la ecuacién diferencial, se tiene:

/(xﬂf%l)zzz/(tﬂ)dt—c
1

A 2
porpr s R

donde para cada a, la solucién (o familia de curvas integrales) la escribimos
como

xa(t):m—l—l—az (*)

6

Asimismo, la solucidn estacionaria® es:

xSt =1—a°

De (*) escogemos la solucién que pasa por (0;0) y se obtiene ¢ = %, que al
reemplazar en (¥) se tiene la familia de curvas’ que pasan por (0;0)

(@®>—1)%t(t+2)
(@>—1)2+2(a>— 1)t —1

(4

Xa(t) = —

SLa solucién que se perdi6 por el proceso de transposicién.
"Tener en cuenta que aun interviene el parimetro a.
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Para determinar el dominio de la funcién x,(¢), vemos que el denominador
no es cero cuando el discriminante de la expresion cuadrética es negativo, es
decir:

A = R@-1DP=4d®-1)(-1)<0
A = 4d*@d®-1)<0
ae{—1;1)—{0}

También observamos que:

x_1(t)=0, Dom(x_1)=R
x1(t)=0,  Dom(x;) =

Luego de este andlisis, afirmamos que el dominio de x,(¢) es R si y solo si,

e [-1:1] - {0}

Para otros valores de a, vemos que en el caso de a = 0 se tiene la funcién®
H(t+2)
X()(l) = (t+ ])23 DOm()C()) = <71a+°°>

Asimismo, paraa < —1 6 a > 1, el dominio de la solucién® x,(¢) estd dado
por

Dom(x,) =

El anélisis del comportamiento de x,(¢) cuando ¢ — +eo, solo podemos hacerlo
en el caso de Dom(x,) = R. Con esta consideracién calculamos:

i L (a®>—=1)%t(t+1) B
tgrinwxa(t) B IEIEOQ— (@ -2 4+2(a2 - 1)t—1
es decir, x4(t) — x%%(t), cuando 1 — oo. .

xy+3x—y—3
xy—2x+4y—8

. Iy
= Ejemplo 2.6 Resuelva: 2 =
Resolucién
La ecuacién diferencial es una ecuacion separable, y se escribe de la siguiente

manera:
dy  (y+3)(x—1)

dx  (y—=2)(x+4)

8Recuerde que la curva integral pasa por el punto (0;0).
9Tenga en cuenta que las curvas integrales pasan por el punto (0;0).
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Resolviendo se tiene:

y—2 /xfl
dy = d # -3 x#—4
y+3 Y x+4 % ¥ Y

d d
/dy—S/—y :/dx—S/—x +Inc, ces constante
y+3 x+4

y—5ln|y+3|=x—5In|x+4|+Inc

cuya expresion simplificada es:

& (x+4)° =ce'(y+3)°

Ecuaciones diferenciales reducibles a separables

Existen ecuaciones diferenciales que no son de variables separables; sin
embargo, mediante sustituciones o cambios de variable apropiados, se con-
vierten en ecuaciones diferenciales de variables separables. A continuacién
mostramos con algunos ejemplos este método.

= Ejemplo 2.7 a) Mediante una transformacién apropiada convierta la
ecuacion diferencial

d
d—: = F(ax+ bt +c¢), donde a, b y ¢ son constantes

en una de variables separables.
b) Aplicando el método anterior, resuelva: % = sen’(t —2x+3).

Resolucion

a) Al hacer u = ax+ bt + c y derivar respecto de la variable 7, se obtiene:
% = a% + b. De donde resulta:

dx 1 (du b

dt  a\dt
Usando este cambio de variable, la ecuacion diferencial se transforma
en la ecuacion de variables separables

du
b+aF(u)

b) Usando el método de a), hacemos la transformacién u =t —2x+ 3; de

donde se obtiene: % = 1 — 1du T 600 reemplazando en la ecuacién

) - dat — 2 2dt
diferencial vemos que:
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la cual es de variables separables. Resolviendo esto dltimo:

du 1
S |
/leSenzu / +2 ne

/sec(2u)du =r+ % Inc

sec(2u) + tan(2u) = ce*
que expresada en las variables x, # dan como resultado:
sec(2t —4x+6) +tan(2r —4x +6) = ce™

= Ejemplo 2.8 Resuelva: y' = 1/2x+ 3y. Determine si hay solucién estaciona-
ria.

Resolucion
En este caso, con el cambio de variable u = 1/2x + 3y, vemos que

Q_Zudu 2

dx  3dx 3

Escribiendo la ecuacion diferencial en la nueva variable, se obtiene:

@ _ 3u+2
dx  2u

(2.4)

que es de variables separables. Su resolucién es como sigue:

2u
3u+2

du =dx, Acésetiene que3u+2 >0
%/d 4 3du__ + es constante
379 3ua O

2 4

gu—gln\3u+2|:x—|—c

Si expresamos la solucién!? obtenida en las variables x e y, ésta serfa:

2 4
g\/2x—|—3y—§ln (2+3\/2x—|—3y) =x+c

Puesto que 3u+ 2 > 0, entonces no existe soluciéon estacionariall. .

190bserve que hemos obtenido una forma implicita de la solucién.
Como u es la raiz con signo +, entonces 3u +2 > 0.
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= Ejemplo 2.9 Resuelva la ecuacion
xy = (y—x) +y

luego analice el dominio de su solucién y determine si existe alguna solucién
singular.

Resolucion

La ecuacion diferencial propuesta la escribimos asi:

dy (y—x) |y
L = el o
dx X + X ( )
Dado que no es de variables separables, hacemos la transformacion f—( =u,
segtin la cual
dy = xdu + udx

Poniendo estos resultados en (@) resulta =x*(u—1)34u, cuya ex-
presion simplificada es la ecuacidn diferencial de variables separables

xdu+-udx
dx

du

L —x(w—1’ (8)

La resolucién de () es como sigue:

/wd_bt])S/xder;,u#l

—1 )
CED
puesto que )yz = u, entonces
2
X
G-=-5— ()

En 0 es facil darse cuenta que para ¢ > 0 no existe solucion real, sin embargo,
con ¢ = —k? < 0 (donde k > 0) la solucién explicita estd dada por la expresién

X

y(x)ZXim

cuyo dominio es Dom(y) = (—k,k).

Si nos fijamos en (B), la transposicién de (z — 1) hizo que se perdiera la
solucioén estacionaria u = 1, que en las variables x e y es equivalente a ;V—C =1.
En vista de que esta solucién no puede ser obtenida a partir de la solucién
general, afirmamos que y(x) = x, x # 0 es una solucién singular. .
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= Ejemplo 2.10 Resuelva: &y =x+¢” —1
Resoluciéon

La ecuacién no es de variables separables; sin embargo con la transformacién
x+e¥ =z se tiene:
dz
a =2
cuya solucién es z = ce®, con c¢ constante. Expresando la solucién en las
variables x,y se tiene

y(x) =1n(ce* —x)

= Ejemplo 2.11 Para x # 0 considere la ecuacién diferencial

d
xc%c =24 (2x+1)y— (P +»%) (2.5)

a) Muestre que haciendo la transformacién z = x —y + 1, la ecuacién
diferencial se convierte en una de variables separables.

b) Halle la solucién general de la ecuacién diferencial.

¢) Determine la solucién particular que pasa por el punto (—1;—1) y el
intervalo maximo donde estd definida.

d) Determine las soluciones estacionarias. ;jHay soluciones singulares?

Resolucion

a) El cambio de variable z = x —y+ 1 implica que

dy dz
y=x—rly dx dx

lo cual reemplazando en (2.5) nos conduce a la ecuaciéon
dz 2 2
x 175 =2+ 2x+1)(x—z4+1)— [x¥" = (x—z+1)7]

cuya forma simplificada es la ecuacion diferencial de variables separa-
bles

@_12—2—2
dx X

(%)
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b) La resolucién de (*) es como sigue:

dz dx
Grhe-y  x TThET?

[eres/%

1
3/(z 5 —H) ln|x|—|— Inc, c es constante

- 3
1
n oy ’ (c|x\ )

de donde

2+ ex3
TS
Puesto que z =x —y+ 1, la solucién general estd dada por

24cex3

y(x):x—'_l_m

(%)

¢) Side (**) escogemos la curva que pasa por el punto (—1,—1), entonces
c= % Luego la solucién particular que cumple con tal condicién es
dada por la funcién

4+

2—x3

yx) =x+1-

cuyo dominio maximo donde esta definida es Dom(y) = (—oo,+/2).
d) Si nos fijamos en (*), las soluciones estacionarias son z; = —1y zp = 2.
Tomando cada caso se tiene:

z=—-1 = y(x)=x+2
2=2 = nkx=x-1

Luego las soluciones estacionarias son y;(x) = x+2y y2(x) =x— 1,
ambas con dominio R. Si ponemos ¢ = 0 en (**) se obtiene y,(x). Para
el caso de y;, vemos que es imposible obtenerla a partir de la solucién
general; por lo tanto la solucién singular es y1 (x) =x+2. En la figura 2.2
se muestra el campo de direcciones para las curvas integrales(solucion
general) de la ecuacion diferencial con las dos soluciones estacionarias.

= Ejemplo 2.12 Resuelva la ecuacién (x* —cosy) dx+ mdy 0, usando un
cambio de variable apropiado para transformarlo en una ecuacién de variables
separables; asimismo, determine la curva integral que pasa por el punto (17 %)

y su dominio .
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Resolucion

(x> +y?) con las

Para poder llegar a un cambio de variable adecuado, hay que escribir la
ecuacion diferencial en forma apropiada, asi tenemos:

cosydx+xsenydy dx

cos?y

(%)

_x3

Observando el miembro de la izquierda es fécil darse cuenta que el cambio de
variable adecuado es u = —=—, con el cual

cos y

cosydx—+xsenydy

du =

cos?y

Reemplazando en (*) se tiene la ecuacion de variables separables

dx

du=—

3
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cuya solucién es u = —ﬁ + k, que expresada en las variables x e y es
X 1
— 5> — k
cosy 2x
o también

(x) = arccos 27)62
W= 2 — 1

Para determinar la curva que pasa por el punto (17 %) se resuelve la ecuacion

2 _ 1

1 = 30 de donde 2k = 5, asi la curva buscada es

(x) = arccos 27)9
= 5x2—1

cuyo dominio'? es el intervalo [%, 1+ ﬁ} .

Ecuaciones diferenciales homogéneas
Se trata de ecuaciones diferenciales de la forma:

M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 (2.6)

donde las funciones M, N : Q@ C R? — R son homogéneas del mismo grado en
las variables x e y. Para comprender qué se entiende por funcién homogénea
hay que enunciar la siguiente definicion:

Definicién 2.1.1 La funcién f: Q C R? — R es homogénea de grado
en las variables x, y si, y solo si,

fAx,Ay) =A"f(x,y), V(xy), (Ax,Ay) €Q, L €R

Theorema 2.1.1 Si f es homogénea de grado n = 0 en las variables x e y,
entonces f es una funciéon de w = %

Demostracion. Siendo f una funcién homogénea de grado O en las variables
x,y, entonces para el nimero A se tiene:

f(z’xvly) = 2’Of(xvy) = f(xvy)

En particular, si hacemos y = wx, entonces

f6y) = flxaw) = fxlLxw) =0 f(Lw) = f(1,w) = f(w)

. 3 . .
12Se tiene que resolver —1 < 5)(22"—71 <1y escoger el intervalo que contiene a x = 1.
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Theorema 2.1.2 Sean M y N funciones definidas en el dominio Q C R?. Si
M(x,y)dx+N(x,y)dy = 0 es una ecuacién diferencial homogénea, entonces
el cambio de variable w = ¥ la convierte en una ecuacién diferencial de
variables separables en x y w.

Demostracion. Como la ecuacién M(x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 es homogénea,
entonces M y N son funciones homogéneas del mismo grado en las variables
x ey, es decir:

M(Ax,Ay) = A"M(x,y), V(x,y) €Q, L €R
N(Ax,Ay) = A"N(x,y), V(x,y) €Q, A €R

La ecuacién diferencial se escribe de manera equivalente como

dy  M(x,y)
ix = N(y) (*)
M(x,y)

que haciendo f(x,y) = Niry) ? resulta que f es homogénea de grado 0 en
las variables x e y; luego aplicando el teorema 2.1.1 y el cambio de variable
w= %, la ecuacion diferencial de (*) se convierte en la ecuacion de variables
separables

dw dx

Fow x

Observacion
, . ., . . oody
Segtin el teorema anterior, la ecuacién diferencial 3 = f(x,y) es

homogénea si y solo si, f(x,y) es homogénea de grado cero en las
variables x e y.

= Ejemplo 2.13 Aplicando el teorema anterior, determine la solucién general
de la ecuacidn diferencial:

xdy — ydx = xcos (y) dx

X
Resolucion
La ecuacion diferencial propuesta la escribimos asi:

DI
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Vemos que la ecuacién diferencial es homogénea; luego con el cambio de
variable w = ﬁ—c la ecuacion (*) se transforma en la ecuacion de variables
separables:

cuya solucidn es
secw +tanw = cx, con c constante

Si expresamos en las variables x e y, la solucion final es

secXthanX =cXx
X X

» Ejemplo 2.14 Resuelva: x>% = 3(x? +)?) arctan (2) +xy

Resolucién

Ponemos la ecuacién diferencial en la forma:

d 2
& 3 {1 + (X) ] arctan (X> +X
dx X X X
La ecuacién es homogénea, asi con el cambio de variable w = /%, se tiene la

ecuacion diferencial de variables separables

dw
X = 3 (14 w?) arctanw,

cuya resolucién es la siguiente:

dw dx
/2— = 3/— +Inc, ces constante
(1 4+w?)arctanw X

In|arctanw| = 31n x| +Inc

w = tan (cx3)
Si escribimos en las variables x e y, la solucién final es:

y(x) = xtan (cx)

= Ejemplo 2.15 Determine la curva integral del problema:

{ (x3—|—y3) dx —xy*dy =0
y(1)=0
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Resolucion

Si escribimos la ecuacion diferencial en la forma:

dy x\? y

- —(Z + =

dx y X
vemos que ésta es homogénea. Asi, aplicando el cambio de variable w = ;V—C se
tiene la ecuacion de variables separables:

1
dx w2

Cuya resolucién es como sigue:

2 dx
w“dw = | — +c¢, c es constante
X

3

Y+
— =Inlx|+¢c
3

Si expresamos en las variables x e y se tiene la solucion general

y(x) = x{/In|x3| +3c

De la condicién y(1) = 0 en la solucién general, se obtiene ¢ = 0. Luego la
solucidén del problema es:

y(x) = x¥/31Inx, x € (0,4o0)

. .. . . dy  6x2—5xy—2y? .
= Ejemplo 2.16 Resuelva la ecuacién diferencial - = o e Determi-
nar las soluciones estacionarias y singulares, si las hay.

Resolucién
La ecuacion diferencial es homogénea y la escribimos en la forma:
dy 6-5.-2(2)°
dy _6-57-2(3
dx gy (¥)?
6 8)( + (X)
Si aplicamos el cambio de variable w = £, se convierte en la ecuacion separable

dw  6—5w—2w?

W+XE T 6— 8w+ n?
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cuya resolucién es como sigue:

dw _ 6—5w—2w? dw  w—6w'+11lw—6
X*— = W= X—— = —
dx  6—8w+w? dx w2 —8w+6
1 1 1 9 1 dx
- 6 — = dw=— | = 1,2,3
/< 2w_1 W2 2w—3>w /x’w7é”
1 9 1
6ln|w72|filn\wfl|filn|wf3\:fln\x\+§ln|c|,cesconstante

Expresamos esto tltimo en la forma simplificada:

(w—2)"2 c

(w—1) (w=3)2  x2
que escrita en las variables x e y, nos queda la solucién general

=292 _
(y—x)(y—3x)°

De la resolucién de la ecuacidn separable, las soluciones estacionarias co-
rrespondientes son w; = 1, wo =2y wz = 3, que expresadas en las variables
X ey son respectivamente yj (x) = x, y2(x) = 2x e y3(x) = 3x. Si ponemos
¢ =0 en la solucién general, obtenemos y,(x). En el caso de las otras dos
soluciones estacionarias, es imposible obtenerlas de la solucién general, por lo
cual resultan ser soluciones singulares. .

x Ejemplo 2.17 Resuelva: & = Y2Vt
Resolucién

La ecuacién diferencial es homogénea, pero si multiplicamos por la expresion
conjugada del denominador se obtiene

dy x x\?
Z_Z ) —1
axy " <y>

que al aplicar el cambio de variable w = %, se transforma en

Separando variables e integrando se tiene: [ ——%——dw = In|x| — Inc,
P g J Y |x]

donde ¢ es constante. Haciendo 1 —w? =% en la integral, se obtiene — z% =

In|x| —Inc. Resolviendo la integral, la solucién es

C
r==—1
X
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Poniendo 7 = v/1 —w? y simplificando se tiene 1 —w? = (£ — 1)2. Luego en
las variables x e y se tiene finalmente la solucién general:

y2 =2cx—c?

2.1.3 Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas

Existen casos de ecuaciones diferenciales que no son homogéneas; sin
embargo, con un cambio de variable apropiado se convierten en homogéneas.
A continuacién algunas situaciones que explican este método.

Caso 1: Ecuaciones diferenciales de la forma:

d b
yF( ax+by+c

)
= _ 0 2.7
dx alx—i-bly—&—q)7 a7 27

Se trata de una ecuacidn diferencial no homogénea; sin embargo, siendo el
numerador y denominador expresiones lineales, hacen que igualadas a cero
definan dos rectas!?

L:ax+by+c=0
Li:aix+biy+c1 =0

Aqui puede ocurrir que las rectas sean paralelas o que se crucen.

1. si|”

ar b

que se intercepten en un punto (xg, o). Haciendo la traslacién de coor-
= X—X0

V=YyY=Y0

ecuacioén diferencial homogénea en las variables u y v

@ _F au—+ by
dv aju+byv

=0, entonces L/ /Ly y ;- = % = k. Esto hace que

= 0, entonces las rectas L y L no son paralelas, esto hace

denadas y reemplazando en (2.7), resulta finalmente la

a b
aq b1
de §2.7) sea equivalente a % Luggo, apl.icando el. cambio de
variable u = a1 x+ b1y queda la ecuacion diferencial de variables sepa-

rables
l@,ﬂfp ku+c
by dx b - u+cyp

13Si 1as rectas se interceptan en un punto, podemos hacer traslacién de coordenadas a dicho
punto y el término independiente de las expresiones lineales desaparece. Queda de esta manera
una expresiéon homogénea de grado cero en las nuevas variables.

ax+by+c

2. Si ayx+byy+cy
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Caso 2: En algunas ecuaciones diferenciales funciona el cambio de va-
riable w = x—v,, donde n debe escogerse de manera apropiada de tal forma que
resulte una ecuacién de cualquiera de los tipos ya vistos.

Caso 3: En algunas situaciones es beneficioso hacer el cambio de varia-

ble{ .

—ub
— luego escoger valores apropiados para p y g que hagan la
ecuacion diferencial separable u homogénea.

Veamos algunos ejemplos

= Ejemplo 2.18 Resuelva 4 = 2002
Resolucién

La ecuacién no es homogénea, sin embargo con las expresiones del numerador
y el denominador se puede definir las rectas

Ly : 2x+y—3=0
L, : x—2y+1=0

Estas rectas no son paralelas y se interceptan en el punto (1;1). Hacien-

do el cambio de coordenadas { , se tiene x=utl
v=y—1 y=v+1
dx=du B .
dy =dv ; luego, reemplazando en la ecuacién dada, se obtiene la ecua-
cién homogénea
dv 2u+v
du  u—2

que mediante el cambio de variable w = ;- se convierte en la ecuacién diferen-
cial de variables separables

udl_2(1+w2)
du 12w

Resolviendo esta ecuacidn se tiene
—2w du
—>dw=2 [ — ¢, cesconstante
14+w u
arctanw — In(1+w?) = 2In|u| + ¢

2 .
Como w = 5 entonces arctanﬁ —1In (1 + ;—2> = Inu? + c. Finalmente la solu-
cién general en las variables x e y es:

arctan > ] =In[(x—1)*+@-1)] +c
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2
= Ejemplo 2.19 Resuelva d) = ();fyyjls) . Asimismo, determine las solucio-

nes estacionarias y smgulares si las hay.
Resolucion

Con las expresiones lineales que aparecen en la derecha de la ecuacion di-
Li: x—3y—5=0
Ly: x+y—1=0

paralelas y se interceptan en el punto (2;—1). A continuacién trasladamos

el sistema de coordenadas a dicho punto haciendo { Z ii: (2_ 1) , asi,

x=u+2 du=dx
y=v—1 dv=dy
ecuacion diferencial se convierte en la ecuacién homogénea

2
dv u—73v
du u+tv )’
Esta, a la vez, con el cambio de variable w = 5, se transforma en la ecuacién
diferencial de variables separables:

ud—w _ (- D(w? —6w+1)

du (w+1)?
14,

ferencial definimos las rectas { , las cuales no son

. Usando este cambio de coordenadas, la

Separando las variables e integrando se tiene

/’ (w+1)? _/@
(w—1)(w—3—=22)(w— 3+2\f) J u

Luego, aplicando fracciones parciales en la integral de la izquierda vemos que

7/ dw 2+f/ N 2—\@/ dw
w—1 w—3— 2[ 2 w—3+2V2
— Inju|+Inc

2njw—1] +1n’(w—3 —2V2)2V2 (- 3+2\/§)2—ﬁ’ ~21n|ul +2In¢

_3_ 24V2(,, 2—V2
In (w3 2\@)( (;v)z 3+2ﬁ) =In|—|, conlnk=2Inc
w— u
)2
(w7372\f2)2+ﬁ(w73+2\@)2_\/§:k(w 21) ,comow:X
u u

[v—(3+2\6)ur+ [v—(3 2\[)} = k(v —u)?

14 Antes hay que asumir que w # 1, 3+2v/2, 3—2v/2.
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Finalmente, si expresamos en las variables x e y se tiene la solucién general:

}2+ﬂ 2-v2

(1) - (3+2v2)(x—-2) (6+1)=(3-2v2)(x-2)

2
= k(y—x+3)
Las soluciones estacionarias son en este caso:

w=1 = yl(x): -3
wr=342V2 = ykx)=03+2V2)(x-2)—
w3=3-2v2 = y@x)=03- \6)()6—2)—1

Haciendo k = 0 en la solucién general se obtiene y,(x) e y3(x), mientras que
¥1(x) no puede ser obtenida de la solucién general, por lo tanto, se trata de una
solucién singular. .

= Ejemplo 2.20 Resuelva (2x+2y+ 1)dx+ (x+y—1)dy = 0 y determine la
solucién singular.

Resolucién
Ponemos la ecuacién diferencial en la forma apropiada

dy  2x+2y+1
dx x+y—1

)

con las expresiones lineales del numerador y denominador de la derecha
Li: 2x4+2y+1=0
Ly: x+y-—1
hacemos z = x+y la ecuacién diferencial se transforma en una de variables
separables, la cual es:

definimos las rectas { , las cuales son paralelas. Si

dz _ z+2
dx  z—1

Su correspondiente solucidén es en este caso
z—3In|z+2| = —x+c¢, ces constante

que expresada en las variables x e y nos conduce finalmente a la solucién
general

x+y=3Inlx+y+2|=—x+c

La solucién estacionaria que resulta ser z = —2, es equivalente a y(x) = —x—2.
Puesto que es imposible de ser obtenida de la solucién general, afirmamos que
es una solucion singular. .
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= Ejemplo 2.21 Resuelva (3xy +y?)dy = (2x + 3y?)dx usando cambio de
variable apropiado, luego determinar las soluciones estacionarias y singulares
si es que existen.

Resolucién

Para determinar el cambio de variable adecuado, es conveniente escribir la
ecuacion diferencial en una forma mas idonea, asi tenemos:

2

dy 2+
ydx_ 3_~_ﬁ
X

(%)

Observando la expresion de la derecha, intentamos el cambio de variable

2
y dy z «xdz
=— lcual y— ==+ -—
= ey =y
Poniendo este cambio de variable en (*) se llega a la ecuacioén separable:

xﬂ (=4 (z+1)
dx z+3

cuya resolucion es como sigue:

z+3 dx

———dz=——, zF# 4,2+ -1

Caern© T T e

z/ﬁ % ﬁ— /@—Hn es constante

5/ z—=4 5) z+1 X @ ¢

7In|z—4|—2In|z+ 1| = =5In|x| +Ink, donde Ink =5Inc
+1)2

—47=k@

(z—4) e

Expresando esto tltimo en las variables x e y, se obtiene la solucién general'?

7 2
(y2 — 4x) =k (y2 +x)
Las soluciones estacionarias de la ecuacidn diferencial son:

=4 = y(x)=4x

a=-1 = y()=—x
Haciendo k = 0 en la solucién general se obtiene y;(x); sin embargo, es
imposible obtener y;(x) a partir de la solucién general. Por lo tanto la solucién
singular es: y2(x) con Dom(y;) = {—eo;0]. .

15En forma implicita.
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= Ejemplo 2.22 Resuelva la ecuacién (ax+y— 1)dx+ (y —x— 1)dy = 0,
donde a > 0.

Resolucion

Ponemos la ecuacion diferencial en la forma:

dy ax+y—1

dx  x—y+1 (*)

Con las expresiones lineales que aparecen en el numerador y denominador del

ax+y—1=

lado derecho, definimos las rectas { N , las cuales se interceptan

—y+1=0
en el punto (0; 1). Hacemos traslacién de coordenadas a dicho punto, para lo
cual tomamos { " as{ { e y dx = du . Si escribi-
v=y—1"~ y=v+1 dy=dv
mos (*) en las variables u y v, se obtiene la ecuacién diferencial homogénea:
dv _au+tv
du  u—v’

que con el cambio de variable w =  se convierte en la ecuacién diferencial
de variables separables

a+w? u
cuya resolucion se hace a continuacion:

/ dw /wdw _ [du

w?+a wita J u

1 1

—arctan——fln(w +a) =1In|u|+c, c es constante

Va va 2
\I[arctan<fu> iln(:ﬂ+a>:ln|u|+c

Si expresamos esta solucion en las variables x e y se obtiene:

1 -1\ 1 —1)?
%arctan (%) — Eln (W) =In|x|+¢

= Ejemplo 2.23 Resuelva dy = Z*& aplicando el método de los casos 2 y
3.
Resolucion

A continuacién hay que resolver la ecuacién diferencial con cada uno de los
casos que se indica. En efecto:
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a) De acuerdo al caso 2, se debe hacer el cambio de variable w = X%, de
tal manera que n debe escogerse apropiadamente'®. En este cambio de
variable vemos que:

d d
y=x"w y et IV faid
dx dx

Luego, reemplazando en la ecuacién diferencial y agrupando convenien-
temente se obtiene:

dw 30 4 (3w? — 2nw?)x¥ 2 - 2pwtxtn ]
Yax T 2wxt3 —2p3x3n ()

Debemos indicar que no existe una regla para determinar n; sino que
se hace de manera heuristica apelando a la capacidad de observacion y
procurando obtener una ecuacién mds sencilla. En este caso, si en (*)
hacemos 2n+2 = 4n — 1, entonces n = %

Al reemplazar este valor de n en (*) nos queda la ecuacién diferencial

separable

3 dw 3% + 3wty
X2 s TR
dx 2yt —2niad
cuya forma simplificada es

w—w3 _de

W= ——=
14w 2 x
Procediendo a su resolucion se tiene:
w— w3 3 [dx

1—|—w4 2

/ / 1+w 31||+
2 1+vﬂ2 4] 1w ’znx ¢

1
Earctan( 2)—41 n(l+w*) = 71n|x|—|—c

+ ¢, cesconstante

Luego, la solucién en las variables x e y es:

1 2\ 1 40\ 3
5 arctan <i}3) len <y )—;x ) = Eln|x|+c

x=uP
b) Segtn el caso 3, debemos hacer el cambio de variable R
y=Ww
cuya expresion en diferenciales es:
dx = puP~'du
dy=qvildv

16Buscando siempre que la ecuacién diferencial se haga homogénea.
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Luego, reemplazando en la ecuacién diferencial y simplificando se tiene
la expresién!’

3p—1 3p 2q
q dv _3u <u +v > (55)

pdu 2021 \udr — 24

Haciendo una inspeccién en los exponentes, se tiene que los valores

apropiados de p y ¢ que hacen de (**) una ecuacidén de variables separa-
1

blessonp=3yq= %, asi nos queda la ecuacién diferencial
1—w du
——dw=—,
1+w? u

cuya resolucién se hace a continuacién

]l —w

dw / — +k, kes constante
14+w?

arctanw — Eln(l +w?) =1In|u| +k

Si expresamos la solucién'® en las variables x e y se tiene la expresion
en forma implicita:

2 1 6 A
arctan (i;) - Eln (xx—Zy) =3In|x|+k

2
= Ejemplo 2.24 Resuelva: % = 2:}?{3
Resolucién

La ecuacioén diferencial no es homogénea, pero los términos algebraicos que
aparecen en la expresion de la derecha nos sugiere hacer el cambio de variable
w= X’—;, donde se debe escoger n apropiadamente. Efectuando tal cambio de
variable se tiene

dy dw

_ =y xnfl n“"
y=wx y dx n. w+Xx dx

Luego, reemplazando en la ecuacion diferencial

dw 2+ 3p2y2ntl

n—1
nx- ow4x — =
dx 4yxit2

17Es necesario escribir la ecuacién diferencial en una forma apropiada para que sea facil escoger
los valores convenientes de p y g.
18Verifique que esta solucién con la obtenida por el método anterior sean equivalentes.
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Para determinar el valor de n, buscamos que el lado derecho de la ecuacién
diferencial sea de variables separables, asi debe ocurrir que 2n+ 1 = 0, es decir
n= —j Con este valor de n se obtiene w = y4/x y la ecuacién diferencial de
variables separables

dw 24+ 5w?
dx 4w
cuya resolucién se hace en seguida
4w dx
SW —|—2 X
d(5w* +2) dx

2
10 5w2 T 2 Il + 3 Inc, ¢ es constante

In(5w*+2) = 51n |x| +Inc
Sw? = c|x\% -2

Si expresamos en las variables x e y, la solucidn general estd dada por la
expresion

5xy? = c|x|% -2

= Ejemplo 2.25 Resuelva: d’ = i +gy
Resolucion
Si factorizamos el lado derecho de la ecuacion diferencial se tiene:
dy y(1+4+xy
21 ()
dx x\1—xy

Asf la expresion del paréntesis nos sugiere hacer el cambio de variable u = xy,

segtin el cual
_u dy _1 @
Y73 Y dx ax

Si escribimos (*) en funcién de las variables u y x se tiene la ecuacién separa-

ble:
du_2(
dx  x\1—u

que resolvemos a continuacién

1— d
“au=2Y

x
d d
/—u—/du:2/—x+lnc, donde c es constante
u x
In|u| —u=2In|x|+1Inc
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Si escribimos la solucién en las variables x e y se tiene:

y = cxe®

Ecuaciones diferenciales exactas

Antes de establecer qué se entiende por ecuacion diferencial exacta, hay
que explicar algunos aspectos relacionados con la diferencial total de una
funcién real de varias variables. Asf tenemos, que dada la funcién f: Q C
R? — R, para un nimero ¢ € Ran(f), la ecuacién

flxy)=c (2.8)

representa una curva'® en Q llamada curva de nivel c, para la cual si calcula-
mos la diferencial total se obtiene
af df
df(x,y) = ==dx+=-dy=0
fly) =+ pd
que también representa la ecuacién diferencial de la curva®® (2.8). Suponer
ahora que se tiene la situacién contraria, es decir, la ecuacién diferencial

M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 (2.9)

Inmediatamente surge la pregunta de si existe alguna funcién f(x,y) cuya
diferencial total coincida con M (x,y)dx + N(x,y)dy. Si esto llegara a ocurrir,
entonces debe acontecer que

0 d
a{:M(x,y), a*JyC:N(x,y) y dflxy)=0

donde df(x,y) = 0 implica que f(x,y) = ¢, donde c es constante.

Definicion 2.1.2 La expresion de la forma: M(x,y)dx+ N(x,y)dy es una
diferencial exacta en una regién Q C R?, si existe alguna funcién f: Q —
R tal que

df(x.y) = M(x,y)dx+N(x,y)dy, ¥(x,y) € Q
;. 0 d
es decir: Tf: =M(x,y)y a—{ =N(x,y).
En base a esta definicién decimos que la ecuacién diferencial M (x,y)dx +

N(x,y)dy = 0 es exacta, si la expresion del lado izquierdo es una diferencial
exacta.

19También podemos explicar esta situacién usando el concepto de imagen inversa. En este caso,
la imagen inversa de c es el conjunto £~ (c) = {(x,y) € Q / f(x,y) =c} C Q.
20Si tomamos ¢ de manera arbitraria, la ecuacién f(x, ¥) = c representa una familia de curvas.
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Theorema 2.1.3 Sean M(x,y) y N(x,y) funciones continuas cuyas primeras
derivadas parciales también son continuas en el rectdngulo R = (a,b) X

¢,d). Entonces M (x,y)dx+ N(x,y)dy es una diferencial exacta si y solo si
M __ IN
dy T oxt

Observacion
Saber que la ecuacién diferencial M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 es exacta,

implica que existe la funcién f : Q C R?> — R, tal que: % =M,
d
L =Ny flxy=c

Para determinar f usamos cualquiera de las dos derivadas parciales; por ejem-
plo, si tomamos la igualdad ‘;—f = M(x,y), e integramos respecto de x, obtene-
mos:

flxy) = [ Mxy)dv+o0) 210

Asi el problema de determinar f(x,y) depende ahora de encontrar ¢ (y). Por

tal raz6n derivamos (2.10) respecto de y y usamos la igualdad 7 f =N(x,y),
para obtener la ecuacién diferencial

55 (M) +9/0) = nGr)

cuya integracién respecto de y nos conduce a encontrar

00) = [ W) 5 ([ M) | v

Poniendo ¢ (y) en (2.10), la solucién de la ecuacién diferencial
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0

es la familia de curvas f(x,y) =c.

También se pudo haber iniciado el proceso de solucién usando ‘;—J; =N(x,y);
el método es similar.

= Ejemplo 2.26 Resuelva: (2x+¢”)dx+xe’dy =0
Resolucién

Se tiene la ecuacién diferencial (2x+¢”)dx+ xe’ dy =0, donde M(x,y) =

M(x y) N(x.y)
2x+e”y N(x,y) =xe’. Si calculamos & a y a , obtenemos %M 871;7 = e«";. que
de acuerdo al teorema 2.1.3, la ecuacion diferencial es exacta Esto significa
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que existe f : Q C R? — R tal que ?T{c =M(x,y), g—{ =N(x,y)y flx,y) =c,

V(x,y) € Q. Asi de la igualdad % = M(x,y) = 2x+¢€”, y tomando la integral
respecto de x se obtiene f(x,y) = [ (2x+¢”)dx+ ¢(y), de donde

fxy) =5 +xe" + () (%)
Ahora, si en (*) derivamos respecto de y, ocurre que % = N(x,y), asf tenemos:
af _ a 2 y _ — .y
E RN (6% +xe” + 9 (y)) = N(x,y) = xe
xe’ +9/(y) = xe’
¢'(y)=0
o(y) =k

Luego, reemplazando en (¥) se tiene f(x,y) = x> + xe* + k. Por tltimo como
f(x,y) =c, ¥(x,y) € Q, entonces la solucion final es la familia de curvas
f(x,y) = x* +xe’ +k = c, o también

¥ +xe¥ =C, donde C=c—k
El proceso de resolver este tipo de ecuaciones es similar al ejemplo que

acabamos de realizar. .

» Ejemplo 2.27 Determine la solucién de la ecuacion diferencial
(x3 +ée* seny+y3) dx+ (3xy2 + excosy+y3) dy=0
Resolucion

Sean M(x,y) = x> +e*seny+y> y N(x,y) = 3xy? +e*cosy +y>. Para com-
probar la exactitud de la ecuacion diferencial tenemos:

oM JdN
—— =¢'cosy+3y> y — =3y>+ecosy
dy ox

Puesto que % = %—1;’, la ecuacién diferencial es exacta, asi existe f: Q C

R? — R tal que ’;—{C = M(x,y), 3—{ =N(x,y)y f(x,y) =c, ¥(x,y) € Q. Para
determinar f(x,y), procedemos de % =M(x,y) = x> +e*seny+y>, de donde

fly) = '/(x3+exseny+y3)dx+¢(y)

4
X
THeseny 0t H00) (¥
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Ahora, si se aplica la derivada a f respecto de y ocurre lo siguiente

%:i ﬁ+exseny+xy3+¢(y) :N(.X y)=3xy2+excosy+y3
dy dy\ 4 T
e cosy+3xy* 4+ ¢'(y) = 3xy* + ¢*cosy +y°
o' =y’
4
_r

que al reemplazar en (*) resulta:

x 3 y4
floy) =7 +etseny+ay” + 7

Como f(x,y) = ¢, V(x,y) € Q, entonces la solucién de la ecuacién diferencial
estd dada por la familia de curvas

X +y4

+eseny+xy° =c

= Ejemplo 2.28 Determine la solucion general de la ecuacidon diferencial:
(¢’ cosx —2xseny)dx+ (ey senx — x> cosy) dy=0
Resolucion
Para M(x,y) = ¢’ cosx —2xseny y N(x,y) = ¢’ senx — x*> cosy, se tiene:

oM Y cosx — 2xcos
— = x—2x = —
dy YT ox
of _

asf la ecuacién diferencial es exacta y existe f : Q C R? — R tal que I
M(x,y), % =N(x,y)y f(x,y) =c, V(x,y) € Q. Siendo % = M(x,y), entonces

flxy) = /M(W)dx—i— o(y)

= /(ey cosx —2xseny)dx+ ¢ (y)
= ¢'senx—x’seny+o(y) (%)
Abhora, si aplicamos la derivada a f respecto de y se obtiene ‘3—{ = N(x,y),

cuyo desarrollo nos conduce a lo siguiente

d
v (ey senx —x”seny + ¢()’)) = N(x,y) = e’senx —x*cosy
Yy

e’ senx —x
¢'(y)=0
0 (y) = k, k es constante

2

2cosy+ ¢/ (y) = e senx — x> cosy
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Ponemos ¢ (y) en (*) y se obtiene:
f(x,y) = e’ senx—x*seny+k

Dado que f(x,y) = ¢, V(x,y) € Q, la solucién de la ecuacion diferencial estd
dada por la familia de curvas

esenx—x*seny =C, donde C=c—k

= Ejemplo 2.29 Resuelva:

1_
2+} +<y }\/ﬁ>dy 0.

Resolucion

Sean M(x,y) = 21 y N(x,y) = 1 — —% i calculamos %M y 2N
/3242 y /24 dy ox
vemos que o Ve
oM y __dN

8y o (x2+y2)% o g

De esta manera la ecuacién diferencial es exacta y existe f: Q C R? — R tal

que aﬁ: =M(x,y), % =N(x,y)y f(x,y) =c, V(x,y) € Q. Si empezamos de

% = M(x,y), entonces

) = [ Mey)dr+o0)

dx
=10y
| — 00
= In(x+ VA7) +90)  (+)
Abhora, aplicamos la derivada a f respecto de y para obtener
1 x

g:a&y{ln(x—i- x2+y2)+¢( )} N(x.y) = Yoy

. o) = e
Va2 (x4 /22 +y?) Y ooy/xr4y?
YITVEAN) ol X

X% 4-y? YooyV/xr+y?
9'(y)=0

¢(y) =k, kes constante

Ponemos ¢ (y) en (*) y usamos el hecho de que f(x,y) = ¢, ¥(x,y) € Q para
as{ obtener

f(x,y)=1In (x—l— x2+y2) +k=c
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de donde la solucién de la ecuacién diferencial estd dada por

y2:C2—2Cx7 conlnC=c—k

= Ejemplo 2.30 Determine la curva que satisface el problema:

{ (x% + 2ye™)y 4 2xy +2y%e* =0
y(0)=1

Resolucion

Multiplicando por dx a la ecuacién diferencial se tiene
(x? 4 2ye*)dy + (2xy 4+ 2y*¢™)dx =0

M(x,y) = 2xy +2y?e>
de donde al hacer , se obtiene
N(x,y) = x>+ 2ye*

oM s ON
CE oxdye =22
dy aye ox

Esto ultimo muestra que la ecuacién diferencial es exacta y asi existe la
funcién f: Q C R? — R para la cual 3 9 =M(x,y), 5 f =N(x,y)y f(x,y) =c,

V(x,y) € Q. Si empezamos de la expresién f =M (x y) = 2xy+2y%e*, se
obtiene

flry) = / (2xy+2y*e™)dx + ¢ (y)

= Xy +o0) (%)

Asimismo, la derivada de f respecto a la variable y nos conduce a la expresién

a—f 0 (x y—i—yzezx—i—q)(y)) =N(x,y) Ex2+2yez"
dy dy
de donde
X% 4 2ye* + ¢/ (y) = x* + 2ye™
¢'(y) =0
o(y) =k

Poniendo ¢ (y) en (*) y haciendo C = ¢ — k, la solucién general estd dada por

Py+yre =C
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Aplicando la condicién y(0) = 1 se obtiene C = 1, por lo tanto la curva que
pasa por el punto (0;1) es

.)C y + eryz 1
que expresada en forma explicita, ésta es:
Vot 4462 — 2
)=
En la figura 2.3 se muestra el campo de direcciones del problema con la
respectiva curva integral. .

N~N—~— -~/ 7 F
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Figura 2.3: Campo de direcciones de (x> 4 2ye*)y’ +2xy +2y?¢* =0y la
curva integral que pasa por el punto (0, 1) dada por y(x) = M.

2¢2x

4y? 242

4xy2 —x3

dr+ 2 dy =0

= Ejemplo 2.31 Resuelva:
Resolucién
4y?—2x2 8y? —x? " .
Sean M(x,y) = L“xyzﬂ@ y N(x,y) = 252y © fdcil verificar que:

oM 8xy __ON

dy (&P —x2)?2 ox
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Luego, la ecuacién diferencial es exacta y existe f: Q C R*> — R tal que
% =M(x,y), 5 f = N(x, y) y F(x,y) =c¢, V(x,y) € Q. Para determinar f(x,y)

2x2
W’

flry) = /(W)dﬁ(b()

y? —3x2 1 —2xdx

4
= ———dx— d
4xy? — x3 2 4y2 — x+6()

tomamos f —M(x y) = asf:

= ln\4xy2—x3|—§1n\4y —x2\+¢(Y) (%)

Abhora, desarrollando af = N(x,y) tenemos

8 2_ .2
& (1nban? -1 = Snldy? 21+ 000) ) = Nlwy) = 2
¢’(y)=l
¢(y) =1Inly|

Si ponemos ¢ (y) en (*) y usamos el hecho de que f(x,y) =c = % Ink, V(x,y) €
Q, se llega a la solucién general:

In [4xy? —x°| — ln |4y —x*| +1In|y| = flnk
cuya expresion simplificada es
Y4 -2 =k
Esta ecuacién diferencial también se resuelve como una ecuacién homogénea.
Sugerimos al lector aplicar tal método. .
= Ejemplo 2.32 Dada la ecuacién diferencial
(x + yery) dx+ nxe*dy =0

a) Determine el valor de n para que la ecuacién sea exacta.
b Con el valor de n encontrado, resuelva la ecuacion diferencial.

Resolucion
=x+ye e . .
a) Sean M(x,y) =x+y ! . La ecuacién diferencial es exacta si, y
N(x,y) = nxe*
solo si %M %— es decir

¥ 4 2xye®™ = ne®™ + 2nxye™, 2xy # —1
de donde n =1
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b) Poniendo n = 1 en la ecuacién diferencial se tiene:

(x + yezxy) dx+xe™¥dy =0

M(x,y) = x+ye* s .
con { (x.5) J . Puesto que la ecuacion diferencial es exac-

N(x,y) = xe*
ta, entonces existe f : Q C R — R tal que g—f =M(x,y), 3—{ =N(x,y)
y f(x,y) =c, ¥(x,y) € Q. Siendo ‘;—5 = N(x,y) = xe*, entonces

ey =30 4wl ()

Ahora, si derivamos f respecto de x se obtiene

o _ 0 (1 M) mrt e
ax - ax (26 +W(x)) —M(.X,y) —X+y€
' (x) =x

2
V/(x):?

Reemplazando y(x) en (*) y usando el hecho de que f(x,y) = ¢,
V(x,y) € Q se tiene:

de donde

2.1.5 Ecuaciones diferenciales no exactas. Factor integrante (Fl)
Se trata de ecuaciones de la forma: M(x,y)dx+ N(x,y)dy = 0, donde

oM , IN

dy ' odx
Sin embargo, este tipo de ecuaciones pueden transformarse en exactas, si se

les multiplica por una funcién apropiada llamada factor integrante®!. Veamos
como funciona esto:

2l'Siempre una ecuacién diferencial no exacta que tenga solucién general, admite factor inte-
grante.
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Sea U = U(x,y) el factor integrante, al multiplicar la ecuacién diferencial por
dicha funcidn se tiene

U(x,y)M(x,y) dx+U(x’y)N(x7y)dy =0

M(x.y) N(x.y)

Tenga en cuenta que al multiplicar la ecuacidn diferencial por el factor inte-
grante, ésta se hace exacta. De esta manera si

M(x,y) =U(x,y)M(x,y) y N(x,y) =U(x,y)N(x,y)

entonces debe ocurrir que

ow_ N
dy  Ox
de donde
0 0
55 M) = S wN)

Desarrollando esto tdltimo se obtiene

dnU  dInU M 9N

N&x M&y dy  ox

@2.11)

La igualdad en 2.11 es muy importante, porque a partir de ella determinamos
U(x,y). Veamos algunos casos:
1. Suponer que U estd en funcién sélo de x, es decir U = U(x), entonces
(2.11) se escribe en la forma
W
Udx N

(2.12)

y para que la hipétesis funcione, el lado derecho de (2.12), debe estar
oM _ IN

en funcién solamente de la variable x. Poniendo %

que (2.12) se transforma en la ecuacién diferencial

= p(x), vemos

1 dU )
— 2 plx
Ude P
con la cual se determina U (x).
2. Si asumimos que U = U (y), entonces (2.11) se escribe en la forma:

IN _ M
1dU  5x — 9y

—— = 2.13
U dy M ( )
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En este caso la hipétesis es vdlida siempre que el lado derecho de (2.13)
o _ oM

dependa solamente de y. Poniendo ¥ = g(y) en (2.13), nos queda

la ecuacion diferencial
1dU

U dx
con la cual se determina U = U (y).
3. En muchos casos no siempre U depende s6lo de x o de y. Ocurre que
U=U(w),donde w=xy,w= i, w = x> 4?2, etc. Determinar w requiere
de un poco de habilidad que se consigue con la prictica.
Veamos a continuacién algunos ejemplos:

=q(y)

s Ejemplo 2.33 Dada la ecuacién diferencial: 2 5+2x 5+20-2) y#0.
a) Verifique que la ecuacidén diferencial no es exacta, luego encuentre el
factor integrante.
b) Usando el factor integrante resuelva la ecuacién diferencial.
¢) Encuentre la solucién particular que pasa por el punto (0; \/§) y el
intervalo maximo donde estd definida.

Resolucién
a) Escribimos la ecuacion diferencial en la forma adecuada
(5+42x—2y*)dx—2ydy =0
Con M(x,y) = 5+2x—2y? y N(x,y) = —2y, verificamos que

oM JON
oy~ WAO=G)

lo cual hace que la ecuacién diferencial no sea exacta. Si multiplicamos
la ecuacidn diferencial por el factor integrante U se tiene

(5+2x—2y*)Udx —2yUdy =0 (2.14)
en la cual hacemos
M(x,y)=(5+2x—2")U 'y N(xy)=-20U

Puesto que (2.14) es una ecuacién diferencial exacta, entonces

oM B oN
dy  ox
desarrollando las derivadas parciales se obtiene la identidad (2.11) dada

por
dlnU Maan

Nz?x B dy

= —dy (2.15)
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Como se dijo antes, esta ecuacion es muy importante porque segin como
esté dada nos permite hacer suposiciones acerca de la dependencia de
U. Examinando el lado derecho vemos que ésta solo depende de y; sin
embargo al asumir U = U(y), (2.15) se convierte en
1dU 4y
udy —5+2x—2y?
donde la expresion de la derecha depende de x e y, y eso no es con-
veniente?2. Ahora, si suponemos que U = U(x), entonces (2.15) se
2 % ‘2—1; = }g =2, cuya forma mds simple es
%dU =2dx, y asi U(x) = e**.
b) Para determinar la solucién de la ecuacién diferencial, multiplicamos
ésta por el factor integrante que acabamos de hallar en (a). Asf se tiene:

(5+2x—2y*)eXdx —2ye*dy =0 (2.16)

transforma en la ecuacion

con
M(x,y) = (5+2x—2y%)e™ y N(x,y) = —2ye™*

Como (2.16) es exacta?*, entonces existe f:QC R2 - R tal que % =

M(x,y), % =N(x,y) y f(x,y) = ¢, V(x,y) € Q. A continuacion, para

encontrar f se conoce que ’;—jyc = N(x,y) = —2ye*, entonces

Flx) = =2 [ ye¥dy + i

fxy) ==y +y(x) (%)
Ahora, derivando f respecto de x se tiene
Jdf d
dx Ox
—2y%e™ ¢/ (x) = €™ (5+2x — 2y%)
V() = (5+20e
y(x) = (2+x)e™

(—y%e™ +y(x)) =M(x,y) = (5+2x —2)%)e™

Poniendo y(x) en (*) y usando el hecho de que f(x,y) = ¢, V(x,y) € Q
vemos que

fley)=—y*e¥ + (2+x)e* =c
y de esta manera la solucién general estd dada por:

Q2+x—y)=ce >

22Pues hemos supuesto que U = U (y)

23Esta ecuacin si estd en concordancia con la hipétesis de que U = U (x).

24Recuerde que desde el momento que una ecuacién no exacta se multiplica por su factor
integrante, ésta se hace exacta.
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¢) De la familia de curvas encontradas en (b) hay que determinar aquella

que pase por el punto (0;+/5). En efecto, haciendo y(0) = /5, se tiene
que ¢ = —3, luego despejando y se obtiene

y(x) = V2 +x+3e =

donde se debe escoger el signo positivo, quedando asf la funcién

y(x) = V2+x+3e %

Para determinar el dominio® de y(x) analizamos cémo se comporta
la expresion del radicando. En este caso nos interesa conocer su valor
mdximo o minimo. Veamos, para r(x) =2 +x+ 3¢~ ¥ se tiene:

Fx)=1-6e> y r'(x)=12e%

Resolviendo /(x) = 0, el punto critico es x, = %ln6. Luego, siendo
r'(x) > 0, Vx € R, entonces r(x) tiene un minimo absoluto en x,. Eva-
luando la funcién en dicho punto se tiene:

5 1
¢)==+=-In6>0
r(xc) 5 + 5 1n6>
de donde se concluye que r(x) > 0, Vx € R, asi el dominio de y(x) es
R. El campo de direcciones para la familia de curvas integrales con la
curva que pasa por el punto (0, V5 ) se muestra en figura 2.4:

= Ejemplo 2.34 Para f(x) # g(x) considere la ecuacién diferencial no exacta:

yf(xy)dx+xg(xy)dy =0 2.17)

1

a) Pruebe que U(w) = T7v gy SOn w = xy, es factor integrante de la

ecuacion diferencial.

b) Usando el método en (a) resuelva la ecuacién diferencial

(xy? +2y)dx + (3x*y — 4x)dy = 0

Resolucion
a) Sien (2.17) hacemos
M(x,y) = yf(xy) =yf(w)
N(x,y) = xglxy) =xg(w)

25En este caso, determinar el dominio es complicado.
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Figura 2.4: Campo de direcciones de 2% = w con la curva integral

y(x) = v/2+ x4 3e~2* que pasa por el punto (0;/5).

entonces

oM _

d
G = F0)+0f () 2 gln)+wg () = 5 pues £ £ g

es decir, la ecuacioén no es exacta. Multiplicando la ecuacién diferencial
por el factor integrante U se tiene la ecuacion exacta:

yf(y)Udx+xg(xy)Udy =0
—— ————

M(x,y) N(xy)
en la cual ocurre que
oM _oN
dy  ox
Desarrollando las derivadas parciales se obtiene la ecuacién equivalente
a (2.11) dada por

olnU 7M81nU _

N MG = F0) =gl ()~ () @18)

En vista que U = U (w), entonces

dmU _ 14U 9U _ 14U
ox Udw Y dy  Udw
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b)

Poniendo estas expresiones en (2.18) se tiene

1du 1 fl(w)—g(w)

Udw — w  f(w)—g(w)

de donde
av _  fdw [ fw)-gw)
Tl el b v
InU = —Ilnw—1In(f(w) — g(w))

S
w(f(w) —g(w))

Asi el factor integrante es:

U=

1
xy(f(xy) —g(xy))

En este caso la ecuacidn diferencial la escribimos asi:

U:

y(xy+2)dx+x(3xy—4)dy=0

que resulta ser semejante a (2.17), donde f(w) =w+2, g(w) = 3w —4,
con w = xy. Haciendo

M(x,y) =yf(xy) y N(x,y) =xg(xy)

vemos que la ecuacion diferencial no es exacta y usando lo realizado en
(a), el factor integrante esta dado por

1 1
U= =
w(f(w) —g(w)) — xy(6—2xy)
Ahora, si multiplicamos la ecuacién dada por U se obtiene la ecuacién
diferencial exacta

xy+2 . 3xy—4
x(6 —2xy) (6 —2xy) 4
—— ——

M N

para la cual existe f : Q C R? — R tal que % =M(x,y), '3—]; =N(x,y)
y f(x,y) = ¢, ¥(x,y) € Q. Para determinar f principiamos de

= _ wy+2
ox M(x,y) = x(6—2xy)
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Asi tenemos:

1) = [ s ds+60)

fley) = / <; 3—yxy +x(3iW)) “

1y 1 vy 11
= 5 = = —]d
Jx.y) /(2 3—xy+3 3—xy+3 x> *

fley) =3I 2In(o-3)+00) ()
Ahora, si derivamos f respecto de y vemos que
o s (3= S +00) ) =Rl = 220
AEuo
9'(y) = —%
¢(y) = —% Iny

Luego, si ponemos ¢(y) en (*) y usando el hecho de que f(x,y) =c,
Y(x,y) € Q, se obtiene

1 5 2 1
flx,y) = glnx—gln(3—xy)—§lny:c: glnk

de donde

x2

J N — k
(3—xy)>y*

= Ejemplo 2.35 Dada la ecuacién: (x2 +2xy —y?) dx+ (y* 4+ 2xy —x?) dy =0
a) Determine el factor integrante U = U (z), sabiendo que z = x+y.
b) Con el factor integrante hallado en (a), resuelva la ecuacion diferencial.

Resolucién
a) Se tiene la ecuacion diferencial
(F +2xy =) dx+ (> +2xy —x*) dy =0 (2.19)

Haciendo M (x,y) = x*> +2xy —y? y N(x,y) = y> + 2xy — x2, vemos que:

oM oN
7y-2x—2y7ég—2y—2x
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De esta manera (2.19) es una ecuacién diferencial no exacta, y al multi-
plicarla por el factor integrante U = U (x,y), se tiene la ecuacién dife-
rencial exacta:

U(x,y) (x2 +2xy — yz) dx+U(x,y) (y2 + 2xy —x2) dy=0 (2.20)
M(xy)=UM N(x,y)=UN
La exactitud de (2.20) hace que % = %, y de esto se obtiene:
1 /U U ON oM
—|=—M—-——=—N|=—-—— 2.21
U ( dy ox ) ox dy 221)
Como U =U(x,y) =U(z) y z=x+y, entonces
JU  dUdz dU
ox  dZdx dz
JU  dUJdz dU
dy  dZdy dz
IN _ oM
Con estos resultados en (2.21) se tiene d% (InU) = ‘9}’{475" , de donde f3-
cilmente se llega a diz(ln U)= —%. Integramos esto dltimo para obtener
el factor integrante
U) 1 1
=5=
22 (x+y)?
b) Si ponemos el factor integrante que hemos encontrado en (2.20) resulta:

2 1 9y y2 24 5y o2
{erxyzy}d [erxyzx]dy:O
(x+y) (x+y)

Puesto que esta ecuacidn es exacta, existe la funcién f: Q C R2 5 R
tal que:

8}" x2+2xy—y2 af y2+2xy—x2
T B anp Y w=e Ve

af _ X2 2xy—y?

En efecto, puesto que I GOl entonces

2 2
) = [ s o)
2
0 = |1 gp st e0)

2
fln) =+ 2= 400) (9
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derivamos f respecto de y para obtener

af d 2y? ) — Y H2uy—x?
- 'al =N=L T
<X+X+y+¢(y) (x+y)?

dy 9y
de donde ¢’(y) = —1 y asi ¢(y) = —y. Si ponemos ¢(y) en (*) y usa-

mos el hecho de que f(x,y) = ¢, V(x,y) € Q, la solucién general de la
ecuacion diferencial es:

22
x—y—i—izc

= Ejemplo 2.36 Paray > 1 considere la ecuacién diferencial

dy -1
dx (¥ —1y+l—x

a) Muestre que la ecuacidn no es exacta, luego encuentre el factor integran-
te.
b) Hallar la solucién general.

Resolucion

a) Poniendo la ecuacion diferencial en la forma usual se tiene:
(% — )dx+ [x— 0 — 1)y + 1} dy=0

en la cual hacemos M(x,y) =y> — 1y N(x,y) = x — (y* — 1){/y+ 1.
Para M y N se verifica

oM oN
oy PFI= o

lo que confirma que la ecuacién diferencial no es exacta. Multiplicando
la ecuacidn por el factor integrante U resulta

(O — 1)U dx + [x—(yz—l)«/y—i-l} Udx=0 2.22)
——
M=UM N=UN

puesto que (2.22) es exacta, entonces oM _ @, del céalculo de las
dy dx

derivadas parciales se llega a

81nU_M81nU

N ox dy

=2y—1 (2.23)
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b)

Aqui facilmente vemos que conviene asumir U = U(y), luego (2.23) se
convierte en la ecuacion diferencial

1dU_ 2y-1
Udy — y2—1

de donde es facil obtener

Uy =e Y

Para el célculo de la integral tenemos
2y—1 3 1 11

Vo1 2yl 2y-1

(2.24)

2y—1 3 1
— [ Z—dy=—2In(y+1)—=In(y—1
/y2_1 y=—5hy+1)-sn(y-1)

Reemplazando en (2.24) se tiene finalmente el factor integrante dado
por:
U() 1
Y =""3, 1
y+1)2(y—1)2
Poniendo el factor integrante en (2.22) se tiene la ecuacién diferencial
exacta

Vy—1 X ]
dx+ —vy—1ldy=0
+1 3 . 1
NEQI (y+1)z(y—1)2
M

N

para la cual existe f: Q C R? - R tal que ax =
y f(x,y) = ¢, ¥(x,y) € Q. Teniendo W =M=

< ) S =Nxy)

Vy—1
1) = [ Fgds o)
Vy—1
Fly) = Yegxto0) (9
Ahora, si derivamos f respecto de y vemos que
af:a<vy—1 ) N= * —/v=1
dy dy \/m”"’(y) 1) (y-1)2 Y
X X
I 3+¢/(y)*z—1* y—1
(r=12(+1)2 +12(y-1)2
¢'(v)=—vy—1
2 3
00)=—30-1)}
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Finalmente ponemos ¢ (y) en (*) y usamos el hecho de que f(x,y) =,
V(x,y) € Q para obtener:

Vy—1 2 3
fx,y) Ean s-1D2=c
de donde 5
y—1 3 _
\/mx 3(y 1)2=c¢
En la figura 2.5 se muestra el campo de direcciones de la ecuacién
diferencial.
R A A SV A S A AV A A A |
P AV A A A A A A |
P AV A A A A A B B
s 77N 7777001
-7\ 777 1V N NN
— e m 77 7 TN NN N N N~
~~~\\\\\VNT S
~NN\N\\\\ VNNV 1/
NN\NN\\\N\\N VTV /Wy 7
NN\N\\\\N\VN VTV 7 /N
NN\N\\N\NWVN VIV 1V /N
SNNSN N VT T 77 7 7 7 7 77 ==
NNN\\\\NVVYV NS
NNNN\N\N\N V1V VW) 7 m
~NN\N\N\\\N\N\\NV VWi
~~~~~\N\\N\N\ VN1

Figura 2.5: Campo de direcciones de la ecuacién diferencial d—z =
-1
02—y +I—x"

= Ejemplo 2.37 Para todo (x,y) en laregion (0, 7) x (0, 7r) se tiene la ecuacién

diferencial
{2 cosx + ex} dx
seny

Senxcosy
T ey =0
sen?y
Compruebe que la ecuacion no es exacta, luego encuentre su solucién general
con el factor integrante adecuado.
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Resolucion

seny sen?
¢ién no es exacta, pues

Haciendo M (x,y) = 252X 4 ¢* y N(x,y) = w se verifica que la ecua-

JOM _ _cosxcosy , cosxcosy JN

dy sen?y seny  Ox

Multiplicando la ecuacién diferencial por el factor integrante U se obtiene

U
[200“ te } Udx— =250 gy (2.25)
en sen?y
M=UM N=UN

De la exactitud de (2.25) se tiene %Ay” aY, lo cual es equivalente a

N&an _M<9an _ cosxcosy

dx dy sen?y (2.26)

Por lo que se observa en (2.26), es conveniente asumir U = U (x), as{ se tiene

la ecuacion diferencial
1dU cosx

Udx  senx

de cuya resolucidn se obtiene el factor integrante:
U =senx

Poniendo el factor integrante en (2.25) se obtiene:

(2 Senxcosx | . senx> gy 08V s;:n2x dy=0
seny sen?y
M N
para la cual existe f: Q C R?> — R tal que % = M(x, y) =N(x,y) y
f(x,y) =c, V(x,y) € Q. Puesto que =N= %, entonces
o) /cosysenzxd T v)
xny)=— [ ———— x
5 e’y v
5 [ cosy
— d
Fley) = —sen’x [ S8 dy (o)
2
sen®x
fley) = +y(¥) (%)

seny
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Ahora derivamos f respecto de x y vemos que

2
af o <sen X, (x)) _ 7 o Senxcosx

seny seny

+ e senx

ox  ox
V' (x) = e*senx

y(x) = %(senx —cosx)e

Ponemos y en (*) y usamos el hecho que f(x,y) = ¢, ¥(x,y) € Q para obtener

sen’x 1

+ —(senx —cosx)e’ =c¢
seny 2( )

flxy) =

de donde la solucién general es:

senx 1 N
+ —(senx—cosx)e* =¢
seny 2

= Ejemplo 2.38 Resuelva la ecuacion diferencial:
2 [3y +2y% 434 senx] dx—3x [x2 +1+ 2y2] dy=0
Resolucion

Si hacemos M (x,y) =2 [Sy +2y +3x* senx] y N(x,y) = —3x [xz +1+ 2y2] ,
entonces tenemos
oM
Fi 6(142y%) # —3x(x* +142y%)

por lo cual la ecuacion no es exacta. Si multiplicamos la ecuacion diferencial
por el factor integrante U, entonces se tiene

2 [3y+2y* +3x* senx| Udx —3x [x* + 1 +2y*| Udy =0 2.27)
M=UM N=UN
De la exactitud de (2.27) ocurre que % = @ y a partir de esto, la ecuacion
diferencial U U
n n
N -M =9(x*+2y* +1
B % (x"+2y"+1)

Aqui vemos que lo més adecuado es asumir U = U(x), con lo cual se llega a

la ecuacion diferencial
l au 3

Udx  x
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Resolviendo la ecuacién diferencial se obtiene el factor integrante U = )%;
poniendo esto en (2.27) se tiene

3y 2y} 127
2( y++3xsenx)dx—3(1+2+y2)dy=o
X X

M

=

para la cual existe f: Q C R> — R tal que % = M(x,y), Tf N(x,y) y
f(x,y) =¢, V(x,y) € Q. Como

of — 1 2y
L _N= 14+ — 4 =2
¥ 3( Rl

entonces
1 2y?
flx,y) = —3/ <1+x2+x2> dy+y(x)
3

e =35+ 2 ) 0w )

Ahora, derivamos f respecto de x y vemos que

)3 )3
ﬁ:% [—3( + = +2>+W(x)} =ME2(3y+2+3xsenx>

ox 3x2

6y 4 4y
1+L+W f+7—|—6xsenx
1//’( ) = 6xsenx

y(x) = 6(senx —xcosx)

Poniendo y(x) en (*) y usando el hecho de que f(x,y) = ¢, V(x,y) € Q se
tiene

2 3
flx,y)=-3 <y+ + 3y2) +6(senx—xcosx) =c = —3k
de donde 3
2
y+ % + % —2(senx—xcosx) =k
n
s Ejemplo 2.39 Dada la ecuacién dlferenmal 1 d} = %

a) Encuentre el factor integrante.
b) Resuelva la ecuacion diferencial, luego determine la curva integral que
pasa por el punto (0;1).
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Resolucién
a) En primer lugar escribimos la ecuacién diferencial en la forma adecuada
(y —y* = 2xy)dx + (x+y)dy =0

Luego, haciendo M(x,y) =y —y*> — 2xy y N(x,y) = x+y vemos que

oM ON
—=1-2y—2x#¢1=—

dy Y 7 ox

es decir, la ecuaciéon diferencial no es exacta. Ahora, con el factor
integrante U se obtiene la ecuacién exacta:

(y=y* =2xy)Udx+ (x+y)Udy=0 (2.28)
— —
M=UM N=UN

Puesto que % = %, desarrollando las derivadas de esta igualdad se
llega a la ecuacidn diferencial

JolnU B dlnU

N—— —M—— = 2(x+
Ep Iy (x+y)
Aqui es fdcil darse cuenta que conviene asumir U = U (x). Usando esto
se tiene ‘% = —2U, de cuya resolucién se obtiene el factor integrante
Ulx)=e >

b) Si ponemos U(x) en (2.28) se obtiene:

e X (y—y* —2xy)dx+e > (x+y)dy =0

Como esta ecuacion diferencial es exacta, entonces existe [ : Q C R? —
R tal que

d 0
a—f:e‘”(y—yszcy)v %:e—2x(x+y) y fxy)=c, V(xy)€Q

Siendo ‘;—f = e 2(y—y? — 2xy), entonces

flen) = [ 05~ 20)dx+ 90

flxy) = %yze‘z"+xye‘2*+¢(y) (%)
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Abhora derivamos f respecto de y y se obtiene:

af a9 (1, _ _ _
Iy = % |2 e M txye T 9(y)| = F(x+y)
9'(y)=0
¢(y) =k
Poniendo ¢ (y) en (*) y usando el hecho de que f(x,y) = ¢ se tiene
1
floy) =5yt > +aye > +k=c

de donde la solucién general es:

1
Eyz—l—xy:Cezx; C=c—k

Para determinar la curva que pasa por el punto (0; 1) hacemos y(0) = 1,
y se obtiene C = % Luego la curva integral que pasa por el punto (0;1)
estd dada en forma implicita por

¥ 4+ 2xy = ¥
y en forma explicita por la funcién

y(x) = Vx2+eX —x, Dom(y) =R
n

= Ejemplo 2.40 a) Dada la ecuacién diferencial (no exacta) M(x,y)dx+
N(x,y)dy = 0 para la cual

1 <8N oM

xM—yN \ dx dy

N ) = F(xy) (2.29)

es decir, F es funcion del producto xy. Demuestre que el factor integrante
estd dado por U = e/ FW)4W con w = xy.
b) Usando (a), resolver: (4xy® + 3x%y?)dx + (4x>y + 3x%y*)dy = 0.

Resolucién

a) Si la ecuacién no es exacta, la hacemos exacta multiplicando por el
factor integrante U, y queda MUdx+ NUdy = 0. Como debe ocurrir
que %(U M) = %(UN ), entonces desarrollando las derivadas parciales
se llega a la ecuacién

1( U BU)aM IN

Nox Moy ) =%y T ox

i (2.30)
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b)

Aqui, hay que prestar atencién al hecho de que U = U(w) con w = xy.

Calculando las derivadas parciales de U vemos que: %—l){ = y% y %—l\] =

x%. Luego, reemplazando en (2.30) se obtiene:

IM _ IN
que usando (2.29) se convierte en: %Z—% = ff\hxzv; = F(w), cuya reso-

lucién se hace a continuacion

que es lo que se pedia demostrar.
En la ecuacién

(4xy® +3x%y%)dx + (4°y + 3x°y*)dy = 0

hacemos M (x,y) = 4xy® +3x2y? y N(x,y) = 4x>y + 3x?y?, con lo cual
%—M #* %—ﬁ', es decir, la ecuacién no es exacta. Aplicando el método en
(a) vemos que:

Xy

L (v amy__ e
xM—yN \ dx Jdy

es decir el lado derecho es funcién del producto xy. Haciendo F (w) =

6 . . .
—+, con w = xy; el factor integrante estd dado por

U= efF(W)dW —_ E—Gf% _ elnw% _ iﬁ = %
w y

Multiplicando la ecuacidn diferencial por el factor integrante se tiene la
ecuacion exacta

4 3 4 3
S 2 Vaxt (e Jdy=0
(x y3 +x4y4) o <x3y5 +x4y4> Y

M

=2

para la cual existe f: Q C R2 - R tal que % = M(x,y), % — N(x,y)
y f(x,y) = ¢, ¥(x,y) € Q. Como

=M

Pl

43
By A



74 2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

entonces

flen = | (43 + 3) dx+9(y)

P
1 1
f(X7Y):*xTy3*Ty4;+¢()’) (*)

Ahora, derivamos f respecto de y se tiene

af d 1 1 4 3
3y = 2y 00 M=t
¢'(y)=0
¢(v) =k

Ponemos ¢ (y) en (*) y usamos el hecho de que f(x,y) = ¢, ¥(x,y) € Q
para obtener

1 1
f(X,Y)Z—xTyg—7+k=C
de donde la solucién general es
1 1
I I
3 + Kyt

conC=k—c.

» Ejemplo 2.41 Resuelva: (x? +y? 4 y)dx — xdy = 0.
Resolucién

En primer lugar hacemos M(x,y) = x> +y*>+y y N(x,y) = —x, con esto
verificamos que

oM ON

— =2y+1#—-1=—

dy yH1# ox
Luego, la ecuacion diferencial no es exacta. Multiplicando por el factor inte-
grante se tiene la ecuacién exacta

(P +y*+y)Udx— xU dy=0 (2.31)
%/_/ 7\/’
M=UM N=UN

Puesto que % = g, desarrollando las derivadas parciales se tiene

8an_M81nU

N ox dy

=2(y+1) (2.32)
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Si en (2.32) intentamos hacer U = U (x) o U = U(y), vemos que ninguno de
los dos casos funciona, asi que intentamos otra manera. Podemos suponer que

U = U(w) con w = x* +y?, calculando las derivadas parciales se tiene

oU dU U dU
— =2x— y — =2y—
ox dw

Luego, poniendo estas derivadas en (2.32) se llega a la ecuacion diferencial

1dU _ y+1
Udw xN— yM’

asi

1dau 11
Udw X2+ w
dau dw

U w
IR
Tw T x24y?

Reemplazando la funcién U en (2.31) tenemos

y X
1 dx———dy =0
< Ty X2+ y? > @

M N

. d Vi d kv
para la cual existe f: Q C R?> — R tal que a—f: = M(x,y), 55 = N(x

S

d N —
fx,y) =c, V(x,y) € Q. Como 7{ =N= —ﬁ, entonces

1) == [ Fiady v
f.y) = —aretan (2 ) + y(2) (*)

Ahora, si derivamos f respecto de x se tiene

af d Wi
$:$< arctan(y)+ll/( )) :MEIJFﬁ
Yix) =1

y(x) =x

)y

Poniendo y/(x) en (*) y usando el hecho de que f(x,y) = ¢, V(x,y) € Q se

obtiene

fe.y) = —arctan (2 ) + y(x) =
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de donde
Y _
x—arctan= =c¢
X

Observacion
Dada la ecuacién diferencial no exacta Mdx + Ndy = 0, un método

muy eficaz para determinar el factor integrante U es asumiendo que

U(x,y) = f(x)g(y)

de tal manera que si multiplicamos la ecuacién diferencial por dicha
expresion queda la ecuacién diferencial exacta

F(x)g(y)M(x,y)dx+ f(x)g(y)N(x,y)dy =0
donde debe ocurrir

5 UOSOM) = 5 (FI0IN )

Desarrollando las derivadas se llega a la ecuacién

-l e e

donde J;/((;‘)) y g’(;)) deben escogerse de manera apropiada de tal forma
que ocurra la igualdad (2.33).

s Ejemplo 2.42 Resuelva la ecuacion diferencial:
(cosx —senx—+seny)dx+ (cosx+seny—+cosy)dy =0

Resolucién

Sean M(x,y) = cosx —senx—+seny y N(x,y) = cosx + seny + cosy, vemos
que

N
=COSy # —senx = —

oM
dy ox

es decir, la ecuacién no es exacta. A continuacién, multiplicamos la ecua-
cién diferencial por el factor integrante U (x,y) = f(x)g(y), obteniéndose por
consiguiente

(cosx —senx—+seny)f(x)g(y)dx+ (cosx+seny+cosy)f(x)g(y)dy =0

Z|

M=UM =UN

(2.34)
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Como (2.34) es exacta, entonces oM _ IN

5. = %, que desarrollando las derivadas
parciales se obtiene (igualdad semejante a (2.33))

cosy+senx = (J;((;C))>N_ (i’/(())’))))M

/ /
cosy+senx = F) (cosx+seny+cosy) — W) (cosx —senx+seny)
f(x) 8()

de donde

En este caso la igualdad se convierte en una identidad si, y solo si, )

; T =1
% =1, desarrollando estas ecuaciones se tiene:
')
=1 = dnfx))=dx= f(x)=¢"
. (Inf(x)) £
g0
=1 = d(In =dy— =&
<0) (Ing(y)) = dy = g(y)

Ast, el factor integrante es:
Ux,y) = f(x)g(y) =e'e’ =&
Poniendo el factor integrante en (2.34) se tiene la ecuacién diferencial

(cosx —senx+seny)e* ™ dx+ (cosx+seny+cosy)e* ™ dy =0

M

N
Como es exacta, entonces existe f: Q C R2 - R tal que

d
a—f: = (cosx —senx+seny)e* ™Y,

d
a—§ = (cosx+seny+cosy)e
€ Q.

y f(x,y) =c, ¥Y(x,y) Desarrollando la primera igualdad se tiene

flx,y) = / (cosx —senx+seny)e dx+ ¢ (y)

f(x,y) = (cosx+seny)e™ + ¢(y) ()
Ahora, si derivamos f respecto de y entonces
d
a—;c = E ((cosx+seny)e™ + ¢(y)) = (cosx+ seny+cosy)e™”
¢'(y)=0

o) =k
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Reemplazando ¢ (y) en (*) y usando el hecho de que f(x,y) = ¢, V(x,y) € Q
se tiene finalmente

f(x,y) = (cosx+ seny)exﬂ' +k=c

de donde
(cosx+seny)e*™ =C

conC=c—k. .

Si el método no hubiera funcionado, entonces se habria buscado otra forma de
resolucion.

Observacion
En algunos casos resulta eficaz asumir el factor integrante como
\)

Ux,y) =x"y
ecuacion diferencial se haga exacta. Veamos el siguiente ejemplo:

, donde r y s son nimeros apropiados que hacen que la

= Ejemplo 2.43 Resuelva: ydx + 3xdy = x*y>dy
Resolucién
Reordenando la ecuacién diferencial para escribirla en la forma usual se tiene:
ydx+ (3x—x*y*)dy =0
donde M(x,y) =y y N(x,y) = 3x — x*y*. Analizando la exactitud vemos que

oM s ON

Por lo tanto la ecuacion no es exacta. En seguida multiplicamos la ecuacién
diferencial por el factor integrante U (x,y) = x"y*, resultando

xrys+ldx_|_ (3xr+1ys _xr+2ys+3)dy — 0 (235)
Como (2.35) es exacta, entonces debe ocurrir que

d d
jy (xrys+1) _ a (3xr+1ys 7xr+2ys+3)

de donde

(r42)xy’ + (s —3r—2)=0
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r+2=0
s—=3r—2=0
resulta r = —2y s = —4; asf el factor integrante es U = x~2y~* y reemplazando
en (2.35) se tiene la ecuacion exacta

1 301
—d =~ )dy=0
x2y3 x+(@” y> Y

paralacualexistef'QCRz—>]Rtalque? %a—f %—%yf(x,y):

y es una identidad si, y sélo si, { . Resolviendo el sistema

¢, ¥(x,y) € Q. Como 3f = 21y3, entonces

7l3) = [ e o0)
floy) = —é o) )

Derivando f respecto de y se tiene

(o0 ) o0 =2 -

xy3 xyt oy
3 i o1
ngd)(y)ixy“ y
iy — L
o'(y) = 5
o(y) =—Iny

Reemplazando ¢ (y) en (*) y usando el hecho de que f(x,y) =c, ¥(x,y) € Q
se obtiene: 1
y = —— —1 = = —k
fley) =~z —Ty=c

de donde 1
3 + 1Ily =k

Xy

n

u Ejemplo 2.44 Resuelva (2y* +4xy)dx+ (4xy+3x3)dy = 0, dado que existe
un factor integrante de la forma U (x,y) = x"y*, para r, s apropiados.

Resolucién

Seap M(x,y) = 2y? +4x%y y N(x,y) = 4xy + 323, se tiene que 3 7é S s
decir la ecuacién no es exacta. Como el factor integrante es de la forma
U(x,y) = x"y*, entonces la ecuacién diferencial exacta queda como

(2y% +4x2y)x"y* dx + (4xy +3x°)x"y dy = 0 (2.36)

M N
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donde debe ocurrir % = %, desarrollando esta igualdad se llega a la expre-
sion:

2(s—|—2)xrys+1—|—4(s—|—1)xr+2yS=4(r—|— )xrys+1+3(r+3)xr+2ys
2(s+

1
2)=4(r+1)
4(s+1)=3(r+3)
sistema de ecuaciones se obtiene r = 1 y s = 2, con lo cual el factor integrante
es U = xy*. Reemplazando los valores de r y s en (2.36) se tiene:

(2xy* +4x3y ) dx + (4x°y +3x1*)dy =0

la cual es una identidad si, y sélo si, { . Resolviendo el

Como es exacta, entonces existe f : Q C R — R tal que % = 2xy* +4x3y3,
% =4x%y3 4+ 3xM? y f(x,y) = ¢, V(x,y) € Q. De la igualdad g—ﬁ = 2xy* +
4x3y? se tiene

fley) = [ @0 48 +9()

Fy) =2y +99) (+)
Ahora, derivamos f respecto de y y ocurre lo siguiente:
af d
5y = 9y BV I H00)) +00) =48y +35Y?
9'(»)=0
P(y) =k

Reemplazando la funcién ¢(y) en (*) y usando el hecho que f(x,y) = c,
V(x,y) € Q se obtiene:

fy) =y raty vk=c

de donde
2 y4 + x4y3 —C

Observacion
Sea Mdx + Ndy = 0 una ecuacién diferencial no exacta. El factor

integrante es de la forma:
1. U(x) = x*si, y sélo si, % (%’I - %’) es constante e igual a k.

. U(x) =€ si, y s6lo si, %—Ay” = %—Q’—i—N.

2
3. U(y)=y"si, ysélosi, (%—1)\: - %/1) es constante e igual a m.
4

. U =xky" si, y sélo si, m(};—',[)fk(¥) = %f%,parakym
apropiados.

Pedimos al lector verificar cada una de estas posibilidades.
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Ecuacioén diferencial lineal de primer orden

Una ecuacién diferencial lineal de primer orden tiene la forma

dy

— +px)y=¢q(x 2.37
2 TPy =4(x) (2.37)
donde p y g deben ser funciones definidas en algtin intervalo I C R. Segtin
que ¢(x) = 0 6 no, diremos que la ecuacién es homogénea o no homogénea®.
Para resolver este tipo de ecuaciones seguiremos dos métodos que se explican
a continuacion:

Método 1

Que llamaremos método de Lagrange o de variacion del parametro,
consiste en asumir primero que la ecuacién es homogénea, es decir, g(x) = 0.
De este modo (2.37) se convierte en la ecuacién de variables separables

dy

- —p(x)y (2.38)

Resolviendo esta ecuacidn se tiene:

d
A /p(x)derln ¢, donde c es constante
y

Iny=— /p(x)dx—l—lnc

y = ce  JPW)dx

Por lo visto, ya encontramos la solucién de (2.38). Para determinar la solucién
de (2.37) aplicamos lo que llamaremos variacidn del pardmetro, que consiste
que asumir que ¢ no es constante, sino mas bien una funcién, es decir: ¢ = c¢(x).
Queda de esta manera que la solucién de (2.37) es:

y(x) = c(x)e I P (2.39)
y al reemplazarla en (2.37), se tiene lo siguiente:

(et 70 ) (clale P = ()

(W) 1P _ c(x)p(x)e PO 4 e(x) plx)e [P = g(x)
¢ (x) = glx)el P

26 Aqui la condicién de homogeneidad es diferente al que hemos visto en la Definicién 2.1.1.
En ese caso nos referfamos a la funcién homogénea en las variables x e y.
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luego, integrando
= / q(x)el P9 Lk k es constante (2.40)

Abhora, si ponemos ¢(x) en (2.40) la solucién de (2.37) resulta ser

y(x) = {/‘q(x)efp(x)dx +k] ¢ I pdx (2.41)

La férmula (2.41) es la que usualmente usaremos para resolver este tipo de
ecuaciones.

Método 2:

Este es el método del factor integrante. Si ponemos la ecuacién
diferencial en la forma Mdx+Ndy=0, entonces ocurre que U = e/ P4
es un factor integrante. Usando este hecho multiplicamos la ecuacién
(2.37) por el factor integrante y se obtiene:

d :
efp(X)dxd% + p(x)yel POIAx = g(x)e! P

% (yef[’(x)d")

de donde £ (yef ”(x)dx) = g(x)el PW4x_ Asi

/d yef” :/q(x)ef”(x)dxdx—Fk

y(x)el P /q Yel POdx gy 1k
_ { / d()el Py k} o T Pl

que es la misma férmula (2.41) que se obtuvo en el método anterior.
A continuacion resolvemos algunas ecuaciones diferenciales lineales.

s Ejemplo 2.45 Dada la ecuacion diferencial:

&)y +px)g(y) = f(x)

a) Demuestre que con la transformacién z = g(y) la ecuacién diferencial
se convierte en una lineal de primer orden.
. ., . . 2
b) Aplicando (a), resolver la ecuacién diferencial e” (2yy’ + %) = xiz

Luego, indicar la curva integral que pase por el punto (2;—(ln2)%>

y el dominio donde estd definida.
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Resolucion

a) Siendo z = g(y), entonces @ = ¢'(y)2. Luego, reemplazando en la

ecuacion diferencial se tlene
dz
dx

dx’

+px)z=f(x)

la cual es una ecuacion diferencial lineal de primer orden en las variables
Xyz.
., . . 2
b) En la ecuacion diferencial: e” (2yy’ + %) = x%, efectuando el producto
se tiene ) :
e’y + 2" = 5 (2.42)
X X

. 2 2 . .y
Si hacemos z = ¢” resulta % = 2ye”"y'. Con esta variable z la ecuacién
(2.42) se convierte en:

o también

Ahora, si escogemos la curva que pasa por el punto (2, —vIn 2), se
tiene k = 6. Por lo tanto la curva que pasa por el punto indicado es:

y(x)=—4/In <x—|-26) (2.43)

X

Estando esta funcién bien definida para ”6 > 1, es decir, para x €

[—2,0) U (0, 3]. Puesto que 2 € (0, 3], entogces el dominio de y(x) en
(2.43) es (0,3].

s Ejemplo 2.46 Dada la ecuacién diferencial:

dy

7 = PASO) +a(0s0y)
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a) Muestre que la ecuacion dada se convierte en una ecuacion lineal me-

diante la transformacién u = i: E ? 6u= 2" siempre que

f0)°

F)E'») —eW)f' ) P J)E'y) —g0)f' )
g(y) f)

sea constante.
b) Aplique el método (a) para resolver % =secy+xtany

Resolucion

=

: & du _ ['0)80)—f)g' M) dy A+
a) Sihacemos u = » entonces o = 20 To- Asi

du (g’(y)f(y) —g(y)f’(y)) 1 4
dy g(y) 8(y) dx

: S0 ) -0 )
que, poniendo 20)

du _ _ C
75* ()dx,luego

= C, donde C es constante, se tiene

dy  g(y)du

dx C dx

Reemplazando esto dltimo en la ecuacién diferencial dada se obtiene

—@% =3(y) [p(X)]gfgg + q(X)]

Asf llegamos a la ecuacién diferencial lineal de primer orden

du
—+4+C =-C
T+ Cplx)u=—Cq()
También se tiene el mismo resultado con el otro cambio de variable.
b) En la ecuacién diferencial:

a_ secy+xtany
dx

hacemos: f(y) =secy, p(x) =1, g(y) = tany y g(x) = x. Para definir el
cambio de variable, calculamos

F)Eg' ) —g)f () secy 1

& = = — NO €s constante
y) tany  seny

8

)

)
g

F»g' ) —g)f' k) secy
b

= =1 — si es constante
secy
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De donde, el cambio de variable que se sugiere en (a) es u = &:)

f)-
Haciendo los célculos se tiene
du dy dy du
u = sen — =Cosy— — =secy—
Y dx Yax Y dx Vdx

Reemplazando en la ecuacidn diferencial se obtiene

cuya forma simplificada es

@—xu—l
dx o

y segun (2.41) la solucién estd dada por

2 [ 2 1
ulx)=ez /e_de+k

que expresada en las variables x e y se tiene finalmente

X2 [ X2 ]
seny=-e?2 /e_de—i—k

= Ejemplo 2.47 Resuelva la ecuacion diferencial:

dy 1
dx x—3y

n
Resolucion

En este caso vemos que la ecuacién no estd en la forma estandar de una
ecuacion lineal de primer orden. Pero recuerde que asi como esta escrita la
ecuacion, la variable independiente es x y la dependiente es y, asi que lo que
haremos es invertir la ecuacidn para obtener:

Escrita asi, cambia el rol de las variables; es decir x = x(y). En este caso la
ecuacion seria:

Con p(y) = —1y gq(y) = —3y; aplicando la férmula (2.41) se tiene
x = 3+3y+ke
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= Ejemplo 2.48 Halle la solucion de general de la ecuacién diferencial:

d 2
& —-y= x% sen3x
dx x
Resolucion
En este caso tenemos p(x) = —% y g(x) = x> sen3x. Algunas veces serd com-

plicado recordar la férmula (2.41); una forma alternativa es usar el método 2.
Para esto recuerde que el factor integrante es:

U= el pdr _ of=2ar _ gy _ 1

2
Multiplicando la ecuacién diferencial por x% se obtiene:

1dy

2
Zdr ;y =sen3x

Luego, la solucién estd dada por:

1
y(x) = x (k — 5 cos 3x>

= Ejemplo 2.49 Determine la solucion general de la ecuacidon diferencial:
dy
2 2
1)— = 2x—1—4
(x*+1) it +2x Xy

Resolucion

En primer lugar adecuamos la ecuacién diferencial al modelo (2.37) para

obtener:
@ 4x +2x—1

= 2.44
T2 1 K +1 244)
Ponemos p(x) = ijil ygq(x)= %; luego resolvemos aplicando el caso

2. En efecto, el factor integrante se calcula de la siguiente manera:

ef 4x dx

U = efP(X)dx = X2+1 = eln(x2+1)2 = (x2 + 1)2
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Multiplicando (2.44) por el factor integrante se obtiene

d
(2 + 1)267){ Fax( + 1)y = (2 +2x—1)(x2 +1)

&l
de donde
d[(*+1)%] = (P +2x—1)(x* + 1)dx
/d (2 + 1)2] :/(x2+2x—1)(x2+l)dx+c

2 2_&5 Ly, o
(x*4+1)y= = +2x +x"—x+c

Luego, la solucién resulta ser:

1 © 1
y) = (1+x2)2 (5+2x4+x2_x+c)

= Ejemplo 2.50 Resuelva el problema

x% —3y =x* (e +cosx) — 2x?
y(r) = mie™ 212

Resolucién

Poniendo la ecuacion diferencial en la forma usual (2.37) se tiene:

d 3
Y_ = x (e* +cosx) —2x (2.45)

donde p(x) = 7% y q(x) = x3 (¢* 4+ cosx) — 2x. Podemos aplicar en forma
directa la férmula (2.45); pero en este caso aplicaremos nuevamente el método
del caso 2. En efecto, el factor integrante se calcula de la siguiente manera:

_ d _ o3[ %dy _ 3lnx_ 1
U = e/ PWdx — =3[ Fdx _ , nx_;%
Luego, multiplicando la ecuacién diferencial (2.45) por dicho factor integrante

se tiene:
1dy 3
;7dx — xjy = ex"_COS.X—

405)

2

|
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de donde
2
%) (e +cosx — ) dx
x2
2
(%) /(ex+cosx—2> dx+c
X

2
= —|—enx—|— +c

J4

Y asi, la solucion general es:
3 2
y(x)=x"[ e +senx+—+c¢
X

Para determinar la solucién particular que pasa por el punto (7; w3e™ +27%)
reemplazamos en la solucién general y se obtiene ¢ = 0. Luego la curva que
pasa por el punto indicado es:

2
y(x) =x° <ex +senx+ >
X

Hasta ahora hemos resuelto ecuaciones lineales donde la funcién g(x) es
continua, pero ;qué hay de los casos donde se comporta como discontinua?
Veamos los siguientes ejemplos:

dy _
= Ejemplo 2.51 Resuelva el problema { }zf/(v()*)' Eyo— q(x) , teniendo en cuenta
I, 0<x<3
Weq() =1\ o >3

Resolucion

Una forma de resolver este tipo de problemas es por partes segiin como se nos
dé el dominio. En este caso, primero hay que resolver para x € [0;3] y luego
para x € (3;+o0). En efecto:

Para x € [0;3] se tiene la ecuacién diferencial

dy
oy =1
a7

cuya solucién segtin (2.41) es?’

1
y(x) = 3 +ce ™

2’ También se lo puede resolver como una ecuacién de variables separables.
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Como la condicién inicial se nos da en x =0y y(0) = 0, entonces ¢ = — 1

2 b
luego la solucidn en este intervalo es

yx) =5 (1—e™)

| =

Para x € (3;+o0) se tiene la ecuacién diferencial % +2y =0, cuya solucidn es
y(x) = ke=?*. Con estos resultados, podemos decir que la solucién para x > 0
es:

y(x) =

La pregunta que ahora surge es la siguiente: ;cdmo determinamos la constante
k? Recuerde que la antiderivada de una funcién cualquiera que sea integrable
es continua?3. Teniendo en cuenta este hecho, y(x) debe ser continua en x = 3,
es decir:

{;(l—ezx)7 0<x<3 (2.46)

ke >, x>3

¥(37) = lim y(x) = lim y(x) = y(3")

x—3~ x—3+

1
5 (l — e_6) = ke ©

de donde k = % (66 - 1). Poniendo el valor de k en (2.46) se tiene finalmente
que la solucién del problema es:

Haciendo los célculos

y(x):{ T(1—e ), 0<x<3

%(66*1)6_2'(, x>3

El campo de direcciones para la familia de curvas integrales y la curva solucién

del problema se muestra en la figura 2.6. .
2ydy
= Ejemplo 2.52 Resuelva el problema { (}J)—x )Ox +2xy = q(x) , donde
y =
(x) = x, 0<x<1
q\x) = —x, x > 1 . ]

Resolucion

La resolucién de este problema es similar a la del problema anterior?. As:

Para x € [0; 1) se tiene la ecuacién diferencial

d
(l—l—xz)d—z +2xy=x

28También tenga en cuenta que la diferenciabilidad implica continuidad de la funcién.
29 Antes de empezar a resolver este problema, le recomendamos al lector estudiar bien la
solucién del ejemplo 2.51.
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Figura 2.6: Campo de direcciones de la ecuacién diferencial con la curva
integral que pasa por el punto (0,0).

que escrita en la forma de (2.37) resulta ser:

dy 2x X

dx+x2+1y:x2+l

cuya solucién general aplicando (2.41) es

1 x?
=—— | =+k
Aplicando la condicién inicial y(0) = 0 se obtiene k = 0. Por lo tanto la

solucién en el intervalo [0;1) es:

x2

y(x) = Z(T—i—l)

Para x € [1;+4o0) se tiene la ecuacién diferencial
dy
(14x7)—+2xy X

que escrita en la forma de (2.37) resulta ser:

@+ 2x _ X
dx x2+1y_ x2+1

cuya solucion general aplicando (2.41) es:

y(x) = ﬁ (C x;)



2.1 Métodos de solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden 91

Por consiguiente, la solucién en todo el dominio estd dada por:

2
2():27“7 O§X<1
y('x): 1 xZ
m 6_7)’)621

Para determinar el valor de ¢ usamos el hecho que y(x) tiene que ser continua
en x = 1; por lo tanto resolvemos:

y(17) =y(17)

obteniendo asi ¢ = 1. Finalmente la solucién del problema est4 dada por la
funcién ,

X

_ ) iy Osxsd
y ()C) - 1 1 x2 >
X241 2 ) X =2

cuya grafica con el campo de direcciones de la ecuacién diferencial se muestran
en la figura 2.7.

>
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Figura 2.7: Campo de direcciones de la ecuacién diferencial y la curva integral
que pasa por el punto (0,0).

= Ejemplo 2.53 Dada la ecuacién diferencial: f(y)? g—;‘, +3f () )x=f'(y),
determine su solucion.

Resolucién

Una manera sencilla de resolver una ecuacion de este tipo es cambiar el rol de
las variables. La ecuacidn que se nos da tiene como variable independiente a y
y la dependiente a x; cambiando x por y e y por x nos queda

PP 2 4370 Oy = 1) @.47)
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donde x es ahora la variable independiente e y la dependiente. Con el cambio
de variable z = f(x) se tiene

dz dy dydz _dy,
oI Y T m W
que reemplazando en (2.47) resulta:
2dy / /
220+ 32 Wy = £

La simplificacién de esto nos lleva a la ecuacién diferencial lineal de primer
orden en la variables z y y:

dy 3 1
2y

dz zy_;z

que aplicando (2.41) su solucién es como sigue

Ulze3f‘?dz+k] e 3%
<

y =
= {/zdz+k} e 3
1 . k
S TR
Como z = f(x), entonces
1 n k
Y= 37T 73
2f(x)  f(x)3
Por tltimo, invirtiendo el papel de las variables, se tiene:
1 k
X=——+

= Ejemplo 2.54  a) Pruebe que % + p(x)y = g(x)ylny se transforma en

una ecuacion diferencial lineal haciendo z = Iny.

b) Usando a), resuelva la ecuacion diferencial x% =2x’y+ylny.
Resolucién
a) Segtn el cambio de variable sugerido, se tiene: % = 1 4 de donde
dx y dx

dy _ dz
dr  dx



2.1 Métodos de solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden Q3

Luego, reemplazando en la ecuacién diferencial nos queda: y% +yp(x)=
¥q(x)z, de donde eliminando y se obtiene la ecuacién lineal en las varia-
blesxy z
dz
dx
b) En la ecuacién diferencial

q(x)z = —p(x)

d
x—y =2x%y+ylny
dx

con el cambio de variable z = Iny se obtiene la nueva ecuacién lineal en
las variables x y z dada por

Su resolucién aplicando (2.41) es:

z = [/erfixdx—kk} ol
= [/de—i—k} X
7 = 2% +kx

Como z =Iny, entonces Iny = 2x% + kx, luego la solucién final en forma

explicita es
2
y(x) — er +kx

» Ejemplo 2.55 Dada la ecuacién diferencial: 2xyy’ + (x — 1)y? = x%¢*.

a) Transforme la ecuacién dada en una lineal, aplicando un cambio de
variable apropiado.
b) Usando (a), halle su solucion

Resolucion

a) En primer lugar, escribiendo la ecuacién diferencial en forma adecuada

se tiene: s
dy y
2y—+(x—1)— =xe"
v =1~
Observando cada uno de los términos, nuestro primer intento seria hacer

\’2 .
7=+, con lo cual tenemos:

2
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Poniendo estos resultados en la ecuacién diferencial se obtiene la ecua-
cién diferencial lineal de primer orden>’

dz
haid =
I +2z
b) En esta dltima ecuacion diferencial aplicamos (2.41) para su resolucién.
En efecto:
z = {/exefdxdx—i—k} el —dx
= {/ ezxdx—i—k] e
ex
= _— k -
Z ) + ke

Aplicando nuevamente el cambio de variable la solucién de la ecuacién
diferencial esta dada por

2 X —X
= = k
y e+ kxe

2.1.7 Ecuacion diferencial de Bernoulli

La ecuacién de Bernoulli, es una ecuacion no lineal que se escribe segtin
el modelo

d
o py =gy, n# 1, n#0 (2.48)

Este tipo de ecuaciones pueden transformarse en ecuaciones diferenciales
lineales mediante cambio de variable apropiado. En efecto, si multiplicamos
(2.48) por y~", entonces queda

_d _
v +p)y' " =q(x)

. _ yl-n : —ndy _ 1 dz sz
haciendo z=y' ™" se tiene y ™" . = 1. 7%, ¥ con esto llegamos a la ecuacion

1d:
1—ndx

+p(x)z=q(x)

Si hacemos P(x) = (1 —n)p(x) y O(x) = (1 — n)g(x), entonces se obtiene
finalmente la ecuacién lineal de primer orden en las variables x y z:

% +P(x)z=0Q(x)

30En este ejemplo vemos que el cambio de variable escogido sA funciona.
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r_ =2ty
= 3
= Ejemplo 2.56 Resuelva el problema: e indique el valor
y(0)=1
maximo de su solucién.
Resolucion

La ecuacién diferencial es de Bernoulli. Aplicando el método, multiplicamos
por y~*y se tiene:
3y =(1-2)—y

Ahora hacemos el cambio de variable z = y—3, de donde —z’ = 3y~*y’. Ponien-
do la nueva variable en la ecuacion diferencial se tiene

dz
— —z=2t—1
dt ‘

cuya solucidn es:

= {/(Zt 1)e‘f_dtdt+k} el dt

U(m— 1)e’+k} e

Z(t) = ke —2t—1
Puesto que z(¢) = y3—1(t), entonces la solucién general del problema es:
1
)= ————
Y= a2

Abhora, si aplicamos la condicién inicial y(0) = 1, se obtiene k = 2. Por lo
tanto la solucién particular que pasa por el punto (0, 1) es:

1

)= ———r———
ye) V2e' =2t — 1

Para determinar el valor mdximo de la funcién nos fijamos en el valor minimo
del denominador. Para esto analizamos el comportamiento de la funcién

r(t) =2¢ —2t—1
Para la cual se tiene que
Pt)=2¢ -2y ¥'(t)=2¢ >0, VteR

Resolviendo
7t)=0=1t=0
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de esta manera, el punto critico de r(¢) estd en r = 0, para el cual r’(0) > 0,
concluyendo asi que r(¢) tiene un minimo absoluto en ¢ = 0, cuyo valor es
r(0) = 1. Como r(r) > r(0) = 1, Vr € R, entonces el valor maximo de y()
serd y(0) = 1.

El campo de direcciones de la ecuacién diferencial y la solucién del
problema se muestran en la figura 2.8. Debemos indicar también que del
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Figura 2.8: Campo de direcciones de la ecuacién diferencial y la solucién
1

) = ot
andlisis de r(r), el dominio de la solucién es R. .

= Ejemplo 2.57 Resuelva: % +xy= %

Resolucién

Si ponemos la ecuacién diferencial en la forma

dy
dx

+xy=xy!

vemos que se trata de una ecuacién de Bernoulli; por tal motivo multiplicamos
la ecuacidn por y y se obtiene

dy 5
Vs Ty =x
Luego, haciendo el cambio de variable z = y?, se tiene y% = %%, y reempla-

zando estos resultados en la dltima ecuacion diferencial queda:

dz
— 4+ 2xz=2x
dx
la cual es una ecuacién diferencial lineal en las variables x y z. Haciendo

p(x) = 2x, g(x) = 2x y aplicando (2.41) la solucién se encuentra del siguiente
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modo
2(x) = </ zxe./'2xdx+k> o) —2xdx
- (/ 2xex2dx+k>
Z(x) = 1—|—ke’x2

Si regresamos a las variables x e y la solucién final es:

v =1 tee ™

= Ejemplo 2.58 Resuelva: xy?y = x> +y°
Resolucion

Expresando la ecuacion diferencial en la forma (2.48), se tiene: % — % y=xy 2.
Luego, multiplicando por y? resulta:

dy 1
21_7y3:x

ydx X

la cual con el cambio de variable z = y* se transforma en:

dz 3
" 2,3
dx xZ x

cuya resolucion segin la férmula (2.41) es como sigue
Z(x) = [/ 3xefidxdx+k] oJ 3dx

_ [/ Sxe—3lnxdx+k:| 3nx
2(x) = 34k
Luego, la solucién en las variables x e y estd dada por
y3 = 3% 4k

o también en la forma explicita como:
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= Ejemplo 2.59 Resuelva la ecuacién diferencial:
20+ 1)y + 2+ (x+ 1)H? =0
Resolucion

En este caso la ecuacién diferencial la escribimos asi:

d 1)3
dy | vy | (x+ L
dx  x+1 2

por lo que vemos que es una ecuacién de Bernoulli. Multiplicando por y =2 y
haciendo el cambio de variable z = y~! se tiene la ecuacién diferencial lineal:

dz  z (x+1)3

dx x+1 2

cuya solucién es como sigue

3
z = [/(x—;l)efﬁdx—i-k]efjfldx
2
= [/()H_Zl)dx—i—k}(x—i—l)
14
z = %deﬂ)

Como z = %, entonces

6

y(x) = G+ D) [(x+1)3 + 64]

= Ejemplo 2.60 Resuelva: 2(y + 1)% — g(y-i- 1)2 =x*

X

Resolucion

La ecuacion diferencial es de Bernoulli y aplicando en forma directa el cambio
de variable z = (y+ 1)? se tiene 2(y + 1) % = %. Luego, reemplazando en la
ecuacién diferencial se obtiene la ecuacién lineal’!:

dz 2 4

dx x

31En algunos casos diremos simplemente ecuacién lineal, haciendo referencia siempre a la
ecuacion diferencial lineal de primer orden.
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Resolviendo segtin (2.41) resulta

zZ(x) = (/x4e_-‘.)2rdxdx+k) ol Fdx
= X (/xzdx+k)
3
2 .x
—+k
“(5)
como z = (y+ 1)?, entonces la solucién final es

(y+1)? =+ <)§+k>

~

—
=

Na¥
Il

= Ejemplo 2.61 Dada la ecuacién Zy = sy q(x)y(lny)%. Transforme la

X
ecuacion diferencial en una de Bernoulli y encuentre su solucion.

Resolucion

Segtn la forma en que se presenta la ecuacion, lo primero que se nos ocurre es
hacer el cambio de variable v = Iny, de donde se deduce que % = yZ; =e¢" Z;
Reemplazando estos resultados en la ecuacién diferencial se tiene la ecuacion

de Bernoulli 4 |
1 Vv 2
— ——y3 — 2.4
v = vi—q(x) (2.49)

Haciendo nuevamente el cambio de variable z = v3 se obtiene v~ 3 ZV = %%,

y reemplazando en (2.49) se tiene la ecuacién diferencial lineal

dz 2 2

dx gz = —561(?5)

Resolviendo segtin la férmula (2.41) se obtiene:

zZ(x) = (—i q(x)e_g-J'?dx%—k) eSS
2 _2 2
zZ(x) = (3 q(x)x3 dx+k) X3

2

2
Como z =v3 = (Iny)3, entonces

3
2 3
Iny=x (k— 3 /q(x)xgdx>
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td ty2 —y=0
s Ejemplo 2.62 Demuestre que el problema de Cauchy*? yt(ié)) 0

tiene infinitas soluciones distintas.

Resolucion

La ecuacién es de Bernoulli y expresada en la forma (2.47) se tiene: % — %y =

y?, de donde
dy 1
-2 ~1
=~ _Z =1
a1
Resolviendo con el cambio de variable z = y~!, se tiene finalmente que su

solucidn estd dada por la familia de curvas

2t
)= ——
i) =——3
Es fdcil ver que todos los elementos de esta familia pasan por el punto (0,0)
para cualquier valor de ¢ # 0. La figura2.9 muestra como algunas de dichas
soluciones pasan por el punto (0,0). .

T 11 1 11 1T 1 901 1 1 11
1 11 1M1 T 1 11 11N 1 1
1 11 11 1T 11111 1N 1 1
1 11 111 1 %11 1 11 1 1
1 1T 1 111 14)11111 11
1 T 1 1411 1 711 1 111 11
1 T 1 141111 g1 1 1)1 11
7]7 7 7 777 7 7 |1 1 11 7 7
AP/ 7~ —N\\1 7 Y/ 7
— = -

—————— —— o]~

J 7 77 7 7 7 1IN —-~ Z 77
7 1 7 1 777%\/77 77 71/7
T 141 1 1 11T 1?1~ 1 11 T 1 1 1
T 1411 11 1T"1r 1 1(7 1 1 1 11 1
1T 191 1 1 1M1 1 1(1 111 11 1
1T 111 1 1 "1 1211 1 1 1 1 1 1
1T 111 1 1 1M1 1 111 11 1 1 1
1T 111 1 1 M"m1 1 101 11 1 1 1
1T 111 1 1 "m1 1901 11 11 1

Figura 2.9: El grafico muestra el campo de direcciones de la ecuacién diferen-
cial y las curvas integrales pasando por el origen.

/
Y =fxy)
32Llamamos problema de Cauchy a cualquier problema de la forma: , donde f
¥(x0) =yo
es una funcién definida en algiin conjunto de R.
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Ecuacion diferencial de Riccati

Llamamos ecuacion diferencial de Riccati a la ecuacion no lineal de la
forma:

% = p(0)y* +q()y+r(x), plx) #0 (2.50)

Como se observa en (2.50) la variable dependiente y aparece con grado dos
en la ecuacion diferencial, y para que la técnica de resolucion del caso lineal
se pueda aplicar es necesario transformar dicha ecuacién en una ecuacién
diferencial lineal, para lo cual necesitaremos de una solucién particular®® de
la ecuacion diferencial que llamaremos y),(x), para luego hallar la solucién
general y(x) que lo asumimos como

Y = yp) + ﬁ 2.51)

donde w(x) estd por determinar. Si derivamos y(x) en (2.51) y reemplazamos
en (2.50) se obtiene

W (x)

) = o = pla) <y,,<x>+w(1x))2+q<x> (30004 55 ) 0

Luego, desarrollando y agrupando convenientemente se tiene:

Yy () = [P()y, () +q(x)y, (x) + r(x)] =
(+)

Como y, es solucién de (2.50) entonces la expresién de (*) se hace cero, y de
este modo nos queda:

Multiplicando por w?(x) y haciendo algunos arreglos se tiene finalmente la
ecuacion lineal de primer orden

dw

T +2p(x)yp(x) +q(x)]w=—p(x) (2.52)

Tenga en cuenta que es (2.52) la ecuacién con la cual se va a determinar w(x)
para luego reemplazar en (2.51) y obtener la solucién y(x).

33Es una solucién sencilla que hay que hallar por inspeccidn si es que no se nos da, o encontrarla
con algiin método sencillo, heuristico.

Esta solucién se comporta como una solucién auxiliar porque en base a ella, encontramos la
solucién general.
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= Ejemplo 2.63 Resuelva la ecuacién diferencial:

d
d—y:xy2—2y—|—4—4x
X

Resolucién

En primer lugar hay que determinar la solucién auxiliar o particular de la
ecuacion diferencial. Por inspeccidn es fécil darse cuenta que tal solucién es:

yp(x) =2

Luego, con la informacién de esta solucién particular asumimos que la solucién
general de la ecuacién diferencial estd dada por

y(x) =2+ — (2.53)

que al reemplazar en la ecuacion diferencial resulta:

2 <2+W(1x)> :x<2+w(1x))2—2<2+w(1@) F4-dx

la;w 4x  x 2

widx w w2 w
y de esto dltimo la ecuacion lineal en las variables x y w

d7w
dx

cuya solucién segun (2.41) esta dada por

[/ —xel (4x_2)dxdx+k] el (2—4x)dx

+(4x—-2)w=—x

=
=

=
=

Il

wx) = [k xezxz_zxdx} P

Después de hallado w(x) reemplazamos en (2.53), y la solucién de la ecuacién
diferencial es finalmente

exz —2x

X =24
Y0 k— [ xe?*—2xdx

= Ejemplo 2.64 En la ecuacion diferencial

dy =y y

dx cosx—1 senx

la solucién auxiliar es y; (x) = tanx. Encuentre la solucién general.
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Resolucion

El lector antes debe verificar que y; es, en efecto, solucién de la ecuacién
diferencial. Puesto que ya se cuenta con la solucion auxiliar, entonces la
solucién general y(x) se formula como:

y(x) = tanx+ % (2.54)

Reemplazando en la ecuacién diferencial y simplificando, se obtiene la ecua-
cién lineal en las variables x y w:

dw 2tanx 1 1
_ + W=
dx cosx—1 senx cosx—1

que aplicando (2.41) su solucidn estd dada por

cosx—1

W(_x) = |:/ ]ef(c%»;zjcml+se£1x)dxdx+k:| efff(c%;iyl+$)dx (2.55)

Desarrollando la integral de la exponencial se tiene:

2tanx 1 2 1
/ ——+ — |dx —/ — + — ) dx
cosx—1 senx SENXCOSX  Senx

= —4/cose02xdx—/cosecxdx

= —2In(cosec2x — cot2x) — In(cosecx — cotx)

Luego reemplazando en (2.55)

w(x) = [/ (cosec 2x — cot 2x)? (cosec.x — cotx) detk
cosx—1
1
(cosec2x — cot 2x)* (cosec x — cotx)
1 2
wix) = |k— / —— (cosec2x — cot2x)“ dx
senx

1

(cosec 2x — cot 2x)? (cosec.x — cotx)

2
senx cos®x
= |k— d
wix) [ /cos2x x} senx(1 — cosx)
2

1
W) = |k- cos?x
cosx | senx(1—cosx)
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de donde se obtiene:
~ cosx(kcosx—1)

w(x) =

Poniendo la funcién w(x) en (2.54), la solucidn de la ecuacién diferencial es
finalmente

senx(1 — cosx)

(x) = tanx + senx(1 —cosx)
X) =tanx+ ————~
Y cosx(kcosx— 1)

s Ejemplo 2.65 Para ﬁ <x< %, considere la ecuacién diferencial (de Riccati)

dy 2 1
— =y —y+= 2.56
XL TY Tyt (2.56)

a) Encuentre la solucion particular y, (x), si estd dada por y,(x) =x% cot (%) .
b) Determine la solucién general.

Resolucion

a) Siendo la solucién particular (o auxiliar)

1

yp(x) =x%cot (x)
1 1

¥ (x) = ax® ' cot (> +x% 2 ¢sc? ( >
X X

y su derivada

Reemplazando y;, y y;, en (2.56) se tiene:

1 1 1 1 1
ax® cot (> +x% tesc? (> = x*%cot? () —x%cot (> +=
x x x x) x

Expresando csc? en término de cot?, la dltima ecuacién se transforma
en:

1 1 1
x*eot? () + ox® cot () +x%71 = P%cof? (>
X x X
a <l) -2
— x cot| —|+x
X

de donde por comparacion de los miembros de la ecuacién es facil ver
que o = —1. Por lo tanto

) = et 1)
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b) Para hallar la solucién general de (2.56) se asume que ésta es

1
y(x) = yp(x) + ) (2.57)
que al derivarla se tiene
rrN . 4 (x)
y (‘x) _yp(x) ZZ()C)

Luego, reemplazando en (2.56) se obtiene:

, 7 1\* 1 1
X yp_? = y,,—&-; — )’p“r; “r‘;

Desarrollando los productos y agrupando convenientemente llegamos a
la ecuacion:

1 4 ¥y 1 1
/ 2 217
[xyp—<yp—yp+xz)}—zz ?4—;2_2

(*)

donde la expresidn de (*) es cero por ser y, solucién de (2.56). Queda
asf la ecuacion lineal de primer orden en las variables x y z

d (2 (1Y 1.
dx | x? X Py K
—

() 9)

cuya solucién segtin (2.41) estd dada por

() = { / q<x>efp<x>dxdx+k}efp<x>dx
_ {_/lef(fzcm(;);,)ddek}ef(xgcm(;);)dx
X
= o [Le2! x
— {k /xzcsc xdx}csczi
1 X
= (k—cotx>csczi

1 1 1
z2(x) = xsen(ksen—cos)
x x x

Reemplazando z(x) y y,(x) en (2.57) la solucién general estd dada por
la funcién

( ) 1 t1—|— 1
x) = —cot—
Y x x  xseni(kseni—cosl)
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= Ejemplo 2.66 Para x > 0 considere la ecuacién de Riccati

2x

d I
e S (14 4x 28y = — (1 +x+224+5%)  (2.58)

dx x X
a) Encuentre la solucion particular y),, si es de la forma
yp(x) = ¢”(Ax+B)
b) Encuentre la solucién general.

Resolucion

a) Si la solucién particular es como se indica, entonces reemplazando en
(2.58) se tiene:

%[ezx(Ax—l—B)} + X [ez’C(AJH—B)]2
1

X

(1+4x+24%) [¢*(Ax+B)]

2x
(14+x+222+x°)

Cx
que al simplificar y agrupar convenientemente se convierte en
14 x42x> +x° = B+ (2B — B*)x+ (2A+ 2B — 2AB)x* 4 (24 — A?)x®

Luego, aplicando criterio de comparacién encontramos que A =1y
B = 1. Queda de esta forma la solucién particular

yp(x) = ezx(x+ 1)

b) Como ya se tiene la solucidn particular, entonces la solucién general de
la ecuacién diferencial se la asume como

1 1
¥(x) = yp(x) + —— que es equivalente a y(x) = e (x+ 1)+ ——

w(x) w(x)
(2.59)
Reemplazando y(x) en (2.58) y usando el hecho que y, es solucién se
obtiene:
w@) o[,y 1 1 2y 1
- 2 ——(144x+2x")— =0
w2(x) te w(x) * w2(x) x( o )W()C)

que, simplificando, se llega a la ecuacion diferencial lineal en las varia-

blesxy w
dw 1 _2
— 4+ —(1+2 =e
dx+x( +2x)w=e
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cuya solucién segiin (2.41) es:

w(x) = e;zx (x; +c)

Abhora, si ponemos w(x) en (2.59) la solucién de la ecuacién diferencial
es

2xe*

2x
= )4+ 22
) = X e+ ) o

= Ejemplo 2.67 a) Demuestre que la ecuacién y’ +ay® + by +c = 0, donde
a, b, ¢ son constantes, tiene una solucién de la forma y; (x) = m, si m es
una raiz de la ecuacién cuadritica am? +bm+ ¢ = 0.
b) Aplicando (a), resuelva y' +y? +3y+2 =0.

Resolucion

a) En efecto si y; (x) = m es solucién de la ecuacién diferencial, entonces
al reemplazar en dicha ecuacion se tiene:

d
—(m)+am>+bm+c=0
d

x

la cual nos conduce a:

am*+bm+c=0 (2.60)

Ahora, para que y; (x) = m sea solucién, debe ocurrir que en efecto, m
debe ser raiz de (2.60).

b) En la ecuacién
Y +y +3y+2=0

Si asumimos que y; (x) = m es solucién, entonces

0+m*>+3m+2=0

cuyas raices son m; = —2'y mp = —1. En este caso vemos que existen
dos raices distintas, por lo cual hay dos soluciones particulares distintas
de la ecuacién dadas por yi(x) = —2 y y2(x) = —1. Escogiendo la

primera, la solucién general segin (2.51) estaria dada por

1
y(x)=-2+ e (2.61)
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que al reemplazar en la ecuacién diferencial resulta la ecuacion lineal

did -1
dx w
cuya solucién es: w(x) = 14k e™*. Poniendo la funcién w(x) en (2.61)

se tiene finalmente

1
Y= e

El lector debe resolver usando la segunda solucién.

= Ejemplo 2.68 Dada la ecuacién % +16x% +8xy+y? =0, calcule la solucién
general, sabiendo que la solucion auxiliar (o particular) es de la forma y,(x) =
mx + n, donde m y n son constantes.

Resolucién

Reemplazando y, en la ecuacion diferencial se tiene

d
- (mx+n) 4 16x* 4 8x(mx +n) 4+ (mx+n)>* =0

(16+8m+m2)x2+(8n+2mn)x+ (m+n2) =0

Como esto dltimo ocurre para x en algin intervalo, entonces debe aconte-

cer que el polinomio cuadritico debe ser idéntico a cero®*, para lo cual:
16+8m+m* =0
8n+2mn=20 . Resolviendo el sistema se obtiene m = —4 y n = £2,
m+n*=0

de donde proceden dos soluciones particulares

yi(r)=2-4x 'y yx)=-2-4x
Escogiendo la primera solucidn, la solucién general de la ecuacién diferencial

segtin (2.51) viene dada por

1

Reemplazando en la ecuacion dada, resulta la ecuacion diferencial lineal

dw
— —4w =1
dx v

34La justificacién més idénea es usando el hecho que el conjunto {1,x,x*} es linealmente
independiente, Vx € R.
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cuya solucién es w(x) = ke* — 1. Poniendo w(x) en (2.62) se obtiene final-
mente

y(x) :2—4X+m

El lector debe resolver usando la segunda solucion. "

Proposicion 2.1.4 Sean yj, y, soluciones de la ecuacién de Riccati % =
p(x)y* +q(x)y+ r(x). Demostrar que su solucién general es:

y(x) =y1(x)

B ( =K e-/'p(")b"(x>_y2(x)}d", K es constante (2.63)
yx) —y2(x

Demostracion. Si y; es una solucién particular de la ecuacién de Riccati,
hemos visto que su solucién general estd dada por

1
w(x)

que al reemplazar en la ecuacién diferencial se llegaba a

y(x) =yi(x)+

O Rl () + gl = —p(x) @.64)

con la cual se determina w(x). Ahora, si se tiene otra solucién particular de
la ecuacién diferencial, ésta se obtiene a partir de la solucién general. En
este caso, siendo y»(x) también solucién de la ecuacion, entonces debe existir
wa(x) de tal manera que

y2(x) = y1(x) +

wa(x)
donde w»(x) tiene que ser solucién de (2.64), es decir:

% + [2p(x)y1 (X) +(Z(X)]W2 = —p(x) (2.65)

Si restamos (2.65) de (2.64), entonces se tiene:

d

W= w2) + 2p(x)y1 (x) +¢(x)](w —w2) =0

que haciendo z = w — wy se transforma en:

dz

2 = 2P0oyi(x) +a))z
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cuya resolucién es como sigue:

dz

. —[2p(x)y1(x) + g(x)]dx
dz _

== [ 2oy () + g(la
tnz=— [ 2p(x)y1(0) +g(0)]dx -+ Ine

Luego, _
w(x) —wa(x) =z = c e~/ PPEI ) +a()]dx (2.66)

Puesto que y;, y» son soluciones de la ecuacion de Riccati, entonces se cumple:

d

L= plt +ax)yr + 1)
X

d

2 = pl3 g+ ()

que restando las ecuaciones nos da:

2 =91) = )02 +0) 02 = 1) +4() 02— 1)

Esto dltimo con el cambio de variable u = y, — y; se transforma en

du

o () [y2(x) +y1(x0)]u+g(x)u

cuya resolucién es como sigue

B o) (2(x) 431 (1)) + 4 ()]

/ = [ 1pW 02+ 1) +a(w)l
tnu= [ [p(x)(2() + 1 () + ()] dx+ Inc
de donde
y2(x) = y1 (x) = u(x) = ¢ e/ P02 431 (0)+a(0)ldx (2.67)

A continuacién veamos el siguiente hecho, como y(x) = y; (x) + ﬁx) yya(x) =
yi(x)+ #(x) Entonces
1 1

W(x):y(X)*yl(X) Y wz(x):yz(X)*yl(X)
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Calculando la diferencia w(x) — wy(x) se obtiene:

1 1 y(x) —y2(x)

y(x) = y1(x)  y2(x) —yi(x) (e = y1(x)) (2(x) =y1(x))

w(x) —wa(x) =
lo cual al reemplazar en (2.66) da como resultado

y(x) =y (x)
y(x) =y1(x)

= —[y2(x) —y1 (x)]c e~/ PP (0 Fa(x))dx

En esto ultimo usamos (2.67) para obtener

YO =320 T Ip0n ) () +a@dx ,J Rp(oy () ()]dx
y(x) = yi(x
haciendo d = —cc¢ y simplificando las integrales

YO = 32(%) _ e 52—y ()l
y(x) = y1(x)

Invirtiendo (o elevando a la —1) ambos miembros y haciendo K = 5 se obtiene
finalmente

YO =31 _ @) (0 -y2 (9l

y(x) = ya(x)
que es lo que se tenia que demostrar. ]
= Ejemplo 2.69 Resuelva la ecuacién diferencial d—x = X}Tzl — 27 + 1, usando
el hecho que y =1y y = x son soluciones.

Resolucién

En este caso se tiene dos soluciones particulares de la ecuacién diferencial.
Poniendo y;(x) = 1 y y2(x) = x, la solucién general y(x) de acuerdo a lo
expuesto en la proposicidn anterior estd dada segtn (2.63) por

YO =1 fpoli—sldx

donde p(x) = —L;. Resolviendo esto se tiene:

YO -1 f (1

—

=Ke™
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diferencial con las solucio-

n

Figura 2.10: Campo de direcciones de la ecuaci6

nes auxiliares y

= X.

1,y

Finalmente la solucién de la ecuacion diferencial es:

n x—1
T Ke_1

)

X

(

y

En la figura 2.10 se muestra el campo de direcciones de la solucién general (o

ecuacion diferencial) y las soluciones auxiliares.

Observacion

Sugerimos al lector resolver las ecuaciones diferenciales de los ejem-

2.1.4.

plos 2.67 y 2.68 aplicando la proposicién
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2.2 EJERCICIOS PROPUESTOS 2
Vx—y

., . . 1 . .,
1. Dada la ecuacién diferencial y' = lfi\/xfy, determine su solucién general

y solucién singular.
2. Resuelva:
a) 2= (x+y)>.
b) iyc =sen’(x—y+1)

cdy _ Vxty—1
Resuelva: 77 = Y= T

Ldy _ xy+2y—x—2
Resuelva: 7= = =t

Resuelva: 4x%yy’ = 2+ 3xy?.

. Resuelva: Z—;V( = llfy’:;f .

. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) X% =3(x? +y?)arctan L +xy

b) x*% dv —3xy =2y?

c) (xsen ) dy = (ysen? +x)

d) (x—y)dx—(x+y)dy=0

e) xdy =2x+3y

) xdy = +\/x*>+y*dx

g) [sen?+cos]dx=2dy

h) ydx— (x+ V? —x2) dy=0
i) (2% +xy+y*)dx+ (2y* —xy+x*)dy =0
8. Resuelva aplicando cambio de variable

Now oA W

dy 1—xy?
a) E: ZXZy
2

b) dx—x +x2y

2x yy' = tan(x?y?) — 2xy?

9. Resuelva:

10. Resuelva: x2y' = y +5xy+4x
xyy =2y% +4x°
11. Resuelva:
y(2) =4
(v* —4x?)dy + 3xydx = 0

()1

y yfxfl

y(=5)=-5
14. Resuelva las ecuaciones diferenciales que sean exactas

a) (2xy’ +ycosx)dx + (3x*y* +senx)dy =0

12. Resuelva:

13. Resuelva:
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

b) (2xy4+seny)dx+(4x y +xcosy)dy:0

) 2x(1++/x2 dx*\/ —vydy
d =0

xdx

3 3
(22 (x +y)

Resuelva la ecuacion diferencial 4% = 2 —
dx — x y2—x +1

v a2
transformando la ecua-

cién a coordenadas polares® ry .
Muestre que si la ecuaciéon Mdx+ N(x)dy = 0 es tal que

x? ON oM
xM +yN ( dx  dy )
es decir, esta en funcién de % Entonces un factor integrante estd dado
por e/ S)aw donde w = L.
Determine el valor de n para que la ecuacién diferencial (xy* 4 nx’y)dx+
(x* +x%y)dy = 0 sea exacta, y luego resolver.
Encuentre el factor integrante apropiado para resolver las siguientes
ecuaciones diferenciales
a) (ylny 2xy)dx+ (x* +xy+1)dy =0
b) (»? +xy—|—1)dx+(x +xy+1)dy=0
¢) (3 +xy )dx—|—3y2dy 0
d) (2xy—y*+y)dx+ (3x —4xy+3x)dy=0
(3y+2)dx+ (x— )dy 0
) y(4xy+ 3)dx+x(2xy +1)dy=0
&) x(1—y*)dx—3y*dy =0
h) y(lnx —Iny)dx+x(Iny —Inx)dy =0
i) (y ery2 +y)dx+ (x> + x>y +x)dy =0
b)) 2 +ytanx +2tanxsecx+1=0
b (as—(1+02dy =0
D y(2x+y*)dx+x(y* —x)dy =0
Una solumon de sen(2x) o~ 4 — 2y + 2cosx permanece acotada cuando
X —> . Hallarla.
B — 0+ —cost
Sea y(t) solucién del problema . Demuestre que
¥(0)=0
¥(t) tiene un minimo relativo en 0.

Dty=f(x)

Resuelva el problema: , teniendo en cuenta la funcion
¥(0)=1

35En este caso, hacer x = rcos 6 e y=rsenf
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22.

23.

24.
25.

26.
217.
28.

29.

30.

31.

I, 0<x<1
flx) =
-1, x>1
D 4 2xy = f(x)
Resuelva el problema: , teniendo en cuenta la fun-
y(0)=2
x, 0<x<1
cién f(x) =
0, x>1
d
e Ty =4x
Resuelva el problema: , teniendo en cuenta la fun-
y(0)=3
2, 0<x<1
cién p(x) =
—%, x>1
Resuelva: xy’ +y = y*Inx.
. / —
Resuelva: 8xy' —y = ST

Resuelva: x%y +2x3y = y?(1 +2x%).
Resuelva los ejemplos 2.64 y 2.65 usando factor integrante.
Resuelva las ecuaciones de Riccati:
a) %—I—y2 =1+x%
b) x*y 4 xy+x>y* = 4, su solucién particular es de la forma yp(x) =
A

.
c) 3y +y*+35 =0.
d) xy' — (2x+ 1)y +y> = —x2.
e) yl+2y€x *}72 _ e2x+ex.
) 2+x3)y +2xy* + x*y +2 = 0, su solucién particular es de la
forma y,(x) = ax.

Dada la ecuacién % = y(Iny)?p(x) +ylnyg(x) +yr(x). Transforme la
ecuacioén en una de Riccati. Si y1(x) y y2(x) son soluciones, encuentre la
_ y()=y2(¥)
o
Dada la ecuacion: y' = p(x)y? +q(x)y+r(x). Siy; (x), y2(x) y y3(x) son
tres soluciones particulares de esta ecuacién, entonces demuestre que su

solucién general y(x) estd dada por la relacién:

() = y1(x)) (y2(x) = y3(x))
() = 2(x)) (1 (x) = ¥3(x))
Dada la ecuacién diferencial y’ 4 4x? + 4xy +y*> = 0, determine dos de

sus soluciones particulares sabiendo que éstas son funciones lineales,
luego determine su solucién general usando factor integrante.

solucién general. ;Es dicha solucién dada por

= ¢, c €s constante






3. Apllcacwn de las chqcuanes dife-
rencu:lles ordinarias de prlmer orden

3.1 Trayectorias ortogonales

Se tiene una familia de curvas F : f(x,y,c) = 0. Aplicando diferenciacién
implicita eliminamos el parimetro ¢ y esto nos permite expresar esta familia

en términos de su ecuacién diferencial. Asi tenemos F : % = ¢(x,y). El

Y

—

Figura 3.1: El grafico muestra las familias de curvas ortogonales F y F=.

problema ahora es encontrar otra familia de trayectorias, de tal manera que
si escogemos cualquiera de ellas, ésta es ortogonal con todas las curvas de la
familia F.

Esta nueva familia de curvas, es la familia de trayectorias ortogonales a
F y lo denotamos mediante F* (Ver figura 3.1). Para determinar la ecuacién
diferencial asociada a F*, escogemos el punto del plano (x,y), la curva de F
que pase por este punto tendra alli pendiente ¢ (x,y), mientras que una curva
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de F- en dicho punto su pendiente! debe ser — m De esta manera se tiene
pody 1
dx  ¢(x,y)

» Ejemplo 3.1 Se tiene la familia de curvas f : x*> +cxy+y> = 1. Encuentre
la familia /- de curvas ortogonales a [ e indique la curva de f - que pasa
por el punto (0,1).

Resolucion

Se tiene la familia de curvas
F:x2+cxy—|—y2=1 3.
de cuya derivacion implicita se tiene:
2x+cy+exy +2yy =0 (3.2)

Despejando ¢ de (3.1) se llega a

1—)c2—y2
c=—"—

, xy#0 (3.3)
Xy
Poniendo (3.3) en (3.2), la familia de curvas F queda expresada con la ecuacién

diferencial:

cdy _yy o1 6 (x,y)

Tdx xy?—x2+1 B

Ahora, si F =+ es la familia de curvas ortogonales a [, entonces [ L estd dada
por la ecuacién diferencial

d 1 2ot +1
LD S S 2 2 (3.4)

de ¢(xy)  yy —x*—1
La ecuacion (3.4) no es homogénea en las variables x, y; sin embargo podemos
resolverla aplicando el cambio de variable z = y> — x2, de donde

FJ_

7 +2x
2y

d=2p'-2xyy =

con estos ultimos resultados en (3.4) se tiene:

7+2x  xz+1
2y  yz—1

'Dos curvas que se interceptan en un punto (x,y), son ortogonales si y s6lo si, sus rectas
tangentes son ortogonales. Ademads, dos rectas son ortogonales, si y s6lo si, el producto de sus
pendientes es —1.
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cuya forma simplificada es %dz = —4xdx. Resolviendo esto se obtiene:
z—In|z| = c—24°

que expresada en las variables x e y, la solucién general (o familia de trayecto-
rias ortogonales) estd dada implicitamente por la relacion:

¥ —xt—Inly* —x*| = c—24°

Escogiendo la curva que pasa por el punto (0, 1) se tiene que ¢ = 1. Por lo
tanto la curva de la familia /- que pasa por el punto indicado es:

Y —Iny’ —x*=1-x°

= Ejemplo 3.2 Se tiene la familia de curvas F : (x> + %)% = c(x* —y?).
Encuentre la familia / - de curvas ortogonales a /. Indique la curva de f +
que pasa por el punto (1;2).

Resolucion

En primer lugar se tiene la familia de curvas

F:(2+y)?=c(x*—y?) (3.5)
donde es facil ver que
¥2 4 y2)2
ce EHY) > yyz) (3.6)

Derivando implicitamente (3.5) respecto de x se tiene
2% +y1) (2x+2yy) = c(2x—2yy) (3.7

Luego, poniendo (3.6) en (3.7), la pendiente de la familia / estd dada por la
relacién

dy x> —3xy?

dx  y3—3x2y
de donde se deduce que la familia de trayectorias ortogonales y su pendiente
estd dada por:
dy y3 — 3x2y

L.
B dx x3 —3xy2

(3.8)

Para resolver (3.8) hacemos el cambio de variable w = f—c para el cual

dy n dw
=xw — =w+x—
Y y dx dx
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poniendo w en (3.8) se obtiene la ecuacion diferencial

dw 2w(w2 +1)
Yax T T 1-3w2

cuya resolucion es como sigue:

1 —3w? 2
A2 [
w(w? +1
d 2
—sz/ LA 2/ +Ink
w w2 +1

In|w| —2In(w? 4+ 1) = 2In|x| +Ink

De esto ultimo
w

L —kx?
w212

Expresando esta relacion en las variables x e y segtin el cambio de variable
efectuado, se obtiene que la familia de curvas ortogonales estd dada por:

Ftexy=k(x*+y%)?

Para determinar la curva que pasa por el punto (1,2), evaluamos y(1) =2 en
la familia f - y se obtiene k = % Luego la trayectoria ortogonal que pasa por
el punto indicado es

2

25(x +y)?

Xy =
"

= Ejemplo 3.3 Halle las trayectorias ortogonales de la familia de curvas que
consiste en todas las circunferencias que pasan por el origen y cuyos centros
estdn sobre la recta y = x.

Resolucion

Sea [ la familia de todas las circunferencias que pasan por el origen y tienen
sus centros sobre la recta y = x como se muestra en la figura 3.2. Si C es una
de tales circunferencias, su ecuacion es

(x=h)*+(y—kp =1 (%)

la cual debe verificar:
= (0,0) € C, entonces h% +k* = r2.
» (h,k) estd en la recta y = x, entonces h = k.
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A y=X

Figura 3.2: Familia de circunferencias que pasan por el origen y tienen sus
centros sobre la recta y = x.

De estos dos resultados, se deduce que > = 2h%. Reemplazando en (*) se
obtiene la familia de curvas F y su ecuacién, dada por:
F:x®+y?—2h(x+y)=0

De esta ecuacién se deduce que

_x2+y2
x+y

2h

lo cual hay que derivar implicitamente respecto de x para obtener la ecuacién
diferencial de /. En efecto:

d, . d [P+

&= [ T+ ]

0= B2 (E4y) = (2 +3?) (1 +)
(x+y)?

Y (24 —x) =y —x* —2xy
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Por lo tanto:
_dy y? — x> —2xy
Tdx 2xy+y?—x2

Ahora, si f * es la familia de trayectorias ortogonales a f, entonces debe
ocurrir que la familia £ y su pendiente? debe estar dada por la siguiente
expresion:

dy 2xy+y* —x2

1.
B dx y2 —x% —2xy

3.9)

Para resolver (3.9) hacemos el cambio de variable w = )y—c segtn el cual

dy dy  dw

y=xw dx—a—w )CE

Reemplazando esto tltimo en (3.9) y simplificando, se llega a la ecuacién
diferencial

w2 —2w—1 J dx
S
1—w+w2—w3 X

cuya resolucién se hace en seguida

/ w2 72w71 / tln

W2+ 1)(w— ¢

) d

/de— l:—ln|x|—|—lnc
w—1

w241
In(w?+1)—Injw—1| = —In|x| +1Inc
e

Iw—ll x|
w241 _
w—1 x

Expresando la dltima relacién en las variables x e y, se obtiene:

*=c(y—x)

X+ y
de donde al completar cuadrados se tiene finalmente
() e (-5) =5
Dolx+ < —=) ==
2) TVT2) T2
Vemos que las trayectorias ortogonales corresponden a circunferencias que
también pasan por el origen y que sus centros estdn sobre larectay = —x. =

20 ecuacién diferencial.
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= Ejemplo 3.4 Una familia de curvas estd determinada por la ecuacién
X+ 3y2 =cy

a) Determine la familia de curvas ortogonales.
b) Determine aquella curva ortogonal que pasa por el punto (1,2).

Resolucion
a) En primer lugar se nos da la familia de curvas?:
[ xX+3y7%=cy (3.10)
Derivando implicitamente respecto de x para determinar la pendiente de
[, se tiene:
2x+6yy =y (3.11)
$243y?

Pero en (3.10) es facil ver que ¢ = ; luego poniendo esta expresion
de c en (3.11) se tiene finalmente que la pendiente de f estd dada segin
la expresion

dy  2xy

F: 5 5

dx  x2—3y

Ahora, si 1+ es la familia de trayectorias ortogonales a f , entonces
debe ocurrir que su pendiente debe estar dada segun la relacién:
1 dy 3y* —x2
Fm: —=——
dx 2xy

Para resolver esta ecuacion diferencial hacemos el cambio de variable
w= %, segun el cual se obtiene la ecuacién diferencial

dw 1wr=1

dx x 2w
cuya resolucién se hace a continuacion:

2w
w2 —

-2 "d.
/27de:/—x+lnc
J wr—1 J x

In|w? — 1| = In|x| +Inc

1
dw=—dx,w# 1, w# —1
1 x

de donde w? = cx + 1, puesto que w = %, entonces / - y su ecuacién
estd dada por
Fr: y?»=x*(14+cx) (3.12)

3Es una familia de elipses que pasan todas por el origen.
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Debemos indicar que las soluciones estacionarias w = 1 que equivalen
a las rectas y = 4-x también son trayectorias ortogonales®*. Ilustramos
ambas familias de curvas ortogonales en la figura 3.3

Figura 3.3: Representacion geométrica de las familias de curvas ortogonales
FyfF+.

b) Para determinar la curva ortogonal que pasa por el punto (1,2), evalua-
mos y(1) =2 en (3.12) y se obtiene que ¢ = 3. Por lo tanto la curva
ortogonal que pasa por el punto indicado es:

¥(x) = xV/T+3%, Dom(y) = {_;+w>

= Ejemplo 3.5 Halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
F: x>+ cy2 =c
Resolucién

Para ¢ > 0 vemos que F es una familia de elipses, mientras que para ¢ < 0 es
una familia de hipérbolas. Derivando implicitamente la ecuacién de F respecto
de x se tiene

cyy = —x (3.13)

4Pueden ser obtenidas haciendo ¢ = 0 en la ecuacién de f .
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Puesto que ¢ = %, al reemplazar en (3.13) se obtiene la pendiente de [, la

cual escribimos asi:
dy  1—)*

F: dx Xy

Ahora, si f * es la familia de trayectorias ortogonales a /, entonces su pen-
diente es como sigue:

dy xy
1
== 3.14
dx 1—y? ( )
Resolviendo (3.14) se tiene
1— 2
4 dy = xdx
1—y? k
/ Y dy:/xdx—l—f
y 2
2 2
y_xr kK
nly[-%=>+3

de donde finalmente se obtiene:
Fro P24+ =Iny* +k

= Ejemplo 3.6 En el movimiento de fluidos, la trayectoria de una particula de
un fluido se conoce como linea de corriente y las trayectorias ortogonales de
este tipo como lineas equipotenciales. Suponga que las lineas de corriente son
y? — x* = ¢. Demuestre que las paredes del canal que se muestran en la figura

Figura 3.4:

3.4 son lineas de corriente, de modo que se puede considerar el flujo como en
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torno de una esquina. Hallar y trazar la grafica de las lineas equipotenciales.
(A qué se debe el nombre de lineas equipotenciales?

Resolucién

Sea f : y?> —x* = c la familia de hipérbolas, que vendrian a ser las lineas
de corriente que indica el problema. Derivando implicitamente la ecuacion
respecto de x se tiene la pendiente de F y escribimos

dy _x

dx 'y

Ahora, si / * es la familia de trayectorias ortogonales a f, esto es, las curvas
equipotenciales, entonces / - con su pendiente es

dy _ v (3.15)

1.
F'dx X

Resolviendo (3.15) se tiene: In|y| + In|x| = Ink, de donde

k
Ftoy==

, y>0
X

que corresponde a una familia de hipérbolas equilateras cuyos ejes son las
rectas y = =£x, las cuales son ortogonales (Ver figura 3.5). Se llaman lineas

A +

N

Figura 3.5: Curvas de / * con las rectas y = +x, y > 0.

equipotenciales porque el potencial calculado en cualquier punto de una curva
de F * es constante. .

= Ejemplo 3.7 Muestre que las familias de curvas
Fi: x2+4y2:cl y F2: y:czx4

son ortogonales.
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Resolucion

Para que las familias f ; y F 2 sean ortogonales, debe ocurrir que el producto
de sus pendientes es —1. En efecto:

En la familia /| : x?> +4y*> = ¢y, si derivamos implicitamente su ecuacién
respecto de x se tiene: 2x + 8yy’ = 0, de donde:

dy x

i dx 4y

(3.16)

Asimismo, en la familia f,: y = cox* también derivamos implicitamente
respecto de x para obtener: y) = 4c¢,x>. Pero ¢ = %, entonces [ 5 y su pendiente
estd dada por la siguiente expresion:

LD _ b

Fa: dx X

(3.17)

Por ultimo, si multiplicamos las pendientes de /| y f » dadas en (3.16) y
(3.17) respectivamente, se obtiene: — 1. Por lo tanto las familias de curvas f |
y [ 2, son ortogonales. .

= Ejemplo 3.8 Encuentre la constante a para que las familias

y3 =cixy x2+ay2 =¢?

sean ortogonales.
Resolucion

Ponemos /1 : y> =cix y Fa: x> +ay? = c*. Si derivamos implicitamente
la ecuacion de f ;| se obtiene:

dy _ 3y
Fi:—=—=
Ydx T x

Haciendo lo mismo para la ecuacién de F , se tiene

dy X
Fa: a——a

Para que F | y F, sean ortogonales, debe ocurrir que el producto de las
pendientes debe ser —1. Asi tenemos

(x4
xay_

de donde a = 3. Por lo tanto, f | y [ 7 son ortogonales siy solosi,a=3. =
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» Ejemplo 3.9 Muestre que la familia de parabolas y> = 4cx+4c¢>  es “asi
misma ortogonal". "

Resolucion

Sea F y? = 4ex + 4c¢2. Calculando la derivada respecto de x y poniendo

c=—%5+1Vx2+1, se obtiene:

dy —x= VX2 +y?

dx y

Si £+ es la familia de trayectorias ortogonales a f, entonces la pendiente (0
ecuacion diferencial) de f estd dada por:

1. dy Yy

[ S
dx XF x2+y2

(3.18)

La resolucién de la ecuacion (3.18) es como sigue:

dy 2

= x
o’

: : . 151/ 142
que poniendo w = ¥ se convierte en %J’Wzd w=+% Luego
w +w

/1:!:\/1+W :I:/
wv1+w?

Poniendo w = tan 6 en la integral de la izquierda se tiene:

/cosechGﬂF/seC = +Inlx| FInk

In|cosecO|FIn|tan 8| = £1n|x| FInk
cos @

1—cosO

Expresando el lado derecho en funcién de w y simplificando

x(l:l: ! >: k
V14-u? V14w?
kFx
V14+w?

Luego del cambio de variable w = i se tiene finalmente

Ft:y? =F2ex+ (Fk)?
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donde tomando indistintamente del signo ¢ = Fk se obtiene
Fte y2 =2cx+c?

En esto tltimo si ponemos 2¢ en lugar de ¢ vemos que
Fioy? =dex+47°

que es la misma ecuacién de . Por lo tanto f y / * coinciden, es decir se
trata de la misma familia de curvas.

En los siguientes ejemplos se estudiard el caso donde dos familias de
curvas se interceptan en un angulo que no necesariamente es 90°.

= Ejemplo 3.10  a) Deduzca una ecuacion para que dos rectas se intercep-
ten formando un dngulo de 45°.
b) Usando a), determine la familia de curvas en la cual cada uno de sus
miembros corta a cada miembro de la familia de lineas rectas y = mx en
un dngulo de 45°.

Resolucion

a) Sean L; y Ly, dos rectas con pendientes m; y m; respectivamente como
se muestran en la figura 3.6. Segin dicha figura:

Figura 3.6: Dos rectas L; y L, que se interceptan en un angulo de 45°.

mp =tan o y my = tan 8
Puesto que 8 = 45° + o, entonces

tan45° +tan o

t =tan(45°+0) = ————
an i an( + ) 1 —tan45°tan
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b)

Luego, la ecuacién que relaciona las pendientes de dos rectas que se
cortan en un angulo de 45 es:

_l4+m

nmy =
l—m]

(3.19)

Dos curvas se cruzan en un dngulo de 45°, si sus rectas tangentes forman
un dngulo de 45°, es decir, sus pendientes satisfacen (3.19).
Procediendo a resolver el problema, se tiene la familia de rectas:

F: y=mx

de donde: m = %; derivando esta ecuacién respecto de x, se obtiene la
pendiente para la familia £ dada por:

ody y
b dx  x

m

Sea F * 1a familia de curvas que se interceptan con f formando dngulo de
45°. Si % = m es su pendiente, entonces junto con m, deben satisfacer
(3.19), es decir, debe ocurrir

dy
_I+&
T _dy
dx

F*:

=<

Resolviendo

dy dy
Y T
dy y—x
dx  y+x
dw 14+w?
Yax T 14+w

dw +1 2w d dx
S et WP (el
1+w?2  2J 1+w? X

. Yy
, haciendo w ==
x

1 1
arctanw + Eln(l +w?) = —In|x| + 5¢
2arctanw + In(x*(1+w?)) = ¢

Expresando en las variables x e y se tiene finalmente

F*: arctan’ +In(x?+y*) =c
x
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= Ejemplo 3.11 Determine la curva que pasa por (%, @) y corta a cada
miembro de la familia x> +y? = ¢? en un 4ngulo de 60°.

Resolucion

Sea [ : x> 4y*> = ¢? la familia de circunferencias con centro en el origen y
F * la familia de curvas que interceptan a / en un dngulo de 60°. Expresando
ambas familias en término de sus pendientes, se tiene:

dy _
dx

. dy  x
F: my y F: —=—-
dx y
Para que las curvas se intercepten en un angulo de 60° las pendientes deben
cumplir’ la ecuacién:

\@jL% X V3+my

— o — - -
1—\5% Yy 1—+/3m

mi

de donde vemos que

cody _VBy—xo ody x4y
' dx y—|—\/§x dx \/gx—y

Resolviendo la primera ecuacién diferencial de (3.20) se tiene

(3.20)

d _
& V3y x’ haciendo w = Y
dx y—|—\/§x X
w—l—xd—w— V3w—1
dx  w++3
w43 dx
dw=— | —
14 w? X

1 1
Eln(l +w?) +V3arctanw = —In |x| + 5¢
In [x*(1+w?)] +2V3arctanw = ¢

que en las variables x e y se tiene la familia de curvas
In(x? +y*) +2v/3arctan Yoo
X

resolviendo la otra ecuacion se tiene:

In(x* +y?) — 2v/3arctan A
x

5Sean L; y L, dos rectas con pendientes 1 y my respectivamente. L y Ly se interceptan en

P 0 <i v <dlo < _ V3m
un dngulo de 60, si y sélo si, my = o
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Finalmente

F*: ln(x2+y2):|:2\@arctanX =c

Para obtener la curva que pasa por el punto ( ! ‘f) hacemos y(%) ? y se

obtiene ¢ = :I:%. Luego la ecuacién de la curva es:

273
In(x? +y%) £ 2v/3arctan A n;[
x

Proposicion 3.1.1 Muestre que si una ecuacion diferencial de una familia de
curvas en coordenadas polares (r, 0) estd dada por

dr
= f(r,0
e =10:6)
entonces una ecuacion diferencial para la familia de trayectorias ortogonales

es: )
dr r
— = (3.21)
do f(r,0)
Demostracion. Sea C la curva en las coordenadas (r,0), su derivada en estas
coordenadas estd dada por . Esta derivada no es la pendiente de la recta
tangente, sdlo representa la Varlac10n de r respecto de 0, para calcular la pen-
diente de la recta tangente hay que escribir la curva en coordenadas cartesianas
. ‘o L x=rcosf
via coordenadas paramétricas, asi se tiene C : { , calculando
y=rsen0
la pendiente de la curva vemos que

dy _ & _ 4(rsen®)  r'sen®+rcosf

dx d% dde (rcos®) "~ Fcos® —rsen6
de donde
dy r'sen®+rcos6

dx  r'cos® —rsen@ (3.22)

Ahora, si C* es una curva ortogonal a C, entonces su pendiente es — d]V.

dx
Poniendo _W en (3.22) se tiene
dx

1 r'sen6+rcos6

4 ' cosO —rsend
dx

dy rsen®—r'cos0
<= do (3.22
dx r'sen04rcos’ usando (3.22)

r'sen@+rcos® rsend —r'cosO

r'cos@ —rsen®  r'senB +rcos0
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entonces

(¥')?sen® O +2rr'senBcos® + r*cos’ O

2

= —r’sen’ 0 +2rrsenBcos O — (r')?

cos” 0

de donde al simplificar vemos que

(') =—r
De esto tltimo se obtiene la ecuacién diferencial para C*, la cual viene dada
dr _ 2. dr _
por 95 = —%; como S5 = f(r,8), entonces
1. dr . r2
e f(r6)

= Ejemplo 3.12 Determine las trayectorias ortogonales de la cardioide r =
¢(1—cos9)

Resolucion

Para resolver este problema hay que aplicar la proposicion anterior. En efecto,
sea C:r=c(1 —cos @), derivando la ecuacion respecto de 0 se obtiene

dr

— =csenf 3.23

70 =€ (3.23)
Ahora, si ponemos ¢ = ;——5 en (3.23) se tiene la ecuacién diferencial de la
cardioide dada por

C- ﬂ_ rsen 0
" de  1—cosH

Si C es la familia de trayectorias ortogonales a la cardioide, entonces segin
(3.21) su ecuacion diferencial es:

ct- ar _ 1 ’
. rsen @
9 =%
Simplificando
cL - dr _ (1 —cosB)
" do sen O
Resolviendo la ecuacién diferencial
d _
dr _ cosf —1 40
r sen O
0—1
In|r| :/Lde +1Ink
sen 0

In|r| =1In|sen 6| —In|cosec 8 — cot 0|
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Finalmente, simplificando

_ ksen? 0

Ct: r=—"1——
d 1—cosH

Tlustramos las trayectorias de C 'y C* en la figura 3.7.

Figura 3.7: El grifico muestra las trayectorias ortogonales de C 'y C.

3.1.1 Ejercicios 3.1

1. Halle las trayectorias ortogonales a cada una de las familias de curvas
que se indican a continuacion. Trace las graficas de algunas de ellas.

a) y=x+ce™*
b) y* =ce*+x+1
c) y=cx?

d) y=+/x+c

e) y=+c+Inx



3.1 Trayectorias ortogonales 135

bl

10.

Hy=ce™
g y=ce ™
h) y>+2xy—x*=c
i) cosxsenhy =c¢
J) e‘cosy=c
k) y* =x*+ax’
) x= lng
m) y = a(cosecx -+ cotx)
n) cosy— coshx = asenhx
i) (@ +y*)? =a(x* —y?)
0) 2x* —xy+y*=a
Obtenga la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas
cuya ecuacion es:
(x—1)2=cxy

. Encuentre la ecuacién de las trayectorias ortogonales de la familia de

curvas dada por la ecuacién
¥ =c( 1)
Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de curvas

Fi x> 4y =2cy

Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia f : y? = cx?.

Determine las trayectorias ortogonales de cada familia de curvas y
encuentre miembros particulares de cada una que pasen por el punto P
que se indique:
a) X’ +cy? =1,P=(2,1).
b) x¥* =cy+y*, P=(3,-1).
¢) y=ctan2x+1,P = (%,0).
d) y» =c(1+x%),P=(-2,5).
e) y=ce*+3x, P=(0,3).

. Mediante experimento se muestra que las lineas de fuerza eléctrica de

dos cargas opuestas de la misma intensidad y que se encuentran en
(—1,0) y (1,0) son los circulos que pasan por (—1,0) y (1,0). Demues-
tre que estos circulos estin dados por la ecuacién x> + (y — c)2 =1+c%
Luego determine las trayectorias ortogonales (lineas equipotenciales).
Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de circunferencias
que pasan por el origen y tienen su centro sobre el eje de las abscisas.
Encuentre las trayectorias ortogonales a la familia de curvas integrales
de y(1 —x)dx+x*(1—y)dy = 0.

Muestre que la familia afic + bi”—ic =1 donde a y b son constantes
dadas, es asi mismo ortogonal. Esta se llama una familia de cénicas
confocales. Grafique algunos miembros de la familia.
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11. Encuentre todas las curvas que cortan a la familia y = ce* en un dngulo
constante .
12. Encuentre las trayectorias ortogonales de:
a) r=ccos@
b) r=e¢"

Problemas de mezclas

Este tipo de problemas trata acerca del proceso dindmico de cambio que se
da entre dos sustancias, donde una de ellas se comporta como soluto y la otra
como solvente; por ejemplo: la sal con agua, alglin contaminante en el agua,
alcohol con agua, colorante con agua o alcohol, un cierto gas en el aire, etc. Un
dato importante que interviene en este tipo de problemas es la concentracion,
que no es otra cosa que la comparacién del soluto con el solvente, es decir, la
cantidad de soluto que estd disuelto en una cierta cantidad de solvente. Por
ejemplo:

Suponer que la concentracion de sal en un tanque es de 0,8 gt/l. Esto significa
que en un litro de agua estdn disueltos 0,8 gramos de sal, o equivalentemen-
te, en 5 litros de agua estan disueltos 4 gramos de sal. Para determinar la
concentracion, se calcula

soluto

concentracion = ———
solvente

A continuacién se propone algunos problemas con su resolucion.

= Ejemplo 3.13 Un tanque con una capacidad de 500 litros, contiene original-
mente 200 litros de agua con 100 libras de sal en solucién. Agua conteniendo
1 1b de sal por litro es introducida a una rapidez de 2 I/min, y la mezcla es
desalojada del tanque a una rapidez de 1 1/min.
a) Determine la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo antes de
que la solucioén llene el tanque.
b) Determine la concentracién (en 1b por litro) de sal en el tanque en el
instante en que se llena.
¢) Compare esta concentracion con la concentracién tedrica limite si su-
ponemos que el tanque tiene capacidad infinita. ;Qué opina usted de
ello?

Resolucién

a) La capacidad del tanque es de 500 litros. Sea v(¢) la cantidad (o el
volumen) de agua salina en cualquier instante 7 (min) y x(¢) la cantidad
de sal (Ib) contenida (disuelta) en el tanque. Como el tanque en un
principio ya tenfa sal, entonces x(0) = 100. Para determinar v(r), nos
fijamos en cuanta solucidn entra y sale del tanque. Al respecto vemos
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que el agua ingresa con una rapidez de 2 1/min y sale a 1 I/min, lo que
significa que en un minuto el tanque gana un litro, y de esta manera el
volumen tiene que estar dado por la funcién

v(t) =200+1¢

A continuacién calculamos la tasa a la que entra la sal en el tanque en
cualquier instante ¢. En efecto:

concentracién de sal : ¢, = 11b/1 Ib 1
. . p = l—x2—
razén a la que entra el agua : r, = 21/min 1 min
1b
min

Ahora, para determinar la concentracién c(¢) de sal en el tanque en
cualquier instante ¢ debemos comparar la cantidad de sal x() con el
volumen v(¢), En este caso

) b
1 20041 1

(3.24)

En seguida hay que determinar la tasa a la cual la sal sale del tanque. Al
respecto se tiene:

concentracion de salida de sal : ¢; = QSgJ)rt % x(t) b
T, = —
, 5 20041 1
razon a la que sale el agua: r; = 1mm
1
xX1—
min
~x(t) b
~ 200+ min

De esta manera, conociendo las tasas de entrada y salida, ya podemos
disponer de una relacién con la cual se pueda determinar x en funciéon
del tiempo. Como la variaci(’)n de la cantidad de sal en el tiempo estd
dada por la derlvada , entonces

dx
E:Te_Ts

Con la condicién inicial se tiene el problema:

dx _o5_ _x
dt 200+t
(3.25)

x(0) =100
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Resolviendo la ecuacion diferencial de (3.25) se tiene:

i
dt 200+t

:Uzu&wﬁqeu&

x = 2; aplicando (2.41)

1
_ (42
x(r) = (¢ +400t+k)t+200

Como x(0) = 100, entonces k& = 20000. Luego, la solucién x(r) del
problema estd dada por:

2
t) = (= +400¢ + 20000
X(0) = (17 4400r +20000) 35577
Respecto del volumen vemos que el tanque se llena cuando v(r) = 500,
es decir # = 300. Por lo tanto, Dom(x) = [0,300].
b) La concentracion de sal en el tanque en cualquier instante 0 < ¢ < 300
estd dada segtn (3.24) por la funcién

12 4 400¢ + 20000

)= 72000

Como nos piden la concentracién en el instante en que se llena el tanque
(t = 300), entonces ello es:
231b Ib
300) = —— =0, 92
¢(300) = 251
¢) Suponiendo que el tanque tiene capacidad infinita, la concentracién
tedrica limite estd dada por

. It 2 4+400r+20000 b

Amelt) = M o 00rra0000 1= 1

es decir, para un tiempo grande la concentracion en el tanque serd de
1 libra de sal por litro, que es aproximadamente igual a ¢(30). Esta
situacién la mostramos en la figura 3.8. La curva de concentracion es
creciente y se estabiliza para valores grandes de ¢.

= Ejemplo 3.14 Un depésito grande se llena parcialmente con 100 galones
de liquido en el que se disolvieron 10 libras de sal. Se bombea al depdsito
salmuera que contiene media libra de sal por galén a razén de 6 galones por
minuto. La solucién bien mezclada se bombea al exterior con una rapidez de 4
galones por minuto. Calcule la cantidad y concentracién de sal en el depésito
a los 30 minutos.
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Figura 3.8: Gréfico que muestra la estabilidad de la curva c(z).

Resolucion

En primer lugar vemos que la rapidez con la que ingresa la solucidn al tanque
es de 6 gal/min, mientras que sale a 4 gal/min, por lo que el tanque gana dos
galones en un minuto; si v(¢) es el volumen o cantidad de liquido (gal) en el
tanque, entonces

v(f) = 100+ 2¢

Para determinar la tasa a la cual entra la sal al tanque en cualquier instante ¢
hacemos lo siguiente:

concentracién de sal : ¢, = 11b/gal T 1'lb y 6g7al _ 3£
razén a la que entra el agua: r, = 6gal/min [ 2gal = min min
Ahora, si x(¢) es la cantidad (Ib) de sal en el tanque en el instante 7, entonces
la concentracion es

_x(t) x(r) 1b
=30 = 100+ 2 gl

(3.26)

Con esto se puede determinar la tasa a la cual escapa la sal del tanque. En
efecto:

concentracion de salida de sal : ¢, = 1(;(0(22[ % X6 b
Iy = ———
) A ' 100+ 21 gal
raz6n a la que sale el agua: ry = 4%
1
><4g
min
_ 2x(r) 1b
" 50+ min

SEsta es también la concentracion de la solucién que estd saliendo del tanque.
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Obtenidas las tasas de entrada y salida, la variacién de la sal en el tanque
respecto de tiempo estd dada por la ecuacion % =T, — T, de donde se tiene
el problema de valor inicial
W3- 25 1>0

(3.27)
x(0)=10

Resolviendo la ecuacion diferencial de (3.27) se tiene:

d 2
dit‘ + g = 3 aplicando (2.41)
x(1) = (/3efr%0dt+k) e %
x(t) =t+50+ K

- (t+50)2

Aplicando la condicién inicial x(0) = 10, se obtiene k = —40(50)2. Por lo
tanto, la solucién del problema es la funcién

x(t) = 145040 [ 2 * >0
N t+50) '~

Para determinar la cantidad de sal a los 30 minutos hay que calcular x(30),
haciendo esto se obtiene

25
x(30) = 80 —40 2 = 64,375 libras

Poniendo la funcién x(¢) en (3.26) se obtiene que la concentracion en cualquier
instante ¢ estd dada por la funcién

()= L _ 50000
2 (t+50)3

Luego, la concentracién a los 30 minutos es

Ib
€(30) = 0,04 o

s Ejemplo 3.15 Una tina tiene 10 galones de agua mezclada con 20 libras de un
cierto contaminante. Empieza a fluir agua hacia la tina con una concentracién
de contaminante de 2 Ib/gal a razén de 1 gal/min durante los primeros 20
minutos, y luego un filtro muy eficaz elimina todo el contaminante del flujo de
entrada. En todo el proceso el agua sale a razén de 1 gal/min.
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a) Encuentre la cantidad de contaminante x(¢) en cualquier instante ¢.
b) (Qué ocurre con el contaminante cuando el tiempo es grande?

Resolucion

a) De acuerdo al problema, el volumen de agua en la tina es constante e
igual a 15 galones. A continuacién hay que determinar la tasa de entrada
del contaminante al depdsito en cualquier instante ¢. Para esto esto ¢, (7)
representa la concentracién de contaminante en la solucién que fluye
hacia la tina; y estd dada por

colt) = 2, 0<r<20 | Ib
10, £>20 gal

Luego, la tasa a la cual ingresa el contaminante a la tina es como sigue:

concentracion de sal : ce(t)% . " b

= C —_—

razén a la que entrael agua: r, =1 ri?:l e ) Gl
1

X 1&

min

Ib

Coll)——

e )mm
Siendo ¢(t) = 1(0) b Ja concentracién de contaminante en la tina en
cualquier tiempo ¢, se tiene que la tasa a la que sale el contaminante de
la tina estd dada por

concentracion de salida de sal : ¢; = ) Io

10 gal 1
SO
al 10 gal
razon a la que sale el agua: ry = lrim
1
X 1&
min
_ ) b
10 min

Luego, la tasa de variacién del contaminante en la tina respecto del
tiempo estd dada por la ecuacién dt =T, — T, de donde se tiene

dx 1
— + —x=c.(t), >0
7 + T ce(t), t >
Resolvemos la ecuacion en dos partes:
&1 dr=2
Cuando 0 < r < 20: se tiene el problema , donde la
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b)

solucién de la ecuacién diferencial es x(¢) = 20+ ke~ 1o, Aplicando la
condicion inicial resulta k = 0. Por lo tanto:

x(t)=20,0<1r<20

% + %x =2
Cuando ¢ > 20: se tiene el problema , donde la solu-
x(0) =20
cién de la ecuacion diferencial es x(¢) = ke~ 10 Para determinar el valor
de k usamos el hecho que x tiene que ser continua para todo # > 0, en
particular en ¢t = 20; es decir:

x(207) = x(20") = 20 = ke 2 = k = 20¢*

Con este valor de k, la cantidad de contaminante en la tina estd dada por

la funcioén:
20, 0<1r <20

x(t) =
206210, t >20

Para determinar qué sucede con el contaminante cuando el tiempo es
grande calculamos

. . 2L
lim x(t) = lim 20e”" 10 =0
t—+o0 t—oo0
lo que significa que después de un tiempo relativamente grande la tina
estard libre de contaminante’. Observe la figura 3.9.
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Figura 3.9: Campo de direcciones de la ecuacién diferencial para 7 € (0, +o0)
y la solucién x(¢) del problema.

7El efecto del filtro es que el agua en la tina se va limpiando.
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= Ejemplo 3.16 Un tanque cuya capacidad es de 432 litros contiene inicial-
mente 125 litros de solucidn salina cuya concentracion es de % gramos por
litro. En el instante = 0 comienza a entrar salmuera con una concentracién de
24—5 gramos por litro y a una rapidez de 5 litros por minuto. Al mismo tiempo
empieza a salir solucién del tanque a 2 litros por minuto. Cuando el tanque
llega a la mitad de su capacidad se abre una segunda llave que permite la salida
de solucion del tanque a 2 litros por minuto. Determine la cantidad de sal que
hay en el tanque antes de las 4 horas. .

Resolucion

Sean x(¢) y v(t), respectivamente, la cantidad de sal (gr) y el volumen (1)
de solucién en el tanque en el instante #. Segun el problema se tiene que
v(0) = 125 litros. Con las funciones que acabamos de definir la concentracién

de sal en el tanque estd dada por la funcién ¢(r) = % Como la concentracién

ent=0esc(0) = 2&, entonces
x(0) 2
M 2 — x(0)=50
o) ~5 0

es decir, al inicio habia x(0) = 50 gramos de sal en el tanque. Respecto del
volumen v(t), vemos que antes que el tanque se llene hasta la mitad, en un
minuto éste gana 3 litros, lo que significa que

v(t) =125+3¢

Aplicando esta férmula, el tanque se llena hasta la mitad de su capacidad
cuando v(¢) = 216. Resolviendo la ecuacién se obtiene t = %, que es el
instante en que el tanque se llena hasta su mitad. Para ¢ > 93—', estd abierta la
otra llave que permite la salida de 2 litros mas del tanque; esto hace que en un
minuto el depésito sélo gane un litro de solucién® y de esta manera la férmula
para el volumen es

91) 557

=21 - =
v(t) 6+(t 3 3

Para determinar el instante en que el tanque se llena resolvemos % +1t =432,
de donde se obtiene t = % ~ 246,3 minutos. Por lo tanto, respecto del
volumen escribimos

1

IN
Nel

12543, 0<1t

8Tenga en cuenta que antes entraban 5 litros y salian 2 litros, es decir ganaba 3 litros en un

minuto, pero a partir del instante t = % del tanque fugan dos litros mas de solucidn, es decir,

entran 5 y salen 4 litros, por lo que s6lo hay ganancia de un litro en un minuto.
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Para determinar x() resolvemos el problema en dos partes:
Cuando 0 <t < 93—1. En este caso la tasa a la cual entra la sal en cualquier
instante ¢ se determina segun el siguiente esquema:

concentracién de sal : ¢, = 55 gr/l _ 4 SL _ 4 gr
razén ala que entrael agua: r,=51/min [ ¢ 25 1 min 5 min

Para determinar la tasa a la que sale la sal en cualquier instante ¢ del tanque
vemos que:

x(t) gr
]

concentracion de salida de sal : ¢, = 75513 x(t) g
L= st
raz6n a la que sale el agua: ry = 2mln
21
min
2x(t) gr
125+ 3 min

Conociendo estas tasas, la variacion de la sal respecto del tiempo en el tanque
esta dada por la ecuacién diferencial Z—f =T, — T, con lo cual se tiene el

problema
dx 4 2x(t)

dt — 5 12543t

(3.28)
x(0) =50
Resolviendo la ecuacion diferencial se obtiene
4 ki
x(t)==—=(12543t) + —
25 (125+31)3

que, aplicando la condicién inicial x(0) = 50, resulta k; = 750 y de esta manera
la solucién del problema (3.28) estd dada por la funcién

4 750 9
x(t) = 25(125+3t) o 0<t<=— (3.29)

(1254 3¢)3

Wi =

Cuando 9‘ <t< 739 : la tasa de entrada de lasal es 7, = % % igual al caso
anterior, mlentras que la tasa de salida es como sigue:

s = (t) gr s
primera llave Tl Lp = 20 e

557 4 min
rl = 2 1 3+t
min

=

co = x(r) gr Iy, = Ta+Tn
segunda llave 57Tt 1 }Tsz — ?:1 )t &
Fs1 = 2mm
4x(t) gr

5577_1-; min
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Luego, la variacion de sal en el tanque en el instante ¢ estd dada por la ecuacién
diferencial % =T, —T;, es decir:

dx 4 12x

dt 5 557+3t
Resolviendo esta ecuacion diferencial, resulta

ko

(557 +31)* (3.30)

4
x(t) = %(557 +3t)+

De (3.29) y (3.30) se tiene

S (125+31)+ —0 - o<r< ¥
» (125431)3
x(t) =
k
%(557+3t)+m’ d<r<®

+
Como x(t) tiene que ser continua en ¢ = % entonces x (93] ) =X (% )

Resolviendo esta ecuacidn se obtiene k» = 125%; por lo tanto la funcién
x(t) antes de las 4 horas estd dada por:

w‘\o

(12543 + —0 0<r<
(125+31)3
x(t) =
(557 +30) + 125588 9 <r <12
= Ejemplo 3.17 Un tanque contiene al principio 40 litros de salmuera con 8
kilogramos de sal en solucién. Empieza a entrar al tanque salmuera a razén de
8 litros por minuto y con una concentracién %kg de sal por litro. La mezcla
bien agitada para que sea haga homogénea sale del tanque a razén de 4 litros
por minuto.
a) Encuentre una funcién con la cual se pueda determinar la cantidad de
sal en el tanque en cualquier instante 7.
b) Determine la cantidad de sal que hay en el tanque a los 5 minutos.
¢) A los 10 minutos se modifica la concentracion de entrada de sal a % +c
kilogramos de sal por litro. Si se mantienen los otros datos, calcule ¢
de modo que a los 20 minutos la concentracién de sal en el tanque sea

igual a % kTg.

Resolucion

a) Sea x(¢) la cantidad de sal (kg) y v(¢) el volumen (1) de solucién en el
tanque. En ¢t = 0 se tiene que

x(0)=38 v(0) =40
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b)

¢

Como antes de los 10 minutos el tanque gana 4 litros en un minuto,
entonces
v(0) =40+ 4¢

A continuacién analizamos las tasas de entrada y salida de la sal en
cualquier instante ¢. Al respecto se tiene:

. k;
concentracion con que entra lasal : ¢, = %Tg } T
e

p . 8l = CeXTe
razon a la que entra el agua: r, = -
k
= -2
min
;s c o= X)) kg
concentracién con que sale la sal : ¢y = 7574 7 T —ecoxr
Z s — L5 s
razén a la que sale el agua : ry = 4&
_x(t) b
" 10+ min

Con estas tasas, se tiene la ecuacion diferencial % =T, — T, luego

{ % =1l-105 (3.31)
x(0)=38
La solucion general de la ecuacién diferencial en (3.31) estd dada por:
x(t) = 1041 k
2 10+¢

Y aplicando la condicién inicial se obtiene que k = 30, luego la solucién
del problema (3.31) estd dada por la funcién
10+1¢ 30
t)=——+——
=740
Para determinar la cantidad de sal que hay en el tanque a los 5 minutos
evaluamos x(5). En efecto:
1045 30 19
5 = —_— —_— =
)= 05 7
Por lo tanto, a los 5 minutos hay en el tanque 9,5 kilogramos de sal
disueltos.
A los 10 minutos se modifica la concentracion de entrada de sal en el

tanque a % + c. Analizando nuevamente las tasas de entrada y salida de
sal parat > 10, se tiene al respecto:

,0<t<10

9,5

concentracion de sal ala que entra: ¢, = (% + c) %

. T, =ceXre
razén a la que entra el agua: r, = 8
k
=(1+ 8c)7.g
min
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- 1 K
concentracién de sal a la que sale : ¢y = 4)(;(+)4: £ T —coxr
2z s +5 )

razén a la que sale el agua : ry = 4——

min
_ 4x(r) kg
" 40+ 4 min
Con estas tasas se tiene la ecuacion diferencial
dx X
— =148 ———,t>10
a T T w0
cuya solucién general es:
14+8¢)(10+¢ k
x(t) = (L+ c)2< +1) (3.32)

10+1¢
Como x tiene que ser continua en ¢ = 10, entonces debe ocurrir que
x(107) =x(10T)

desarrollando esta ecuacién se obtiene k = 30 — 1600c, poniendo este
resultado en (3.32) se tiene

0) (148¢)(10+1) = 30—1600c
X =
2 10+1¢

Usando (3.33), la concentracion de sal en el tanque para ¢t > 10 es:

(3.33)

4 301600 L g 15800,
0+ _ Lt3¢ ¢ > 10

= t
40+ 41 8 2042 7

(1+438¢)(10+1)
2

C(t) =
De acuerdo al problema, a los 20 minutos la concentracién de sal en el
tanque es igual a %, es decir C(20) = %. Luego

14+ 8¢ 15 —800c¢ 6

8§ " 2(10120) 25
Asi se obtiene ¢ = %.

= Ejemplo 3.18 Un tanque de 100 litros de capacidad contiene inicialmente
25 litros de salmuera a una concentracién de 1 gramo de sal por litro. En
el instante r = 0 empieza a entrar solucién con concentracién de % gramos
por litro y con una rapidez de 3 litros por minuto. En forma simultdnea sale
solucién del tanque a 1 litro por minuto. Cuando el tanque llega a los tres
cuartos de su capacidad se abre una segunda llave que permite la entrada de
agua pura al tanque a un litro por minuto. Determine la cantidad de sal que
hay en el tanque en todo tiempo inferior a 33 minutos.
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Resolucion

Sean x(z) y v(¢) funciones que representan respectivamente la cantidad de sal
(gr) y el volumen (L) de solucién en el tanque en el instante r. Como al inicio
hay 25 litros de solucidn, entonces v(0) = 25. Para determinar la cantidad

inicial de sal usamos el hecho que E ; =1, de donde x(0) = 25. El problema

consta de dos partes: para antes y después de completar los % de su capacidad.
En el primer caso, el tanque gana 2 litros de solucién en un minuto, es decir:

v(t) =25+2¢

Para encontrar el instante en que el tanque se llena hasta los % de su capacidad,
resolvemos la ecuacién v(t) = 3(100), de donde ¢ = 25. Es decir, en el instante
t = 25 el tanque completa los tres cuartos de su capacidad.

Resolvemos ahora para 0 <t < 25; calculando las tasas de entrada y salida de
la sal en cualquier tiempo ¢ tenemos:

concentracion de sal ala que entra: ¢, = %T 3 or | 9 or
T,=>2x3——=-5
41 min 4 min

razén a la que entra el agua: r, = 3mm

concentracion de sal ala que sale: ¢; = 2); T x(1)

|
= gxli
2542t 1 min

razén a la que sale el agua : ry =1-—

x(t) e
25 4+ 2t min

Luego la variacién de sal en el tanque respecto del tiempo esta dada por

dt =T, — T;. Poniendo T, y T se obtiene el problema de valor inicial

dx _ 9 X
@ =3 3 0<1<10

x(0) =25

cuya solucion general estd dada por la expresion

3 k
)= 2(2542) 4+ ——0_
x(1) =5 ( ) V25t 2
125

Aplicando la condicién inicial x(0) = 25 se obtiene que k = -2, luego la
solucién del problema es la funcién
125

3
H=-(254+2) + ————, 0<¢r<25
1) 4( * )+4 25+2t T T
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Abhora resolvemos para t > 25. Para este caso se pone en funcionamiento
otra llave por la que ingresa adicionalmente agua pura con una rapidez de un
litro por minuto. Puesto que el agua que ingresa es pura, su concentracién
de sal es cero, ademads el tanque tiene una ganancia de 3 litros en un minuto,
modificindose de esta manera la funcién volumen a la expresion

v(t) =75+3(t—25) =3¢

Con estos datos tenemos nuevamente las tasas de entrada y salida. Escribiendo
en su forma simplificada se tiene

9 gr x(r) gr
4 min 3¢t min

de donde la variacién de sal en el tanque respecto del tiempo estd dada por la

eCllaClO/Il dlfe] enClal
dx 9 X
T 2

dr ¢ T4 3
La solucién general de esta ecuacién es
(1) 27t + k
x(t) = — —-—
16Vt

Como x(¢) debe ser continua en ¢ = 25, entonces debe ocurrir que x(257) =
x(257). Resolviendo esto resulta

3 25 27 k
—(75)+ —==—(25)+
27 4\/§ 16( ) V25
E— 5V2
4 4 f
Luego
27 25V25 (9 1)\ 1 100
H=—t+———|-+— )=, 25<t < —
=16t g (4+ﬁ>€/2’ ='=73
Poniendo la funcién x hasta el instante r = @ , que es el momento en que se

llena el tanque vemos que

3025+2)+ 22—, 0<1<25
x(t) =
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= Ejemplo 3.19 Un tanque contiene inicialmente 70 litros de agua pura. A
partir del instante #y = O le ingresa salmuera por dos entradas diferentes. Por
la primera lo hace a 2 litros por segundo y con concentracién de 10 gramos
por litro. Por la segunda lo hace a una velocidad de 1 litro por segundo y
con concentracion de 20 gramos por litro. A su vez, a los 10 segundos se
abre un orificio en el depdsito que permite la salida del contenido a 4 litros
por segundo. Determine la concentracion de sal en el tanque al cabo de 60
segundos.

Resolucién

En primer lugar, sean x(¢) y v(¢) funciones que representan respectivamente la
cantidad (gr) de sal y el volumen (1) de solucién presente en el tanque en el
instante ¢. Durante los 10 primeros segundos el tanque no tiene fuga, por lo
que se estd llenando a una razén de 3 litros por segundo. De esta manera el
volumen v(¢) estd dado por

v(r) =70+3t, 0<t <10

Durante este intervalo de tiempo, el tanque llega a almacenar 100 litros de
salmuera, siendo ademads las tasas de entrada y salida respecto de 7:

Tenga en cuenta que 7y = 0, pues la solucién se estd almacenando en el
tanque9. Con estas tasas se tiene % =T, — T; = 40, cuya solucién general es
x(t) = 40¢ + k. Usando el hecho que al inicio el agua en el tanque era pura (es
decir, no tenia sal), se tiene x(0) = 0, lo cual hace k = 0. Luego afirmamos que

x(r) =40t, 0<r<10

Al cabo de 10 segundos y en adelante, la solucién sale del tanque a una razén
de 4 litros por segundo, esto hace que en un segundo el tanque pierda un litro
de salmuera. Luego, el volumen estd dado por la funcién

v(t)=110—1¢, t > 10

En este nuevo intervalo de tiempo, las tasas de entrada y salida de la sal
respecto de ¢ son

_ Ax(r) gr
ST110—+¢ s

T, = 408
S

9No hay fuga de sal del tanque.
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Con esto se tiene < % = T. — T que es equivalente a la ecuacién diferencial

dx 4x
= —40—
dt 110 —1¢

La solucién general de esta ecuacion es

x(t) = 430(110—t)+k(110—t) (3.34)

Para determinar el valor de k usamos el hecho que x tiene que ser continua
ent = 10, es decir, x(107) = x(10™), de donde resulta k = — Poniendo

este valor en (3.34) se tiene:

3(106)

40

x(t) = 5 (110—1) = (110—1)*, 10<r <110

28
3(109)
Finalmente

40t, 0<r <10

x(t) =
(110—1)* 10<t <110

2(110—1)— 32 (106)

() = 70+3¢, 0<t <10
YW= 110-1, 10<1 <110

SiC(t) = % es la concentracion de sal en el instante ¢, entonces la concentra-
cion de sal al cabo de 60 segundos es:

c(60) =

= Ejemplo 3.20 Un tanque contiene, en un principio 1000 litros de agua pura,
y le entra salmuera con 0,05kg de sal por litro de agua a razén de 5 I /min, asi
como otra salmuera con 0,04 kg de sal por litro de agua a razén de 10 [/ /min.
La solucién se mantiene mezclada por completo y se drena del tanque con una
rapidez de 15 [ /min.

a) (Cuadnta sal estd en el tanque después de ¢ minutos?

b) (Al cabo de una hora?

Resolucion

a) En este caso hay que determinar las tasas y concentraciones de sal con
las cuales entra y sale el agua del tanque, en efecto:
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Al tanque ingresan dos tipos de salmuera. Una de ellas ingresa al tanque
con las siguientes caracteristicas:

concentraciéon de sal : ¢} = 07051%g T =025 kg
razén a la que entra el agua: r; = 5% ! """ min

La otra salmuera

concentracién de sal : ¢ = 0,04kTg T =0 4k7g

razén a la que entra el agua: rp = IOﬁ 2 " mi

Luego podemos afirmar que la sal disuelta en el agua entra a una tasa de
T, =T+ T, = 0,65 kg/min

Para determinar el volumen de agua en el tanque vemos que ingresan
15 litros de salmuera en un minuto, asi también en un minuto sale la
misma cantidad de solucién, lo que significa que el tanque no gana ni
pierde volumen, es decir, en todo el tiempo se mantiene con un volumen
constante de 1000 litros. Ahora, si asumimos que x(z) es la cantidad
de sal (en kilogramos) que hay en el tanque en el instante ¢, entonces
la concentracién de la misma en ese instante serd: ¢y = % kg/l. Para
determinar la tasa a la que sale la sal del tanque establecemos:

concentracion de salida de sal : ¢; = % kTg 3x(r) ke
N *~ 200 min

razon a la que sale el agua: rp = 15—

Luego, la ecuacion de variacién de la sal estard dada por:

dx 3x(t)
E(r) =T,—-T,=0,65— 200

Asi se tiene el problema:

() =0,65— 2 150

(3.35)
x(0)=0
La ecuacion diferencial en (3.35) es separable, y estd dada por

dx___dr
3x—130 200

Integrando esto dltimo se tiene

3t
In|3x—130| = ~200 +1Inc
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lo cual es equivalente a
1 -
x(t) = (13o+ce zoo) (3.36)
Para determinar el valor de la constante ¢ usamos la condicién inicial
x(0) = 0, con lo cual se obtiene ¢ = —130. Poniendo el valor de ¢ en
(3.36) se tiene finalmente que la cantidad de sal en el tanque en cualquier
instante ¢ estd dada por:

130 3
x(t)=— (1 —e_%>
3
b) Para determinar la cantidad de sal que hay en el tanque al cabo de una
hora, evaluamos x(¢) en t = 1 h = 60 min y obtenemos:

130 e
x(60) = 5 (1 e W ) —25,715ke
n

= Ejemplo 3.21 Un depésito contiene 50 galones de salmuera con 25 libras de
sal disuelta en ella. A partir del instante # = O entra agua en él a un ritmo de 2
galones/minuto y la mezcla escapa al mismo ritmo por un orificio de salida
hacia un segundo depdsito que contenia inicialmente 50 galones de agua pura.
(Cuando alcanzar3 el segundo depdsito la maxima cantidad de sal?

Resolucion

a) En primer lugar hay que determinar la tasa y concentracion a la cual
entra el agua en el primer tanque. En efecto:
El agua entra con las siguientes caracteristicas:

b

gal 1b
Te =0 -
min

concentracién de entrada de sal'®: ¢, =0

< . __~ gal
razén a la que entra el agua: r, =2 =—

Como la solucidn sale del tanque con una rapidez de 2 gal/min, entonces
el tanque no gana ni pierde volumen, es decir, en todo el tiempo se
mantiene con un volumen de 50 galones. Ahora, sea x(¢) la cantidad de
sal (en libras) que hay en el primer tanque en el instante ¢, entonces la
concentracion de la misma en ese instante sera:

x(t) Ib

“T750 gal
Para determinar la tasa a la que sale la sal del tanque establecemos:

e X0
$ 50 gal T x(t) 1b

==

concentracion de salida de sal :

25 min

2 . o gal
razén a la que sale el agua: rp =2 S
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Luego, la ecuacién de variacion de la sal estard dada por:

dx . ox(r)
W =l-h=0-55

Asi se tiene el problema:
dr(p) = —%, >0
x(0) =25
cuya solucién estd dada por la funcién
x(t) =25¢%

x(t) _

b) En el segundo tanque la solucién entra con una concentracién de 5 =
13

672275 . Si y(t) es la cantidad de sal en el segundo tanque, entonces se
tiene que
1
@: ¢z E><2g—a,l£e_2i5£
dt 2 gal min min

Luego, para el segundo tanque se tiene el problema:
Biy=e35,1>0
(3.37)
¥(0)=0

La solucién de (3.37) es en este caso:

y(t) =25-25¢%

t

Como se observa, y'(t) = e~ 25, y se tiene que
12 .
Yy () —0,sit— +oo

Por lo tanto, se puede decir que el segundo tanque alcanza la cantidad maxima
de sal cuando el tiempo es muy grande; ademads:

y(t) = 25, sit — +oo
donde 25 libras seria la cantidad médxima de sal que habria en el segundo
tanque cuando el tiempo es muy grande. .

= Ejemplo 3.22 Un tanque de 300 litros de capacidad contiene 50 litros de
agua pura. En el instante t = 0, comienza a entrar una solucién que contiene
100 c¢m? de alcohol por cada litro de solucién y lo hace a una velocidad de
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5 litros por minuto. Este suministro sélo se detiene al llenarse el estanque.
Después de media hora ingresa al estanque una segunda solucidon de agua con
alcohol, pero con un 20 por ciento de alcohol por litro de solucién y a una
velocidad de 5 litros por minuto. Simultdneamente al ingreso de esta solucion,
se abre una llave en el fondo del estanque y a una velocidad de 6 litros por
minuto, la solucién perfectamente mezclada, sale del estanque. Determine el
porcentaje de alcohol en el estanque cuando éste complete su capacidad.

Resolucion
Definir las funciones:

x(t) : cantidad de alcohol en el tanque en el instante #
v(t) : cantidad de solucién en el tanque en el instante ¢

Ambas se miden en litros (L). El problema lo vamos a resolver por partes:

a Durante r = 0 y t = 30 minutos, entra al tanque solucién a una velocidad
de 5 litros por minuto. Puesto que en ese lapso no hay fuga de liquido
del tanque, entonces éste gana 5 litros de solucién en un minuto, de tal
manera que la solucién al cabo de t minutos tiene un volumen

v(t) =50+ 5t¢, t € [0,30]

Puesto que 100 cm? equivalen a 0, 1 litros, entonces se tiene el problema
& =5(0,1)
, cuya solucién es
x(0)=0

x(t) = 5, 1€[0,30

b) Parat > 30, el tanque gana 4 litros en un minuto, de tal manera que el
volumen ahora estd dado por la funcién

v(t) =200+4(t —30) = 80+ 4¢, ¢ > 30

Para determinar el instante en que el tanque se llena, resolvemos V (¢;) =
300, de donde #; = 55 minutos. Es decir el tanque se llena al cabo de
55 minutos. Luego, para ¢ € [30,55] la tasa de cambio de x respecto a
estd dada por la ecuacion diferencial

dx

—=15(0.1)+5(0.2)] —6%

la cual es equivalente a
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1

Resolviendo esta dltima ecuacién!! se tiene

x(t) = g(mzo) +k(t+20)"3

Pero en r = 30 se debe cumplir la condicién de continuidad x(307) =
x(30™), es decir:
15 = 30+ k(50)~3

se obteniene de esto ultimo k = —15(50)%. Luego
3 50 \?
t)=—-(t+20)—15 t € (30,55
=220 -15(355) re oy

Luego, en cualquier tiempo la cantidad de alcohol en el tanque antes de
que se llene estd dada por la funcién

£ 1e0,30]

x(t) =

3
2(1420)—15(2%)?, 1 €[30,55]

En el instante #; = 55 la cantidad de alcohol en el tanque es x(55) = 36,9
It. Entonces, la concentracién o el porcentaje de alcohol justo en ese
instante serd:

x(55) 100
— ) g, —36,9—— % =12,3%
v(55)x 100~ 7300 77

3.2.1 Ejercicios 3.2

1. Un depésito contiene dos galones de salmuera con 2 libras de sal disuel-
tas en ella. Se introduce en el depdsito salmuera que contiene disuelta
una libra de sal por cada galén a razén de 3 galones por minuto, y la
mezcla, bien revuelta, se deja salir a razén de 4 galones por minuto.
Hallar una funcién x(¢) con la cual se pueda determinar la cantidad de
sal en el depdsito en el instante 7.

2. Considérese un gran tanque que contiene 1000 litros de agua, inicial-
mente pura. Una solucién de salmuera comienza a fluir al tanque a una
velocidad constante de 6 litros por minuto, abriéndose a la vez un orifi-
cio del tanque por el que se deja salir el mismo volumen de liquido que
entra. Teniendo en cuenta que la concentracién de sal en la salmuera que
entra es de 1 kilogramo por litro y que la mezcla se encuentra en todo
momento perfectamente agitada, calcular la cantidad de sal presente en
el tanque en cada instante ¢.

"Es una ecuacién diferencial lineal de primer orden.
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3.

Una solucién de sal en agua fluye a razén de 4 litros por minuto hacia el
interior de un gran tanque que inicialmente contiene 100 litros de agua.
La solucioén en el tanque se mantiene agitada y fluye hacia el exterior a
razén de 3 litros por minuto. Si la concentracion de sal en el agua que
fluye es de 0,2 kilogramos por litro, determinar la cantidad de sal que
hay en el tanque al cabo de ¢ minutos.

. Un tanque est4 lleno con 8 galones de agua salada en la cual 2 libras de

sal estan disueltas. Agua salada con 3 libras de sal por galén entra al
tanque a 4 galones por minuto, y la mezcla bien agitada sale a la misma
tasa.

a) Establezca una ecuacion diferencial para la cantidad de sal como

una funcién del tiempo 7.

b) Encuentre la cantidad de sal como una funcién del tiempo.

¢) Encuentre la concentracién de sal después de 8 minutos.

d) ;Cudnta sal hay después de un largo tiempo?

. Un tanque tiene 40 galones de agua pura. Una solucién de agua salada

con una libra de sal por galén entra a 2 galones por minuto, y la mezcla
bien agitada sale a la misma tasa.

a) (Cuanta sal hay en el tanque en cualquier tiempo?

b) (Cuando el agua que sale tendra % Ib de sal por galén?

. Un tanque tiene 60 galones de agua salada con 2 libras de sal por galén.

Una solucién con 3 libras de sal por galdn entra a 2 galones por minuto,
y la mezcla sale a la misma tasa. ;Cudndo habrd 150 libras de sal en el
tanque?

. Un tanque tiene 100 galones de agua salada con 40 libras de sal disuelta.

Agua pura entra a 2 galones por minuto y sale con la misma tasa.
a) (Cuando la concentracion de sal serd 0,2 1b/gal?
b) (Cuando la concentracién serd menor que 0,01 Ib/gal?
Un tanque tiene 10 galones de agua salada con 2 libras de sal disuelta.
Agua salada con 1,5 libras de sal por galén entra a 3 galones por minuto,
y la mezcla bien agitada sale a 4 galones por minuto.
a) Encuentre la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo.
b) Encuentre la concentracion de sal después de 10 minutos.
¢) Dibuje gréficas de la cantidad y concentracién de sal contra el
tiempo y obtenga el maximo en cada caso.
Un tanque tiene 60 galones de agua pura. Una solucién con 3 libras de
sal por galén entra a 2 gal/min y sale a 2,5 gal/min.
a) Encuentre la concentracién de sal en el tanque en cualquier tiempo.
b) Encuentre la concentracién de sal cuando el tanque tenga 30 galo-
nes de agua salada.
¢) Encuentre la cantidad de agua en el tanque cuando se tenga la
méxima concentracion.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

d) Determine la maxima cantidad de sal presente en cualquier tiempo.

Un depésito contiene 200 litros de liquido en el que se disuelven 30
gramos de sal. La salmuera que contiene un gramo de sal por litro
se bombea hacia el depdsito a una rapidez de 4 I/min; la solucién
bien mezclada se bombea hacia fuera a la misma rapidez. Encuentre
la funcién x(¢) con la cual se pueda determinar la cantidad de sal en el
depdsito en el instante ¢.

Resolver el problema anterior suponiendo que se bombea agua pura al
depésito.

Un depdsito grande se llena al mdximo con 500 galones de agua pura.
Se bombea al depdsito salmuera que contiene dos libras de sal por galén
a razén de 5 gal/min; la solucién bien mezclada se bombea hacia el
exterior a la misma rapidez.

a) Encuentre la funcién x(¢) con la cual se pueda determinar la canti-
dad de sal en el depdsito en el instante 7.

b) (Cual es la concentracion de sal en el depdsito en el tiempo ¢?

¢) (Cudl es la concentracion de sal en el depdsito al cabo de 5 minu-
tos?

d) (Cudl es la concentracion de sal después de un tiempo largo?

e) (En qué momento la concentracion de sal en el depésito es igual a
la mitad del valor limite encontrado en d) ?

Resuelva el problema anterior asumiendo que la solucién se bombea al
exterior del depdsito a una razén de 10 gal/min.

Un dep6sito grande se llena parcialmente con 100 galones de liquido en
el que se disolvieron 10 libras de sal. Se bombea al depdsito salmuera
que contiene media libra de sal por galén a razén de 6 gal/min. La
solucién bien mezclada se bombea al exterior del tanque con una rapidez
de 4 gal/min. ;Cudnta sal habra en el tanque al cabo de 30 minutos?
Un tanque contiene 1000 litros de una solucién compuesta de 100 kg
de sal disuelta en agua. Se bombea agua pura dentro del tanque a una
raz6n de 5 litros por segundo, y la mezcla que se conserva uniforme
por agitacion se bombea al exterior del tanque en la misma proporcién.
(Cudnto tiempo pasard para que queden solamente 10 kg de sal en el
tanque?

Considere un depdsito con un volumen de 8000 millones de pies ctibicos
y una concentracién de contaminantes inicial de 0,25 %. Se tiene una
inyeccién diaria de 500 millones de pies ctibicos de agua con una con-
centracion de contaminantes de 0,05 % y una salida diaria de agua con
iguales caracteristicas perfectamente mezclada en el depdsito. ;Cudn-
to tomara reducir la concentraciéon de contaminante a 0,10 % en el
depésito?

Un tanque contiene inicialmente 60 galones de agua pura. Salmuera, que
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18.

19.

20.

21.

contiene 1 1b de sal por galén entra al tanque a una razén de 2 gal/min,
y la solucién (perfectamente mezclada) sale del recipiente a razén de 3
gal/min; en estas condiciones el tanque se vacia exactamente después
de una hora.

a) Encuentre la cantidad de sal en el tanque en el instante 7.
b) (Cuadl es la cantidad maxima de sal dentro del recipiente?

Inicialmente, un tanque de 400 galones contiene 100 galones de sal-
muera con 50 libras de sal. Salmuera con 1 Ib de sal por galén entra al
tanque a razén de 5 gal/s, y la mezcla total de salmuera del recipiente
sale a una razén de 3 gal/s. {Cudnta sal contendrd el tanque cuando esté
completamente lleno de salmuera?

Suponga que una salmuera que contiene 2 kg de sal por litro fluye hacia
el interior de un tanque que se encuentra inicialmente lleno con 500
litros de agua que contiene 50 kg de sal. La salmuera entra al tanque
a una velocidad de 5 1/min. La mezcla que se mantiene uniforme por
medio de la agitacion estd saliendo del tanque a razén de 5 1/min.

a) Encuentre la concentracién de sal en el tanque en kg/l al cabo de
10 minutos.

b) Luego de transcurridos 10 minutos en el tanque se presenta una
fuga que ocasiona que salga de €l un litro adicional por minuto
(Cudl serd la concentracion de sal contenida en el tanque al cabo
de 20 minutos?

Se estd celebrando una fiesta en una habitacién que contiene 1800 pies
cubicos de aire libre de mondxido de carbono. En el instante t = 0
varias personas comienzan a fumar. El humo, que contiene 6 por 100
de mondéxido de carbono, se introduce en la habitacion a razén de 0,15
pies ctbicos por minuto, y la mezcla, removida por ventilacién sale
a ese ritmo por una ventana entreabierta. ;Cudndo deberd abandonar
una persona prudente esa fiesta, si el nivel de monéxido de carbono
comienza a ser peligroso a partir de una concentracién de 0,00018?

Considere la cascada de los dos tanques mostrados en la figura 3.10.
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]

tanque |

volumen V1
cantidad x

—
v
tanque Il
cantidad y

S——

l

Figura 3.10:

Siendo los volimenes de cada tanque V; = 100 gal y V, = 200 gal
respectivamente. Aunado a ello, cada tanque contiene inicialmente 50
Ib de sal. Las tres tasas de flujo indicadas en la figura son cada una de 5
gal/min, siendo de agua pura el flujo de entrada al tanque I.

a) Encuentre la cantidad x(¢) de sal en el tanque I en el tiempo z.

b) Suponga que y(¢) es la cantidad de sal en el tanque II en . Muestre

que
dy 5x S5y

dt 100 200

y después resuelva para y(r) aplicando la funcién x(¢) encontrada
en el inciso a).
¢) Finalmente, halle la cantidad mdxima de sal en el tanque II.

22. Suponga que en la cascada del problema anterior se tiene que inicial-
mente el tanque I contiene 100 galones de etanol puro y el tanque 11
contiene 100 galones de agua pura. El flujo de entrada al tanque I es de
10 gal/min, y los otros dos flujos son también de 10 gal/min.

a) Encuentre las cantidades x(¢) y y(z) de etanol en los dos tanques
en el tiempo z > 0.
b) Descubra la cantidad mdxima de etanol en el tanque II.
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23. Los tanques que se muestran en la figura 3.11, contienen cada uno v
galones de agua.

tanque |

tanque Il

Figura 3.11:

Empezando en el tiempo ¢ = 0, una solucién con a Ib/gal de un solvente
quimico fluye dentro del tanque I a la tasa de b gal/min. La mezcla
luego entra y sale del tanque II a la misma tasa. Asumiendo agitacion
completa en ambos tanques, muestre que la cantidad de quimico en el
tanque IT después de ¢ > 0 es av(1 — e "") — abte™""".

Cable colgante

Se trata de problemas en los cuales el objetivo es determinar la forma
geométrica que adopta un cable suspendido por sus extremos. En este caso
el cable cuelga por efecto de su propio peso, como es el de los cables de
energia eléctrica que observamos en la calle o alguna carga que se adhiere a
él, como es el caso de los puentes colgantes. A continuacion se presenta un
ejemplo modelo en el cual se hace la deduccién mediante un sistema fisico
para determinar la ecuacién que hace el cable cuando cuelga de dos extremos
fijos por efecto de una carga adherida a €l; luego en el ejemplo 3.27 se hace lo
mismo pero asumiendo que el cable se dobla por efecto de su propio peso, en
este caso se incluye el término de la densidad lineal'?

= Ejemplo 3.23 Un cable flexible esta suspendido entre dos apoyos verticales'?
y soporta la carga de la capa firme de la carretera de un puente colgante. Si
asumimos que el cable tiene un peso despreciable, determine la ecuacién
diferencial para la curva que adopta el cable.

Resolucién

En la figura 3.12 se ilustra el contexto del problema.

12Viene a ser la cantidad de masa por unidad de longitud.
13Debemos asumir que los apoyos estan a un mismo nivel.
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4
Y

(xy) >

:‘\/

o
x
x

Figura 3.12:

La cuestién que tenemos ahora es la de encontrar un modelo matematico
que describa la forma que adopta el cable. Para esto, tenemos que tomar
una parte muy pequefia del cable como el arco AB, y luego determinar el
conjunto de fuerzas que intervienen en dicha porcién'* de cable (ilustramos
esta situacion en la figura 3.13).

P(x.y)
H /

A

Figura 3.13:

En primer lugar, para hacer un modelo matemético, es necesario un sistema

4La porcién de cable es un infinitésimo, lo que aparece en la figura asimala como una
ampliacion del infinitésimo.
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de referencia como el de la figura 3.10, en el cual asumimos que el punto
minimo del cable esté en la posicién (0,d). Ahora, observando la seccién AB
del cable en la figura 3.13, la cual estd en equilibrio, se cumple que la suma
algebraica de fuerzas en el eje X y en el eje Y, respectivamente, son iguales
a cero. Las fuerzas en este caso son: la tensién constante H que actia en
direcci6n horizontal (izquierda) y en el punto minimo del cable, la carga W (x)
y la tensién T que es tangencial a la curva.

Descomponiendo todas las fuerzas en mencidn, se obtiene las ecuaciones

TsenO =W(x), Tcos®=H (3.38)

Luego dividiendo ambas ecuaciones se obtiene:

w
tan 9 = ﬂ
como tan 0 = %, entonces
dy W)
dx H

Ahora hay que ver que la carga W es una funcién de x cuya derivada W’ (x)
equivale a la distribucién de carga a lo largo del eje X. Derivando la dltima

ecuacion se tiene
Py W'(x)
dx*  H
Esta ecuacion diferencial es de segundo orden; sin embargo se resuelve como
una ecuacién de primer orden, haciendo el cambio de variable z = %.
Si asumimos que la distribucién de carga a lo largo del eje X es constante, es

decir W' (x) = wy, entonces integrando la tltima ecuacién se obtiene

(3.39)

_ W0
y= H C1XTC2
la cual es una parabola'®. .

= Ejemplo 3.24 Determine la ecuacién de la curva que adopta el cable de un
puente colgante, si en el problema anterior se conoce que los soportes estan al
mismo nivel, separados una distancia de 500 pies, y 100 pies mas altos que el
punto minimo del cable. Ademas asuma que el peso del puente es uniforme
y el peso del cable es despreciable. ;Cudl es la pendiente del cable en los
soportes?

15También es lo mismo decir que la suma de fuerzas que van hacia la derecha es igual a la
suma de fuerzas que van hacia la izquierda; lo mismo sucede con las fuerzas que van hacia arriba
y hacia abajo.

16Es decir, cuando se asume que la distribucién de carga es uniforme a lo largo del eje X,
entonces la curva que adopta el cable es una pardbola.
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Resolucion

[lustramos los datos del problema en la figura 3.14.

i )
- -

-250 250

Figura 3.14:

Como podemos ver, el punto minimo del cable lo hemos hecho coincidir
con el origen del sistema de coordenadas'’. En forma similar a (3.39) del
ejemplo anterior, para cualquier punto (x,y) sobre la curva se cumple que

y _ W)
d2  H

Pero la distribucién del peso del puente segtiin dato es uniforme, es decir
W'(x) = wo (donde wy es una constante) Luego queda la ecuacidn diferencial

con condiciones de frontera

d?y W
S =22, =250 <x <250

Integrando dos veces se llega a la expresion

WO | et
= —_— CiX—r+ ¢
2H 1 2

17Usted puede escoger otro sistema de referencia, lo importante es que el sistema escogido nos
sea mds comodo de operar con las ecuaciones.
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Para hallar las constantes usamos las condiciones del problema. Observando el
grafico vemos que: y(0) =0, y'(0) =0y y(250) = 100. Luego ¢; =0,¢; =0

Yy 3= 655. Con estos resultados la curva del cable estd dada por la funcién

2
—, X
625’
Para determinar la pendiente del cable hay que derivar la ecuacién y evaluar

en +250. En efecto: y'(x) = 625, luego la pendiente en los extremos x = —250
y x = 250 es respectivamente

y= € [~250,250]

4
/—2 = —_— /2 = =
y(=250)=-5z 'y Y(250)=¢

= Ejemplo 3.25 Un cable de peso despreciable que soporta la plataforma de un
puente colgante tiene sus soportes a un mismo nivel, separados a una distancia
de 500 pies. Si los soportes estdn a 100 pies més altos que el punto minimo
del cable, use un conjunto apropiado de ejes para determine una ecuacién para
la curva que hace el cable, asumiendo que el puente tiene un peso variable de
400 + % libras por pie de longitud, donde x es la distancia en pies desde el
centro del puente.

Resolucién

El esquema del problema es similar al del problema anterior. Por lo tanto,
usando la misma figura se tiene de acuerdo a (3.39) que la curva que hace el
cable estd dada segtin la férmula

dy 1dw

T H dr (3.40)

Respecto del peso del puente hay que tener cuidado, el dato que se nos da
no es la carga W(x), sino mas bien cdmo ésta estd distribuida a lo largo de la
longitud x, es decir:

aw x?
— =400 341
dx + 1000 ( )
Reemplazando (3.41) en (3.40) se tiene finalmente el problema:
Ly — (400+ ion )+ —250 < x <250

¥(0) =
Y(0) =

¥(250) = 100
Integrando dos veces la ecuacién diferencial se llega a la expresion
1 “
y= T (ZOOx + 12000> +cix+c
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Para hallar las constantes usamos las condiciones del problema, en efecto: con
¥(0) =¥'(0) = 0 se obtiene ¢; = c; = 0, luego
4

1 5 X
Y=g (ZOOx + 12000> (3.42)

Finalmente, aplicando y(250) = 100 se obtiene % = ﬁ. Poniendo este

resultado en (3.42), la ecuacidn de la curva estd dada por la ecuacién

_ 2% ooy x 250 < x < 250
Y= 3078125 \ 7 T 12000 ) Srs

= Ejemplo 3.26 Un cable de un puente colgante tiene sus soportes en el mismo
nivel, separados a una distancia de L pies. Los soportes estdn a pies por encima
del punto minimo del cable. Si el peso del cable es despreciable pero el puente
tiene un peso uniforme de @ libras por pie muestre que

a) la tension del cable en el punto mas bajo es: %Zlb.
b) la tension del cable en los soportes es: 2%+/I2 +16a21b.

Resolucion

a) De acuerdo a los datos que se nos da en el problema se tiene la figura
3.15.

Y

A B

\ /

Figura 3.15:
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Segun (3.39), la ecuacion diferencial estd dada por 3 d’ = }11 ‘2‘1’ ; puesto

que el peso del puente (plataforma) es uniforme y de  libras por pie,
entonces este dato se refiere a la distribucién del peso a lo largo de x,

es decir w = “%’. Reemplazando este dato en la ecuacién diferencial se
d2y _ L L
dx2 = ﬁ ) <x< 3
tiene el problema: ((00)) 00 . Resolviendo la ecuacién
L
y(3)=a

diferencial de este problema y aplicando las condiciones y(0) = y'(0) =

0 se obtiene )
wx
= 343
) =S5 (3.43)

La tension en el punto mds bajo que se pide en el problema es H, para
determinarla aplicamos la condicién y (’5) =aen (3.43), de donde

L2
H= o libras
8a

b) En el desarrollo de (a) hemos visto que d = . Al integrar se obtiene
W (x) = wx+k; puesto que W(0) = 0, entonces W (x) = x. Para deter-
minar la tensién T en los soportes aplicamos (3.38), que elevando al
cuadrado cada una de las ecuaciones y sumando miembro a miembro da
como resultado

T>=H?+W? (3.44)

Por simetria basta evaluar en x = %, haciendo esto en (3.44) y poniendo
el valor de H ya obtenido se tiene

wL?\’ L
T2=(—-) +W?( =

(5) v (5)
p2_ @L (oL

T T\ 2
2
L

T2((;’a) (L2 +16a%)

Extrayendo la raiz cuadrada en esto dltimo se tiene finalmente que

oL
T = L? 41642
8a

= Ejemplo 3.27 Determine la ecuacion de la curva de un cable flexible con
densidad'® constante p, el cual estd fijo por sus extremos a dos soportes

I8En este caso nos referimos a la densidad lineal, la cual estd dada por el peso por unidad de
longitud de cable.
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Resolucion

La resolucién de este problema es semejante a la del ejemplo 3.23 hasta
obtener la ecuacién

d’y 1dw

dx>  H dx
El lector debe darse cuenta que en este caso el cable no soporta carga alguna,
sino mas bien se dobla por efecto de su propio peso. Por esto hay que buscar
una expresion matemdtica que relacione ‘%’ con la densidad del cable y su
longitud. Para esto, escojamos una seccion infinitesimal del cable. En la figura

3.16 se muestra una ampliacion de la seccién infinitesimal AB de la curva

B

Ay

Ax

¢

Figura 3.16:

Para Ax bien pequefio, la longitud del segmento AB es casi igual a la
longitud delﬂco AB; en tal sentido, si s es la longitud del arco, entonces la
longitud de AB es As. Luego aplicando el Teorema de Pitdgoras se tiene

(As)* = (Ax)* + (Ay)?
A (Ay)
Ax Ax

ds dy 2
=1 el
dx + (dx)

entonces con el resultado anterior

de donde

Ahora, haciendo Ax — 0

aw _ dW ds

Pero dx — ds dx’

2
W _dW. [}, (dy> (3.45)

dx  ds dx



3.3 Cable colgante 169

Teniendo en cuenta que la variacion del peso por unidad de longitud de cable

es la densidad, entonces p = %. Luego (3.45) se convierte en:
W e (% ’ (3.46)
ax P dx '

Poniendo (3.46) en (3.39) se llega a la ecuacidn diferencial

Py p dy\’
=l <dx> (3.47)

Para resolver esta ecuacion hacemos el cambio de variable z = %, de modo
que se tiene la nueva ecuacion

E_P iz

dx H
de cuya integracion se obtiene

In(z+V1+2%) = %x—kln(cl)

Aplicando la condicién z = 0 cuando x = 0, !°

asi la ecuacion diferencial

se obtiene ¢; = 1, teniéndose

dy 1{% #]
— == |efd —e
dx 2

cuya solucion general estd dada por

H px
y= —cosh— +
cos )

Si ponemos que y(0) = % entonces ¢, = 0, y de esta manera se tiene la curva
H px
= —cosh —
Y H

La grafica de esta funcién se llama catenaria®. Si % =32yxe[-4,4],se
tiene la catenaria que se muestra en la figura 3.17

19Se asume de ese modo, tomando en cuenta que el punto minimo del cable ocurre cuando
x=0.
20La palabra catenaria proviene del latin, y significa cadena.
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5004

400

3004

2004

100+

Figura 3.17:

= Ejemplo 3.28 Un cable de 0,5 1b/pie cuelga de dos soportes que estdn en
un mismo nivel y separados 100 pies. Si la pendiente del cable en uno de los
soportes es %2

a) Encuentre la tension del cable en su punto mds bajo.

b) Determine una ecuacién para la curva que hace el cable.
Resolucion

a) Poniendo los datos del problema en un grafico se tiene la figura 3.18,
donde O es el origen del sistema de coordenadas. Segtn lo que indi-
ca el problema, la densidad es p = 0,5, luego poniendo la ecuacién
diferencial (3.47) con sus condiciones de frontera se tiene:

A Y B

-50 50 X

Figura 3.18:
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2
ey _ 1 1+(ﬂ) , =50 <x <50

dx 2H dx
y(0)=0
y'(0)=0

Resolviendo la ecuacidén diferencial segtin el ejemplo anterior se tiene
y(x) =2H cosh ﬁ +c
aplicando la condicién y(0) = 0 resulta ¢ = —2H, luego
y(x) = 2H cosh % —2H (3.48)
Para determinar H usamos la tercera condicion del problema, segtin la

cual y’(50) = senh 3% = % Resolviendo esto se tiene

25 25

H—e 7 12
% =3 haciendo z = e%s

572 -247—-5=0

1
=5 V z=-—¢
Z Z 5

Escogiendo la raiz positiva se tiene z = el =5 , de donde la tension del
cable en el punto mds bajo estd dada por:
25
H=—
In5

1. Poniendo el valor de H en (3.48), la curva que hace el cable estd dada
por la ecuacién

1
3(x) = 1%0 [cosh <115x> = 1] , —50<x <50

= Ejemplo 3.29 Un cable tiene una densidad constante de p libras por pie y
cuelga de dos soportes al mismo nivel separados L pies. Si la tension en el
punto mds bajo del cable es H libras,

a) Muestre que la tension del cable en los soportes estd dada, en libras por

pL
H cosh (ﬁ>

b) Muestre que el peso total del cable es 2H senh (%) .
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Resolucion

a) Teniendo como referencia la resolucion del ejemplo 3.27, se tiene segiin
(3.46) que el peso W (x) estd dado por la ecuacién diferencial %’ =

N 2 ,
py/1+ (%) , en la cual reemplazamos % = senh £ para obtener el

W — p/1+senh? &

, cuya solucién es
w(0)=0

problema: {

W (x) = H senh (%)

Abhora, usando la identidad (3.44) y evaluando en x = % (en el soporte

de la derecha) resulta
L
’ ’ ’ < 2 )

L
T2 — H? + H?senh? 2=
-+ sen oH
L
T? = H? cosh? P
2H

Luego, de esto dltimo se concluye que la tensién en cualquiera de los
soportes (por la simetria) es

pL
7;:% = Hcosh <2H>

b) Para determinar el peso total del cable P, simplemente multiplicamos
la densidad p por la longitud del cable L., es decir:

P.=pL,

Desarrollando esta igualdad se tiene:

Fe

I I
o S
3
\‘ hl\
O
S =
w2
£ 5
VRS
=R S8
~ = <=
=
[})
= &

= arfen(2)

de donde finalmente el peso total del cable es

P. = 2H senh <pL>
2H
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= Ejemplo 3.30 Un cable de / pies de longitud tiene una densidad constante p
libras por pie. El cable cuelga de dos soportes que estdn en un mismo nivel y
separados L pies. Si ademads estos soportes estdn a pies por encima del punto
mads bajo del cable. Muestre que la tensién H correspondiente al punto mas
bajo del cable esta dada por la férmula

pL
= (3.49)
1+2a
2In 152

Resolucion

Ponemos los datos del problema en la figura 3.19.

A Y

Figura 3.19:

En este caso, la curva que hace el cable se determina resolviendo (3.47),
que con las condiciones que ilustra la figura se tiene el problema:

2
Py _p dy L L
=\t &) —3<x<3

d.
y(0) =y'(0) =0
y(5)=a

Resolviendo la ecuacién diferencial con las condiciones y(0) = y'(0) =0 se
obtiene

H p

Luego, aplicando la condicién y (%) = a en esto dltimo resulta %cosh % -
% = a, de donde
pL pa
h— —1="— 3.50
OSon H (3.50)
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Sabiendo que la longitud del cable es /, tenemos

5 dy\ >
L= 14+ (D) dx=1
L dx

de donde

senh — = — (3.51)

Dividiendo (3.50) entre (3.51) vemos que:

pL
cosh 57— 1 _ 2:1
pL
senh 55 l
pL pL

pL

—5H _ . pL
de donde mpzreﬂ = 27“ y haciendo z = e2

e2H —e 2H

(1—2a)2% =2lz+1+2a=0
l+2a
‘Tl

P 424

como z # 1, entonces z = e2d = =57. Tomando logaritmo en esto dltimo se
tiene finalmente:

__pl

- [+2a
2In oa

que es lo que pide demostrar. .

Ejercicios 3.3
1. Determine la ecuacién de la curva que adopta el cable de un puente

colgante, si si los soportes estdn al mismo nivel, separados una distancia
de 800 pies, y 800 pies mas altos que el punto minimo del cable. Ade-
mads asuma que el peso del puente es uniforme y el peso del cable es
despreciable. ;Cudl es la pendiente del cable en los soportes?

Un cable de peso despreciable que soporta la plataforma de un puente
colgante tiene sus soportes a un mismo nivel, separados a una distancia
de 400 pies. Si los soportes estdn a 80 pies mds altos que el punto
minimo del cable, use un conjunto apropiado de ejes para determine una
ecuacion para la curva que hace el cable, asumiendo que el puente tiene
un peso variable de 200 + % libras por pie de longitud, donde x es la
distancia en pies desde el centro del puente.

Una cortina estd formada por varillas muy delgadas colgando de una
cuerda de densidad despreciable. Si las varillas estdn unas junto a otras e
igualmente espaciadas horizontalmente, ;cudl es la forma de la cuerda?
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4. Un cable de densidad 0,4 Ib/pie tiene 250 pies de largo y cuelga de dos
soportes que estdn al mismo nivel. Los soportes estan separados 200
pies.

a) Calcule la distancia de los soportes por encima del punto més bajo
del cable.
b) Calcule la tensién en el punto mas bajo del cable.

5. Un cable de densidad 0,5 1b/pie cuelga de dos soportes que estdn al
mismo nivel y separados 50 pies. Si los soportes estdn a 10 pies por
encima del punto mds bajo del cable

a) Calcule la longitud del cable.
b) Calcule la tensién en el punto mas bajo del cable.
¢) Calcule la tensién en los soportes del cable.

3.4 Vaciado de tanques

Se trata de problemas en los cuales hay que hacer un modelo matemadtico
usando ecuaciones diferenciales con el que se pueda determinar el tiempo en
el cual un tanque que contenga cierto liquido demore en vaciar parte de su
contenido. En la figura 3.20 se tiene un depdsito conteniendo un cierto liquido
cuya seccidn transversal es constante y de drea A, si se hace un agujero en
la parte inferior de 4rea B, entonces el contenido del tanque empieza a fluir
a través de él. Para elaborar el modelo matematico asumimos que h(t) es la
altura del liquido en el tanque en el instante ¢, cuando transcurre un tiempo At,
la altura del liquido debe ser A(t + Ar)

Figura 3.20:

De esta manera el liquido pasa del nivel 1 al nivel 2, el volumen entre
estos dos niveles serfa AV = —AAh, donde Ah = h(t + At) — h(z). Pensando
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de manera intuitiva, el volumen AV al salir por el orificio, hace un cilindro de
longitud As y drea transversal B. Igualando volimenes en este caso se tiene

—AAh = BAs
Dividiendo entre At entonces
Ah  BAs
At AN
Luego, haciendo Ar — 0 se tiene:
dh Bds
2 3.52
dt A dt ( )

donde % podriamos interpretarlo como la velocidad a la cual estd escapando
el liquido®'. Para determinar tal velocidad calculamos la energia del volumen
AV; en efecto: El volumen AV por encontrarse a una altura / tiene energia

potencial igual a mgh; dicho volumen al escapar por el orificio produce energia

— dr

2
mgh:%zgzxﬂgh

poniendo esto tltimo en (3.52) se obtiene la ecuacién diferencial

. 2
cinética igual a *3~, donde v
debe ocurrir

como tales energias tienen que ser iguales

dh B

=2 2gh (3.53)
Acd hay que indicar que no todos los liquidos salen con la misma rapidez,
dependiendo de lo densos que sean, la friccién en el orificio hace que la
rapidez de escape sea diferente, por tal motivo, en la ecuacién (3.53) debemos
introducir una constante que mida tal efecto, si llamamos c la constante de
friccién?? entonces se tiene la ecuacién diferencial

dh B
== _Xc\/z?h (3.54)

Cuando no se indique la friccién asumiremos ¢ = 1.

= Ejemplo 3.31 Un tanque esférico de 4 pies de radio estd completamente
lleno con gasolina. Se permite la salida del combustible por un orificio de
radio una pulgada en su parte inferior. {En cudnto tiempo se vaciard toda la
gasolina del tanque?

21 También recibe el nombre de caudal.
220 coeficiente de friccion.
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Resolucion

Sea h(r) 1a altura del nivel del combustible en el instante ¢. Para aplicar (3.54)
debemos definir A y B; en este caso A = A(¢) es el drea de la seccidn transversal
de la esfera en el instante ¢ el cual es un circulo de radio (), y B es el drea de
la seccidn transversal del orificio. Observe la figura 3.21.

4 a(t)
4
o)
4 h(t)
Figura 3.21:

Para determinar A(t), antes vemos que a(f) = h(t) — 4, luego aplicando el
Teorema de Pitdgoras en el tridngulo OCP se tiene

a4’ =47
r* =16 (h—4)*

r(t) = 1/8h(t) —h?(t), h(t) €0,8]

Luego el drea de la seccién transversal de radio r(f) es
A(t) = mr*(r) o también A(r) = m(8h — h?)

Para determinar B, el radio del orificio es de 1 pulg = ﬁ pie, de donde

2
1 T
B=n|—| =—
( 12) 144
Poniendo las expresiones de A y B en (3.54) y asumiendo ¢ = 1 se tiene la
ecuacion diferencial:
dh ™

dt — m(8h—h?) 2(32)h
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Simplificando esta ecuacion se tiene el problema:

dh _ __Vh
dr ~ T8(h2—8h)

h(0) =8

Resolviendo la ecuacion diferencial

Como /(0) = 8, entonces k = _512v2 luego A(t) estd dada implicitamente
por la relacién

2,5 16,3 1 5122

5 3 18 15
El tanque queda vacio cuando /# = 0, poniendo este valor en la solucién se

obtiene:

|
=
I

|
[~}
|

r—18 (51125ﬁ> ~ 868,89 seg ~ 14,48 min

es decir, el tanque queda vacio en un tiempo de 14,48 minutos. "

= Ejemplo 3.32 Un depésito con forma de cono circular recto como se muestra
en la figura 3.22

[— 8 pies —j

Figura 3.22:
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estd lleno con agua, a la cual se le permite salir por un orificio circular de
radio 2 pulgadas ubicado en su parte inferior (vértice). Si se considera que la
constante de friccién es ¢ = 0,6
a) Determine una ecuacion diferencial con su condicién inicial con la cual
se pueda determinar la altura /& del nivel del agua en funcién del tiempo
t.
b) Determinar el tiempo en que se vacia totalmente el agua del tanque.

Resolucién

a) En todo el proceso de vaciado, la seccidn transversal del tanque es un
circulo cuyo radio estd disminuyendo a medida que el nivel del agua
desciende; para determinar su drea establecemos antes la relacién de su
radio con la altura. En efecto, si escogemos un instante 7 cualquiera en
que el tanque se estd vaciando, se tiene la figura 3.23,

20 pies

Figura 3.23:
donde por semejanza de tridngulos vemos que:% = %, de lo cual se
obtiene
(1) = 2h(t)
r(t) =—
5

Si A(z) es el drea de la secci6n transversal del cono en cualquier instante
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t, entonces
2 ‘2 4 2
A(t) = r*(t) otambién A(t) = g71:h (1)

Abhora, sea B el drea del orificio, se sabe que el radio es de 2 pulgadas,
entonces

2
1
B= 7'[(6) o también B = %

Reemplazando A, B, g =32y ¢ = 0,6 en (3.54) se tiene

dn _ % 0,6V 64h
dr 4w
25
de donde finalmente con la condicién inicial 4(0) = 20 se tiene el
problema
dh _ _53-3
@ = eh 2
(P)
h(0) =20

1. Resolviendo el problema (P) se tiene que %[h(t)]% =k— %t. Aplicando

la condicién #(0) = 20 resulta k = %(20) 3. Por lo tanto, la solucién del
problema estd dada por la funcién

5 5 25 2
— 2 7 _—
h(t) = ( 02 12t>

Abhora, el tanque queda totalmente vacio cuando Ai(f) = 0. Resolviendo
esta ecuacion se obtiene + = 858,65 segundos. Es decir, el tanque se
vacia totalmente en un tiempo de 14,31 minutos.

3.4.1 Ejercicios 3.4

1. Un cilindro circular de 10 pies de radio y 20 pies de altura esta lleno
con agua. Esta empieza a vaciarse del tanque por un orificio en el fondo
de 1 pulgada de didmetro. ;Cudndo se vaciard toda el agua? (Considere
la constante de friccion ¢ = 0,6)

2. Un tanque que tiene la forma de un cubo de 12 pies de arista esta lleno
hasta sus tres cuartas partes con agua. Debido a un pequeo orificio
en el fondo de 2 pul® de drea el agua se vacia del tanque (asuma que
c=0,6).

a) (Cudndo estard a la mitad?
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b) (Cudando estard vacio?

3. Un recipiente en forma de cono circular recto en posicion vertical, con
el vértice hacia abajo y dngulo de 60° tiene una altura de 9 pies. Al
inicio el recipiente estd lleno con agua pero empieza a vaciarse por un
orificio circular de radio de 2 pulgadas; si la constante de friccion es
c=0,6y g =32pies/s?,

a) Determine la ecuacion diferencial para la altura / en funcién del
tiempo 7.

b) Determine la funcién k() que satisfaga las condiciones del pro-
blema.

c) Determine el tiempo que demora el recipiente en vaciarse total-
mente.

4. El tanque que se ilustra en la figura 3.24 estd totalmente lleno con agua

Figura 3.24:

Se permite la salida del agua por un orificio circular con un radio de 2
pulgadas en el centro de su base circular. Si la constante de friccién es
c=0,6y g = 32pies/s?, determine el tiempo que demora el recipiente
en vaciarse totalmente.

5. Un tanque en forma de un cilindro circular recto esta en posicioén ver-
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10.

11.

12.

13.

tical. Inicialmente contiene agua a una profundidad de 9 pies. En el
tiempo ¢ = O(horas) se le quita el tapdn inferior; después de una hora la
profundidad del agua ha disminuido a 4 pies. {En cudnto tiempo quedara
el tanque totalmente vacio?

. Suponga que el tanque del problema anterior tiene un radio de 3 pies

y que su orificio en el fondo es circular, con un radio de 1 pulgada.
(Cuénto tiempo le tomard al agua (inicialmente con una profundidad de
9 pies) vaciarse completamente?

. Un tanque en forma de cono circular recto de 16 pies de altura, estd lleno

con agua. En el tiempo 7 = 0 se retira el tapén del fondo (vértice), lo cual
ocasiona que después de una hora el agua del tanque tenga una altura de
9 pies. (En qué tiempo el agua se vaciard totalmente del tanque?

. Un tanque de agua tiene la forma obtenida al girar la curva y = Vo

alrededor del eje Y. Se quita el tapon del fondo a las 12 del dia, cuando
la profundidad del agua en el tanque es de 12 pies. A la una de la tarde,
la profundidad del agua es de 6 pies. ;Cuando estara vacio el tanque?

. Un tanque tiene la forma obtenida al girar la pardbola x*> = by alrededor

del eje Y. La profundidad del agua es de 4 pies a las 12 del dia, cuando
se quita el tapon circular del fondo del tanque. A la una de la tarde la
profundidad del agua es de 1 pie.

a) (Cudl es la profundidad de agua al cabo de ¢ horas?

b) (Cuando queda vacio el tanque?

¢) Si el radio inicial de la superficie superior del agua es de 2 pies,
(cudl es el radio del orificio circular en el fondo?

Un tanque cilindrico con longitud de 5 pies y radio de 3 pies se coloca
sobre su eje horizontal. Si se abre un orificio circular en el fondo con un
radio de 1 pulgada y el tanque estd inicialmente lleno hasta la mitad con
xileno, /en cudnto tiempo el tanque se vacia totalmente?

Un tanque lleno con agua, de forma semiesférica, tiene de radio 1 metro
y su lado recto funciona como fondo. El tanque empieza a vaciarse por
un orificio de 1 cm de radio ubicado en el fondo. Si se abre dicho orificio
a la una de la tarde, ;a qué hora quedard vacio?

Un recipiente de vidrio tiene forma de cilindro circular recto de radio
de 1 pie. Si inicialmente estd lleno con agua hasta una altura de 2 pies y
empieza a vaciarse por un orificio circular en la parte inferior de radio
% de pulgada, determinar la altura & del nivel de agua en cualquier
instante ¢. Considere ¢ = 0, 6.

Con los datos del problema anterior, ;a qué distancia del fondo se debe
hacer una marca sobre el costado que corresponda al transcurso de una
hora? Continte y determine dénde colocar las marcas correspondientes
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14.

15.

a2h, 3h, ..., 12 h. Explique por qué estas marcas no estdn igualmente
espaciadas.

(Clepsydra o reloj de agua) Un reloj de agua de 12 horas se disefia con
las dimensiones que se ilustra en la figura 3.25, donde la superficie del
tanque se obtiene al girar la curva y = f(x) alrededor del eje Y. ;Cual
debe ser esta curva, y qué radio debe tener el orificio circular en el fondo
para que el nivel del agua caiga a una velocidad constante de 4 pulgadas
por hora?

Y
je— 1 pi& —]
y=f(x)
4 pies
X
flujo de agua
Figura 3.25:

Suponga que un recipiente de vidrio tiene forma de cono circular recto
de radio de 1 pie. Si inicialmente estd lleno con agua hasta una altura de
2 pies y empieza a vaciarse por un orificio circular en la parte inferior de
radio 3% de pulgada, determinar la altura 4 del nivel de agua en cualquier
instante . Considere ¢ = 0,6. ;Es posible medir en este reloj de agua
12 intervalos de tiempo de longitud igual a una hora? Explique.
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Problemas de movimiento

El movimiento de una particula en un plano, estd gobernado de forma
especifica por la segunda ley de Newton. Segin Hewitt P (2007). (pag. 64),
fue Isaac Newton el primero que descubri6 la relacion entre los tres conceptos
fundamentales de fisica: la aceleracién®, fuerza y masa®*. Propuso una de
las mas importantes leyes de la naturaleza. La segunda ley de Newton, segtin
la cual la aceleracion (a) de un objeto es directamente proporcional a la
fuerza neta (F) que actiia sobre él, tiene la direccion de la fuerza neta y es
inversamente proporcional a la masa (m) del objeto., segiin lo cual:

Aceleracién ~ 7fuerza neta
masa

Eso quiere decir que si F' aumenta, a disminuye con el mismo factor; pero si
m aumenta, a disminuye con el mismo factor. De manera breve lo expresamos
asf:

a=— (3.55)

m

La ecuacion (3.55) sélo es aplicable para el caso en que la masa es constante;
mas no cuando la masa es variable. Por ejemplo, si queremos estudiar el
movimiento de un misil, hay que tener en cuenta que éste, a medida que quema
combustible, va perdiendo masa. Para estudiar este tipo de problemas hay que
aplicar la segunda ley general de Newton, segtin la cual: la fuerza F que actiia
sobre un cuerpo de masa m, le transmite momento a un ritmo igual a la fuerza.
En una ecuacion esto es:

d
F= oA (mv) (3.56)

Tenga en cuenta que asumiendo m constante de (3.56) se desprende (3.55). El

estudio del movimiento de un mévil, es el estudio de su posicién, velocidad y

aceleracion. Para esto, s(¢) representa la posicién del mévil en un instante ¢;

para medir la posicién se debe implementar un sistema de referencia adecuado.

Debemos indicar que el movimiento aqui estudiado serd sobre una linea recta.

La velocidad y aceleracion estardn dadas respectivamente por la primera y
d%s dv

. . _ds
segunda derivada c'le s(t?, es decir, v(t) = 3 y a(t) =@ = -
Veamos a continuacién algunos problemas relacionados con movimiento.

= Ejemplo 3.33 Un cuerpo de peso w desciende por un plano inclinado cuyo
angulo respecto de la horizontal es ¢. Si se desprecia el rozamiento, demuestre

23La aceleracién determina qué tan répido cambia el movimiento. Especificamente es el cambio
de velocidad durante cierto intervalo de tiempo, ver [15].

24La masa se define como la cantidad de materia en un objeto. Es también la medida de la inercia
u oposicién que muestra un objeto en respuesta a algtin esfuerzo para ponerlo en movimiento,
detenerlo o cambiar de cualquier forma su estado de movimiento. Mientras que el peso es la
fuerza sobre un objeto debida a la gravedad. La relacion entre peso y masa en objetos en caida
libre es igual a la constante g, ver [15].
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que con una velocidad inicial vg, el mévil recorrerd una distancia so en un
tiempo dado por

\/V3+2gsosena — vy

gsena

, donde g es la gravedad

(Qué ocurre con el tiempo si @ empieza a variar (aumentar o disminuir) entre
z
Oy 3
Resolucién

En primer lugar ilustramos los datos del problema en la figura 3.26,

Figura 3.26:

Despreciando el rozamiento, el cuerpo resbala por el plano inclinado
por la accién de su peso w = mg, cuyo efecto en la direccién del plano es
RQ = wsen a; poniendo s(7) la posicién del mévil en el instante ¢ y aplicando
la segunda ley de Newton se tiene el problema

42

7 =wsena, t >0

v(0) = %(O) =1

5(0)=0
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Simplificando la ecuacién diferencial se tiene: %

vez y aplicando la condicién v(0) = vg se obtiene:

= gsena. Integrando una

ds
v(t) = T gsen ot +vo

Integrando nuevamente y usando la condicién s(0) = 0, se tiene finalmente

s(t)

Si asumimos que en un tiempo # el cuerpo recorre una distancia sg, entonces

sen &
_8 t2+V0t

gsena
so = tg -+ vofo
. —2vp 4 +/(2v0)% —4gsen a(—2s0)
0= 2gseno
A /v(z) +2gspsen o — vg
o =
gsena
Respecto de la pregunta, si & crece entre 0y %, entonces #y decrece, es decir,
el cuerpo cae mds rapido. .
= Ejemplo 3.34 Suponga que un cuerpo que se mueve con velocidad v encuen-
. . 3 . ey
tra una resistencia de la forma % = —kv2. Hallar la velocidad y la posicién del

cuerpo para cualquier tiempo ¢. usando el hecho que v(0) = vy y s(0) = 5. De-
muestre que el cuerpo s6lo podrd recorrer una distancia finita igual a s + %, /Vo
antes de detener su deslizamiento.

Resolucién
El caso es sencillo. S6lo hay que integrar, en efecto, sabiendo que % = —kv? ,
) . C .
entonces —=— = ¢j — kt; aplicando la condicion v(0) = v se tiene:
m 1 p ( ) 0
4
() Jp—d E— (3.57)

(24 ky/vot)?
ds

puesto que &7 = v(t). Entonces integrando nuevamente y aplicando la condi-
cién s(0) = s¢ vemos que:

2% 4/
k k(2+kyvot) (3.58)

Haciendo t — +o0 en (3.57) se tiene que v(¢) — 0, es decir, el mévil se detiene
cuando el tiempo es muy grande. Haciendo lo mismo en (3.58) vemos que la

distancia limite es: 5
/v
s = lim s(t) =so+ 0

=400 k

s(t) =so0+
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lo que significa que antes de detenerse el mdvil ha recorrido una distancia

igual a 5o+ 2\2%.

= Ejemplo 3.35 Un objeto de Skg se suelta a partir del reposo a 1000 metros
arriba del suelo, cayendo por el efecto de la gravedad. Suponiendo que la
fuerza debido a la resistencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto
con constante de proporcionalidad & = 50 kg/s.

a) Determine la ecuacién del movimiento del objeto.

b) (En qué momento el objeto impactara el suelo?

Resolucion

a) Ilustramos los datos del problema en la figura 3.27,

- -+ @t=05=0

1000 m

w = mg

¥
Figura 3.27:

donde consideramos: m = 5kg y g = 9,81 m/s%. Calculando la suma
de fuerzas que actdan en la direccién del movimiento se tiene que
d%s ds

m<> =mg — kv, donde v = Z7. Poniendo la ecuacion diferencial con la

condicién inicial v(0) = 0 se tiene el problema:
d ko
T =8
v(0)=0

cuya solucidn es

ds _mg  mg _k
_V()_ k ke
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. . 2, _k
Integrando esto Gltimo para hallar s se tiene: s = 71+ “fe™n’ + ¢,

que aplicando la condicién s(0) = O resulta:
2
_mg  mg i
S(t) = 71‘ + kTe

Reemplazando m y g se tiene finalmente:

m2 8
k2

s(t) =0,0981¢~ 1% +0,981r —0,0981

b) Para determinar el tiempo en que el cuerpo impacta el suelo hay que
resolver s(0) = 1000, de donde se obtiene: ¢t = 1019,4680 segundos,
que es aproximadamente 17 minutos.

= Ejemplo 3.36 Un paracaidista cuya masa es de 75 kg se deja caer desde un
helicéptero que se encuentra suspendido a 2000 metros arriba de la superficie.
Suponga que la fuerza de resistencia del aire es proporcional a la velocidad
del paracaidista, con constante de proporcionalidad k; = 30 kg/s cuando el
paracaidas estd cerrado y kp = 90 kg/s cuando el paracaidas estd abierto. Si el
paracaidas no se abre sino hasta que la velocidad del paracaidista llega a ser
20 m/s ;al cabo de qué tiempo llegara al suelo?

Resolucion

Ilustramos el problema en la siguiente figura 3.28, donde m =75, g = 9,81,
k1 :30yk2=90.

— A ' .................................
ey
mg
2000 m
y
P@———rt = t,, v =20
ko1
mg
y

e

Figura 3.28:
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Poniendo s(¢) la posicién del paracaidista en el instante ¢ y v(¢) su veloci-
dad se tiene que s(0) =0y v(0) =0.
Analizando en el tramo AB, se tiene m‘éf
el problema
dv 4 ki by =
dt 8
{ v(0)=0

cuya solucién estd dada por la funcién (velocidad)

= mg — kv, de donde se forma

(t) = 981 981 —3r

W0 T a0 ¢

Puesto que % = v(t), integrando nuevamente y usando la condicién inicial
5(0) = 0 se tiene la funcién posicién

981 2 981t 981

— £t

O=T5¢ "+ 20" 76

Sit es el instante en que la velocidad del mévil es 20, entonces para determinar
tal tiempo debemos resolver v(¢;) = 20. En efecto:

981 981 _2 5, 181
= 2 —_—— 731"1 = 2 = 71 —_—

v(t) =20 = 0 a0 ¢ 0=1 SInge
Podriamos afirmar que el mévil esté en el punto B en el instante t| = f% In %
segundos; y la distancia recorrida hasta ese momento es:

981 181
s(t)) =-50— T3 —1In noel ~ 53,6227 metros

Resolviendo para el tramo BC, se tiene que md"

forma el problema:

= mg — kyv, de donde se

cuya solucidn es

327 446548014693 ~&

1) ="
V(1) =30t 237189640

Usando nuevamente el hecho que dt =v(t) y la condicién

981 181
= — 71 _—
s(h) ==30— e Inge]

se tiene:

148849338231 _¢s, 327 1927 327 181
s)=—————e5 f——=L 2 g2
94875856 40 48 8 981
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De esta manera para los tramos AB y BC la posicién del moévil estd dada por
la funcién

981 ,—2r 981, 981
Te¢ * gl Te 0stsh

s(t) =
Bl 4 <t

148849338231 — % | 327 1927 327
- e S+~ 3 5 Inggr,

94875856 T
Para determinar el instante en que el mdvil impacta con el suelo hay que
resolver? la ecuacién s(¢) = 2000; haciendo esto resulta que ¢ = 241,109
segundos (aproximadamente 4,02 minutos) "

= Ejemplo 3.37 Un cuerpo se mueve horizontalmente a través de un medio

cuya resistencia es proporcional al cuadrado de su velocidad, de modo que,
% = —kv?. Demuestre que la velocidad y la posicién en cualquier instante
son respectivamente:

Vo

1
= 1) = —1In(1 kt
1+ vokt y s(t) 90+k n(1 4 vokt)

v(7)

donde v(0) = vo y s(0) = so.

Resolucién
dv __ 2
. . E B 7kv .
En primer lugar, si resolvemos el problema , es facil ver que
v(0) =vo
su solucion esta dada por la funcién
Vo
)= —
®) 1+ vokt

puesto que % = v(¢). Entonces con la condicién inicial s(0) = s se tiene el
problema:

ds _ _ %o
dt — I+4vokt
5(0) = s0

cuya solucioén es la funcién

1
s(t) =so0+ % In(1 +kvot)
n

= Ejemplo 3.38 Un cuerpo se mueve en un medio cuya resistencia es propor-
cional a su velocidad v, de modo que % = —kv

25En este caso la solucién se hace aplicando técnicas de aproximacién, o usando software,
como por ejemplo Maple 16, que es el que estamos utilizando en el presente trabajo.
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a)

b)

a)

b)

Si la velocidad y posicién iniciales son respectivamente v(0) = vg y
$(0) = s9, demuestre que su velocidad y posicién en el instante ¢ estdn
dadas por:

v(t)=voe M y s(1)=so —1—%0 (1 —e_k’)

Concluya que el cuerpo viajé solo una distancia finita y encuentre esa
distancia.

Resolucién
% =—kv
En primer lugar la solucién del problema , estd dada por
v(0) =
la funcién
v(t) = voe M

que al usar el hecho de que % =v(t) y s(0) = 50, se tiene nuevamente
el problema:

D — ype
$(0) = so

cuya solucién es la funcién

s(t) =s0+ Wl (1 - eik’)
k

La presencia de la resistencia hace que el mévil tenga que detenerse
en algdn momento, si hacemos ¢t — 40 en v(z), se tiene que v(¢) — 0,
tedricamente, el cuerpo se detiene cuando ¢ es infinito. En la realidad
esto ocurre para un tiempo relativamente grande. De este razonamiento,
si el cuerpo se detiene, entonces debe recorrer una distancia finita, la
cual estd dada por

- — Yo
5= ;ETWS([) =50+ .

es decir, la distancia que llega a recorrer el movil antes de detenerse es:
N
S0 -+ 70

= Ejemplo 3.39 Un objeto cuya masa es m, se lanza hacia arriba con una
velocidad inicial vg. La resistencia que ofrece el aire es proporcional a su
velocidad instantdnea, siendo k la constante de proporcionalidad. Muestre que
la altura méxima que llega a alcanza el objeto es:

2

mvy m°g kvo

SN2 T [ il
k k2 n<+mg>
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Resolucion

[lustramos el problema en la figura 3.29.

\

1
_ kv u mg
Altura maxima (H,,..) |

s(t)

Figura 3.29:
Con la suma de fuerzas que actdan en la direccién del movimiento y la
segunda ley de Newton vemos que: m% = —mg — kv. Luego, con la condi-
dv k.
. . . . dt m g
cién inicial v(0) = v, se forma el problema , de donde se
v(0) = v

obtiene que la velocidad en cualquier instante ¢ estd dada por la funcién:

v(t) = (vo+ %) et — %
ds

Para determinar la posicion s(t) usamos el hecho que %7 = v(¢) y 5(0) =

&= (ot n =5

0. Resolviendo el problema: , se tiene que su
s(0)=0
solucidn estd dada por la funcién
s(t) = ]T—Z(vok—i—mg) [1 —e7%} - %t

La altura mdxima que alcanza el mdvil es en el instante #; cuando su velocidad
se hace cero, es decir: v(#;) = 0. Resolviendo esta ecuacion se obtiene:

n= """ __
Tk kvo +mg



3.5 Problemas de movimiento 193

Evaluando s(¢) en t1, la altura mdxima estd dada por

2
mvy m°g mg
Hpix = s()=—+—In| —————
max s(t1) X + 2 n<v0k+mg>
_my m’g In kvy +mg
N k k2 mg
2
mvy m°g kvo
Hmix = k_k21n<1+mg>

= Ejemplo 3.40 Una particula de masa unitaria se dispara verticalmente hacia
arriba en un campo gravitacional de g = 10 m/s? y con una velocidad inicial
vo = 100 m/s. El medio donde se mueve la particula ejerce una fuerza de
resistencia proporcional al cuadrado de la velocidad instantdnea con constante
de proporcionalidad k = 0,2 N—Szz

a) Determine la altura maxima que alcanza la particula.

b) Determine el tiempo que demora la particula en alcanzar su altura

maxima
Resolucién

a) De acuerdo a los datos del problema se tiene la figura 3.30.

517 = p

Altura maxima (H,..)

s(t)

Figura 3.30:
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Donde s(7) y v(t) = Zf son respectivamente la posicién y velocidad de la

particula en cualquier instante ¢. En ¢ = 0 se tiene s(0) =0y v(0) = vy =
100. Si tomamos la suma de fuerzas en la direccién del movimiento y la

segunda ley de Newton, se obtiene que: md‘ = —mg — kv?, de donde
dv v?
—=-10—— 3.59
dt 5 (3.59)

Como se observa, (3.59) es la expresion de la variacién de v respecto de
t. Es posible expresar la variacién de v respecto de la posicion s, para lo
cual basta aplicar la regla de la cadena. En efecto:
dv _dvds dv
=v
dt — dsdr ds

Reemplazando en (3.59) se tiene la ecuacién diferencial

v—=—-10—— (3.60)

puesto que para ¢ = 0 se tiene que s = 0. Entonces v(s)|s=0 = 100; esto
y (3.60) nos conducen al problema:

vds —-10—-%
(3.61)
v(s)|s=0 = 100
donde la resolucién de la ecuacién diferencial es como sigue:
dv v?
T —_10- =
Vds 5
2v 2 2v 2
dv=—=ds— | ——dv=—=[d
-5 5% /v2—50 Y 5/ ’

2
In(v? +50) = —5s+ine
V2450 = ce™ 3

Aplicando la condicién inicial del problema resulta ¢ = 10050. Luego
la solucion de (3.61) es:

V2450 = 10050e3°
La altura maxima sy4x ocurre cuando v = 0, asi se tiene
050 = 10050~ 5mix

2
SSmix = n201

5
Hpix = Smax = §1n201 ~ 13,2583 metros



3.5 Problemas de movimiento 195

b) Para determinar el tiempo que demora la particula en alcanzar la altura

maxima hay que usar (3. 59) que con la condicién inicial v(0) = 100
nos lleva al problema: , cuya solucién es

v(0) =100
v(t) = —5V/2tan [\2[ ( ﬁarctan(le/ﬁ))]

Sit=1t €(-%,%) es el tiempo en que el mévil alcanza su altura
maéxima, entonces v(z;) = 0. Resolviendo esta ecuacién se tiene:

—5v2tan [\[ (2t1 — ﬁarctan(lO\fZ))l =0
2t; —V2arctan(10v/2) =

2
= garctan(IO\@)

Asi t; = 1,0608 segundos.

= Ejemplo 3.41 Un cuerpo de 8 libras de peso cae con velocidad inicial vy
hacia la tierra desde una cierta altura. A medida que cae la resistencia del aire
que actda sobre él es numéricamente igual al doble de la velocidad en pies por
segundo.

a) Determine la velocidad y posicién respecto del tiempo.
b) Determine vy para que al cabo de 1“2 segundos, la velocidad se duplique.

Resolucion

a) En este caso el grifico correspondiente al problema estd en la figura
3.31, donde v(z) y s(¢) son respectivamente la velocidad y la posicién
del mévil en el instante 7. Segun el problema el mévil tiene un peso

igual a 8 libras, de donde su masa es m = % = %.
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KZO,SZO. -

Figura 3.31:

Tomando la direccién del movimiento, se tiene: m% =mg — 2v, luego
ldv g

el problema: ¢ 4 dt 8=2v , cuya solucién es la funcién v(¢) dada
v(0) =vo

por:

V(1) =4+ (vo—4)e ™
ds

Como & = v(t), entonces con la condicién s(0) = O se tiene el nuevo
& =4t (vg—4)e¥

s(O) —0 . En este caso su

problema para s(¢) dado por {

solucién es la funcién
1

1
s(t) = fg(vo —4)e B 441+ g(vo —4)

b) Al cabo de % la velocidad del mévil se duplica, es decir: v (%) = 2.
Resolviendo esta ecuacion se tiene

_ 4 pie

o= 3 segundo

= Ejemplo 3.42 Una gota de lluvia, esférica, partiendo del reposo, cae por
influjo de la gravedad. Si recoge vapor de agua (supuesto en reposo) a un ritmo
proporcional a su superficie y su radio inicial era cero, probar que cae con
aceleracion constante £ .
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Resolucion

Este es un caso donde la masa no es constante, sino mas bien, a medida que cae
su masa va aumentando. Como la gota tiene la forma de una esfera, entonces
el area de su superficie es A = 472, donde r es su radio en un instante 7
cualquiera.

— t=0,v=0 vy s=0

>
U
°

« « Q€0 « «

mg
|
v
Figura 3.32:

Segtin el problema, la gota de lluvia recoge vapor a un ritmo proporcional
a su superficie, es decir su masa aumenta segin la ecuacion:

dm
dr
Asimismo, el volumen de la gota de lluvia en un instante ¢ estd dado por
la ecuacién Vol = %nr3. Ahora, si p es su densidad entonces ocurre que su

masa® estd dada por m = %np 3. Derivando respecto de ¢ e igualando con
(3.62) se obtiene

= k(4mr?) (3.62)

dr _k
drp
Resolviendo esta ecuacidn diferencial y usando el hecho que r = 0 cuando
t = 0 se tiene que el radio estd dado por

r(r) = gt

26Recuerde que la masa es el producto del volumen por la densidad.
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y con este resultado la masa de la gota de lluvia en cualquier tiempo ¢ es:
4 k3t3
3507

Para determinar la ecuacidon de movimiento de la gota de lluvia asumimos que
s@@) yv(t) = Zf son respectivamente su posicién y velocidad en el instante 7.
En la figura 3.32 ilustramos las condiciones del movimiento.

Como no menciona resistencia al movimiento, la asumimos de valor cero.
Segtin la direcciéon de movimiento y usando (3.56) se tiene que % (mv) = mg,

entonces

m(t) =

dm m dv
v— =m
dt dr &
Poniendo la expresion de la masa en esta tltima ecuacién vemos que
4 (4 Kt 3) 4 KBrldv 4 i

Ya\3T 2 ) T3 pr 4 T3 28
dv 3 _
ar 1’78

donde la solucion de esto ultimo es:

1
P(t) = th“ +c

Aplicando la condicién v(0) = 0, resulta ¢ = 0, y de esta manera

1
t)=—gt
v(t) =8
Como se nos pide la aceleracion, ésta es a(t) = Lv(t) = £. .

= Ejemplo 3.43 Si en el problema anterior el radio inicial de la gota de lluvia
es ro y r es el radio en el instante #, demostrar que la aceleracidn en el instante

34
g i)
res; (1 + = )
Resolucion

La resolucién de este problema serd sobre la base del problema anterior. En

efecto, en el problema anterior podemos asumir que k = p y de esta mera el

cambio del radio de la gota de lluvia en el tiempo estd dado por la ecuacién

diferencial % =1, que con la condicién de r(0) = ry se obtiene:
r (t ) =t+r

Con esto, la masa de la gota en el instante ¢ estd dada por

m(t) = gn:(t+ro)3
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Poniendo esto en la ecuacién diferencial v%" + m% = mg resulta el problema
dv 3 _
dr + t+rg v=_8

, cuya solucidn es:

v(0) =0
4
8 879
1) ==(t -
0 = 54 r0) = o8
Calculando la aceleracion se tiene
t) dv g 3 gr}
a = _— = - —_
dt 4 4(t+r0)4
_ 8,83
o 4+4 r4
4
8 31
t) = =2|(1+—2
a(r) ) ( + - )

Ejercicios 3.5
1. Una pequefia gota de aceite de 0,2 gramos de masa, cae en el aire

desde el reposo. Para una velocidad de 40 cm/seg, la fuerza debida a la
resistencia del aire es 160 dinas. Asumiendo que la fuerza de resistencia
del aire es proporcional a la velocidad:
a) Encuentre la velocidad y la distancia recorrida como una funcién
del tiempo.
b) Encuentre la velocidad limite.

. La fuerza de resistencia del agua que actiia sobre un bote es proporcional

a su velocidad instantdnea, y es tal que a 20 pies/seg la resistencia del
agua es 40 1b. Si el bote pesa 320 1b y el tinico pasajero pesa 160 1b, y si
el motor puede ejercer una fuerza estable de 50 Ib en la direccién del
movimiento:
a) Encuentre la maxima velocidad a la cual el bote puede viajar.
b) Encuentre la distancia recorrida y la velocidad en cualquier tiempo,
asumiendo que el bote parte del reposo.

. Un paracaidista y su paracaidas pesan 200 1b. En el instante en que

el paracaidas se abre, él estd viajando verticalmente hacia abajo a 40
pies/seg. Si la resistencia del aire varia directamente proporcional a la
velocidad instantdnea y la resistencia del aire es de 80 Ib cuando la
velocidad es de 20 pies/seg:

a) Encuentre la velocidad limite.

b) Determine la posicién y velocidad en cualquier tiempo.

. Un peso de 192 Ib tiene una velocidad limite de 16 pies/seg cuando

cae en el aire, el cual ofrece una fuerza de resistencia proporcional a la
velocidad instantdnea del peso. Si el peso parte del reposo:
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10.

11.

12.

a) Encuentre la velocidad del peso después de 1 segundo.
b) (A qué distancia se encuentra antes de que la velocidad sea de 15
pies/seg?

Resuelva el problema anterior si la fuerza de resistencia es proporcional
al cuadrado de la velocidad instantanea.
Un objeto con peso de 1000 Ib se hunde en el agua empezando desde el
reposo. Dos fuerzas actiian sobre €l, una fuerza de flotacién de 200 1b,
y una fuerza de resistencia del agua, la cual es numéricamente igual a
100v libras, donde v estd en pies/seg. Encuentre la distancia recorrida
después de 5 segundos y su velocidad limite.

. Un peso de 100 1b se desliza hacia abajo desde el reposo en un plano

inclinado, el cual forma un 4dngulo de 30° con la horizontal. Asumiendo
la ausencia de friccion:
a) Establezca la ecuacién diferencial y condiciones que describan el
movimiento.
b) (Qué distancia recorrera el peso 5 segundos después de empezar y
cudl serd su velocidad y aceleracién en ese instante?
Un objeto de masa m se lanza hacia arriba por un plano inclinado
a. Asumiendo que no hay friccién, muestre que la maxima distancia
alcanzada es: pr svgn o donde v es la velocidad inicial.
Si se tiene en cuenta la resistencia del aire proporcional a la velocidad
instantdnea (constante de proporcionalidad k), muestre que el objeto en
el problema anterior alcanza una distancia maxima hacia arriba en el
plano inclinado dada por

2
mvy m’g kvo
M8 engin (14—

k @ " n( +mgsen(x>

Un peso de 100 1b parte del reposo hacia abajo por un plano con 30°
de inclinacidn. Si el coeficiente de friccion entre el peso y el plano es
0,2 ;qué distancia bajard el peso después de 5 segundos? Encuentre la
velocidad y aceleracién en ese instante (asuma que el peso si arranca)
Un cohete de masa estructural m contiene combustible de masa inicial
my. Se lanza en vertical desde la superficie terrestre y va quemando
el combustible a un ritmo constante a (de modo que ‘2—'[" = —a, siendo
m la masa total variable del cohete) expulsando los productos de la
combustién hacia atrds con velocidad b constante relativa al cohete.
Despreciando todas las fuerzas externas salvo la gravedad y suponiendo
g constante, hallar la velocidad y la altura alcanzada en el instante en
que se agota el combustible.

Un cohete tiene una masa de 25 000 kilogramos, la cual incluye 20000
kg de un combustible. Durante el proceso de quema los productos de
la combustién se descargan a una velocidad relativa al cohete de 400
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m/seg, involucrando una pérdida de 1000 kg de combustible. El cohete
parte de la tierra con velocidad cero y viaja verticalmente hacia arriba.
Si la tnica fuerza que actda es la de la gravitacién (variacién con la
distancia es despreciable):
a) Encuentre la velocidad del cohete después de 15, 20 y 30 segundos.
b) Encuentre la altura alcanzada cuando se ha quemado la mitad del
combustible.

13. Un cohete tiene una masa M, la cual incluye una masa m de un com-
bustible. Durante el proceso de quema los productos de la combustién
se descargan a una velocidad g > 0 relativa al cohete. Este proceso de
quema involucra una pérdida por segundo de una masa p de combustible.
Despreciando todas las fuerzas externas excepto una fuerza gravitacio-
nal constante, muestre que la altura maxima tedrica alcanzada por el

cohete es:
M (M- 2 M—
A (BT e (2
p P M 2g M

Asuma que el cohete parte radialmente de la superficie de la tierra con
velocidad cero.

14. Adicionalmente a la fuerza gravitacional que actia sobre cohete en el
problema anterior, hay una fuerza debida a la resistencia del aire, la cual
es proporcional a la velocidad instantanea del cohete.

a) Encuentre la velocidad del cohete en cualquier tiempo asumiendo
que su velocidad inicial es cero.

b) Determine la altura del cohete en cualquier tiempo.

¢) Encuentre la altura maxima tedrica alcanzada.

Dindmica de una poblacién

Sea p(t) una poblacién de individuos en un instante 7. Si esta poblacién vi-
ve en un medio que le permite crecer y reproducirse sin restricciones, entonces
es valida la ley de crecimiento poblacional,?’ la cual afirma que: la poblacién
crece a un ritmo proporcional al tamaiio de la misma. Mateméticamente esto
se escribe asf: i

p
ar kP
donde k es la constante de proporcionalidad. Tomando sélo el caso en que p(r)
es creciente, entonces en (3.63) se tiene que ‘fl—’t’ > 0 siy solo si k > 0; esto
significa que la poblacién siempre va a estar en un proceso de crecimiento.

(3.63)

27 lamada también Modelo de crecimiento exponencial o modelo de Malthus. Thomas
Robert Malthus es considerado uno de los primeros demdgrafos, en su Ensayo sobre el principio
de la poblacion (1798) afirma que la rapidez de crecimiento de la poblacién es proporcional a su
densidad.
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En cambio, para k < 0, se tiene que ‘2—’[’ < 0, y esto implica un decreci-
miento en la poblacién (ver figura 3.33); quizas el efecto de reproduccién lo
interpretemos acd como un proceso de extincion

Reproduccién Extincion

ks 0

Figura 3.33: En el gréfico de la izquierda las curvas de poblacién son estricta-
mente crecientes, mientras en el de la derecha decrecen y tienden a cero.

La funcién que satisface (3.63) es:
p(t) =ce® (3.64)

Esta funcién para la poblacién nos indica que su crecimiento o extincién
siempre se da de manera exponencial.

La ecuacién (3.63) funciona como se dijo, bajo condiciones ideales; la reali-
dad no siempre muestra esas bondades; al contrario, el crecimiento de una
poblacidn esta sujeta a las condiciones que le brinda el medio donde se desa-
rrolla, las cuales pueden ser: cantidad limitada de alimento, espacio limitado,
presencia de depredadores o enfermedades, etc. Pero lo que si ocurre, es que
la ley (3.63) funciona para una poblacién que en un inicio es pequefia, pero a
medida que se va reproduciendo comienzan a surgir los condicionantes que
traban tal crecimiento.

Pensemos en una poblacién de truchas que viven en una poza o laguna. Al
inicio ponemos una cantidad pequefia de truchas; éstas por las condiciones
apropiadas de espacio y alimento abundante empiezan a reproducirse segin
la ley (3.63), si no se realiza captura de peces por parte del hombre o algitin
depredador, llegara el momento en que la poblacién sea relativamente grande
y comenzaran a aparecer los factores condicionantes, como el espacio ya no
serd suficiente, y la cantidad de alimento no serd tan holgada como antes.

Este proceso de alguna manera comenzard a regular o equilibrar la cantidad
de peces en la laguna. Esta poblacién de equilibrio que denotamos con la letra
K es lo que se llama capacidad de contencién o capacidad de carga del me-
dio, que viene a ser la cantidad de individuos que pueden vivir en condiciones
normales de espacio y alimento suficientes para vivir y reproducirse.
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Para generar el modelo matemadtico, necesitamos de un factor que controle
el crecimiento desmesurado de (3.63). Para esto, hagamos el siguiente razona-
miento:

Si p es pequefia comparada con la capacidad de contencién K, es decir: p <k,
entonces £ ~0y0< (1-2)~1

Si p > K, es decir la poblacién es mayor que la capacidad de contencién K,
entonces es evidente que el espacio y alimento van a ser insuficientes, y de
esta manera algunos individuos van a morir hasta que la poblacién llegue a su
equilibrio. En el lenguaje matematico: 1 — £ < 0. Multiplicando (3.63) por el
factor de control 1 — % y asumiendo k > 0, se tiene:

dp p

L —kp(1-%) 3.65
Py X (3.65)
Asf, en (3.65), para p < K como se dijo, ocurre que %z ~ kp > 0 (1a poblacién

crece), mientras que para p > K se tiene %2 = kp (1~ £) < 0 (la poblacién
decrece hasta estabilizarse, ver figura 3.34)

p>K

K (capacidad de
contencion)

P<K

Figura 3.34: En ambos casos las curvas de poblacién se estabilizan hacia la
capacidad de contencién K.

La ecuacidn (3.65) se llama ecuacién logistica y p(r) = K es su solucién
de equilibrio®®.

= Ejemplo 3.44 Un cultivo de bacterias se inicia con 500 individuos y crece

28Cuando 1 — oo, vemos que la solucién de equilibrio se comporta como un atractor.



204 3. Aplicacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

con una rapidez proporcional a su tamafio. Después de tres horas, hay 8000
bacterias.
a) Halle una expresién para la cantidad de bacterias después de ¢ horas.
b) Encuentre la cantidad de bacterias después de 4 horas.
¢) (Cuando habra 30000 ejemplares?

Resolucién

Sea p(r) la poblacién de bacterias en cualquier tiempo ¢ (horas).
a) Puesto que la poblacién de bacterias crece a una tasa proporcional a su
tamafio, entonces lo hace segin (3.63), es decir: ‘fl—’t’ = kp. Poniendo las
condiciones se tiene el problema:

4 — kp,1>0
p(0) = 500 (3.66)
p(3) = 8000

La solucién de la ecuacion diferencial es

p(t) = cé
con la condicién p(0) = 500 resulta ¢ = 500, luego p(t) = 500¢"’. Ahora,

aplicando la condicién p(3) = 8000 vemos que et = 16%; finalmente la
solucién del problema (3.66) es la funcion

p(t) =500 (16)5 (3.67)

b) Al cabo de cuatro horas la poblacién de bacterias sera:

p(4) =500 (16)3 = 20158,73 ~ 20159 bacterias
c) Sit; es el tiempo en que hay 30000 bacterias, entonces de acuerdo con
(3.67) se cumple

p(11) =500 (16)F = 30000
In60
1 =3—— ~4,430168
" Cnie
Asi t; ~ 4 horas con 26 minutos.

= Ejemplo 3.45 La razén de cambio con respecto al tiempo de una poblacién
de conejos p es proporcional a la raiz cuadrada de p. En el tiempo t = 0
(meses) el nimero de conejos es de 100, y esta cifra crece a una tasa de 20
individuos por mes. ;Cudntos conejos habrd un afio después?



3.6 Dindmica de una poblacién 205

Resolucion

Sea p(t) la poblacién de conejos en el tiempo 7 meses, la tasa de cambio a la
que crece p(t) es segun el problema, dada por la ecuacién:

dp
-k
dt VP
cuya solucién general es p% = % + c. Puesto que en t = 0 se tiene p = 100,

entonces ¢ = 10; con lo cual se tiene la nueva expresion p% = % +10. Segtin
el problema, pasado un mes la poblacién de conejos aumenta en 20 individuos.
Esto significa que p(1) = 120, y de esta manera k = 41/30 — 20. Finalmente
se tiene que la poblacién de conejos en cualquier tiempo ¢ estd dada por

p(t) = {(2\/%—10)r+10]2

Para determinar la poblacién de conejos al cabo de un afio calculamos p(12).
En efecto:

2
p(12) = (24@— 110)
460,2489 ~ 460 conejos

%

= Ejemplo 3.46 Suponga que en un lago una poblacién de peces p(r) es
atacada por una enfermedad en el tiempo ¢ = 0, con el resultado de que los
peces dejan de reproducirse (la tasa de nacimientos es 8 = 0) y la tasa de
mortalidad 6 (muertes a la semana por pez), es a partir de ese momento
proporcional a ﬁ Si inicialmente habia 900 peces en el estanque y 441 se

perdieron después de 6 semanas, jen cuanto tiempo moriran todos los peces?
Resolucién

Para resolver este problema, antes debemos hacer el andlisis de variaciones. Si
B y 0 representan respectivamente el nimero de nacimientos y muertes por
unidad de poblacién por unidad de tiempo, entonces el nimero de nacimientos
y muertes que se registran en un intervalo de tiempo [¢, + Az] se asemeja a las
expresiones:

nimero de nacimientos : Bp(f)Ar 'y  numero de muertes : 6p(t)As

Asi, en el intervalo [¢,7 4 At] el cambio en la poblacién que denotamos por Ap
se calcula mediante

Ap = nacimientos — muertes ~ (8 — 6)At
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Dividiendo entre At y haciendo At — 0 se obtiene la ecuacién diferencial

dp

—=(pB-9 3.68

2~ B=9d)p (3.68)
Ahora, segin lo que indica el problema 3 =0y § = kﬁ, poniendo estos
datos en (3.68) se obtiene:

dp _ 1

dr \/ﬁp

cuya solucién general es: \/p = c — % Aplicando la condicién p(0) = 900 se
obtiene ¢ = 30, y de esta manera:

Vp(t) = 30—%

En 6 semanas se ha perdido 441 peces, quedando 459 peces en ese lapso de

tiempo, es decir: p(6) = 459, resolviendo esta ecuacién resulta % = 710’2\5,
Luego la poblacién de peces en cualquier tiempo ¢ estd dada por la funcién

2
p(t) = (30— 102\/5>lt>

Usando esta férmula, vemos que todos los peces han muerto cuando p =0,
asi se tiene:

2
10— /51
30- 10=VSL Y g o %0 50,089
2 10— /51

es decir, al cabo de aproximadamente 21 semanas todos los peces en el estan-

que habran muerto. "

= Ejemplo 3.47 Una poblacién p(¢) de roedores tiene una tasa de nacimientos
B = 185 (al mes por roedor) y una tasa de mortalidad constante 8. Si p(0) =
100y p'(0) =8, ;cudnto tiempo (en meses) tomara a esta poblacién duplicarse
a 200 roedores?

Resolucion

Aplicando el procedimiento de modelacién del problema anterior vemos que

ot~ (w97
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Resolviendo esta ecuacion

1000 dp
/ p(p—10009) / a
10006
1 —ced
para hallar el valor de ¢ usamos la condicién p(0) = 100, de donde ¢ = 1—108.
Luego
10000

PO = 06— D)ev

Calculando la derivada se tiene:

- 100082(108 — 1)e%
[14 (106 — 1)e?]?

Ahora, la condicién p’(0) = 8 nos conduce a la ecuacién 8 = —10(106 — 1),
de donde 6 = %. Con este dato, la poblacién de roedores estd dada por la
funcién

100

pt) =
2 5 4e%

Si 11 es el tiempo al cabo del cual hay 200 roedores entonces p(t;) = 200;
resolviendo esta ecuacion se tiene r; = 501n 3 ¢ que aproximadamente es

1 ~ 5,889 meses

o también 5 meses con 27 semanas. .

= Ejemplo 3.48 En una laguna cercana a Huaraz se pusieron 400 truchas. Al
cabo del primer afo dicha poblacién se triplico; si se estima que la capacidad
de contencién de dicha laguna es de 10 000 truchas:

a) Determine la poblacion de peces al cabo de ¢ afios.

b) (Cuénto tardara la poblacién en aumentar hasta 5 000 truchas?

Resolucién

a) Segun los datos del problema se trata de un problema logistico. Poniendo
K = 10000 en (3.65) se tiene el problema:

d
& =kp ( 10800)

p(0) = 400 (3.69)
p(1) =1200
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donde p(t) es la poblacién de truchas en el tiempo 7 (afios). Resolviendo
la ecuacion diferencial de (3.69) se tiene:

dp K di
p(10000—p) 10000

10000dp
/p(lOOOO—p) _k/dt

In|p| —1In|p —10000| = kr +1nc

de donde .
=1 1
p(r) = 10000 ( + ok 1)
Aplicando la condicién p(0) = 400 se obtiene ¢ = —ﬁ. Luego
24
t)=1 l— —

Finalmente usando el hecho que p(1) = 1200 resulta que k = In (%) y
de esta manera la solucién del problema (3.69) estd dada por la funcién:

24

p(t) =10000 |1 — ————
(i) 20

la cual es la poblacién de truchas en cualquier tiempo ¢.
b) Si #; es el tiempo al cabo del cual hay 5000 truchas, entonces debe

ocurrir que
24
p(f1) =10000 |1 — ——— | =5000
(39)" +24
; In24
1= 136
lnﬁ

1 =~ 2,68 afios (2 afios y 8 meses)

= Ejemplo 3.49 En una comunidad que consta de una poblacién de 50000
habitantes ocurre que 500 de ellos se enferman de una gripe muy contagiosa
dificil de curar. Si al cabo de un dia hay 1000 personas contagiadas, determine
una funcién con la cual se pueda determinar el nimero de contagiados con
la gripe al cabo de ¢ dias. ;Al cabo de cuantos dias la mitad de la poblacién
quedara contagiada por la gripe?
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Resolucion

Sea c(t) el nimero de personas contagiadas al cabo de ¢ dias. La capacidad de
contencion segin el problema es el nimero de habitantes de tal comunidad, es
decir: K = 50000. En este caso la tasa con que varfa la cantidad de contagiados
serd proporcional no sélo al nimero de contagiados ¢(¢) sino también al
nimero de personas sanas s(t) = 50000 — c(r). Matemdticamente:

dc
= ke(50000 —
I ( ¢)
Resolviendo se tiene:
dc
— = kdt
¢(50000 —¢)
/ de / — 50000k / dt
c— 50000
[ — 1
n CSOOOO’ 50000kt +Ina
¢ 50000kt
c—50000 %€

Luego

c(t) = 50000 <1 + (3.70)

30000k _ | )

Aplicando la condicién inicial ¢(0) = 500 se obtiene a =
en (3.70) resulta

99, que al ponerla

99
= 1 —
c(t) = 50000 ( —SO000% g 9)

Finalmente, usando la condicién ¢(1) = 1000 se tiene k = =z5i551n 39, y de
esta manera la poblacién de contagiados al cabo de ¢ dias estard dada por:

99

Si al cabo de #; dias la mitad de la poblacién queda contagiada por la gripe,
entonces p(f;) = 25000. Resolviendo esta ecuacion resulta:

1
= n—99~65 dias

ln@
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Ejercicios 3.6

1. Suponga que una cierta laguna se llena con peces y que las tasas de
natalidad y mortalidad 3 y & respectivamente, son ambas inversamente
proporcionales a ,/p.

a) Muestre que la poblacién de peces en cualquier tiempo ¢ (meses)
estd dada por la funcién

plt) = (k; + \/170>

donde k es una constante y pg es la poblacién inicial.
b) Si po =100y en 6 meses hay 169 peces en la laguna, ;cudntos
peces habrd al cabo de un afio?

2. La relacién de cambio con respecto al tiempo de una poblacién p de
lagartos en un pantano es proporcional al cuadrado de p. En 1998 el
pantano contaba con una docena de lagartos y con dos docenas en 1998.
(Cudndo habra cuatro docenas de lagartos en el pantano? ;Qué sucede a
partir de ese momento?

3. Considere una poblacién p(r) que satisface la ecuacién logistica

%f =ap—bp?,
donde B = ap es la tasa de tiempo en la cual ocurren los nacimientos, y
D = bp? es la tasa de muertes. Si la poblacién inicial es p(0)=poyse
registran tanto By nacimientos como Dy muertes por mes en el tiempo
t = 0, demuestre que la poblacién limite es M = Bg—’;".

4. Suponga una poblacién de conejos p(z) que satisface la ecuacion logis-
tica del problema anterior. Si la poblacién inicial es de 120 conejos y
hay 8 nacimientos y 6 muertes por mes que ocurren en el tiempo ¢ = 0,
(cudntos meses le tomard a p(¢) alcanzar el 95°/, de la poblacién limite
M?

5. Estime una poblacién de conejos p(t) que satisface la ecuacién logistica
del ejercicio 3. Si la poblacién inicial es de 240 conejos y hay 9 naci-
mientos y 12 muertes por mes que ocurren en el tiempo ¢ = 0, ;cudntos
meses tomard a p(t) alcanzar 105°/, de la poblacién limite M?

6. Considere una poblacién p(t) que satisface la ecuacién de extincién -
explosién

%f =ap® —bp,

donde B = ap? es la tasa de tiempo en la cual ocurren nacimientos, y

D = bp es la tasa de tiempo en la cual se registran los decesos. Si la

poblacidn inicial es p(0) = po y Bp nacimientos por mes, y Dy muertes
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10.

11.

12.

por mes en el tiempo ¢ = 0, demuestre que la poblacion limite es M =

Dopo
BO :

. Suponga que una poblacién de lagartos p(r) satisface la ecuacién de

extincion - explosiéon como en el problema anterior. Si la poblacién
inicial es de 100 lagartos y hay 10 nacimientos a la vez que 9 muertes
por mes en el tiempo ¢ = 0, jcudntos meses tomard a p(¢) alcanzar 10
veces la poblacién limite M?
Suponga que una poblacién de lagartos p(t) satisface la ecuacién de
extincién - explosién como en el ejercicio 6. Si la poblacién inicial es
de 110 reptiles y hay tanto 11 nacimientos como 12 muertes por mes en
el tiempo 7 = 0, ;cudntos meses le tomard a p(¢) alcanzar 10°/, de la
poblacién limite M?
Considere que la poblacién p(¢) de un pafs satisface la ecuacién dife-
rencial

dp

dr
con k constante. Si su poblacién en 1955 era de 100 millones de personas
y fue creciendo a una tasa de 1 millén por afio, ;podria usted predecir la
poblacién del pais en el afio 2015?
Suponga que en una poblacién de tamafio K, p(¢) representa el nimero
de individuos de esa poblacién que han sido afectados por un cierto
rumor, el cual se extiende al resto de la poblacién por encuentros ca-
suales. La tasa respecto del tiempo a la cual se esparce el rumor? es
proporcional al producto de nimero p de individuos que ya conocen el
rumor y el nimero K — p de aquellos que atin no lo saben, es decir:

kp(200 - p)

dp
5 = kp(K=p)
Usando lo anterior, suponga que en el tiempo ¢t = 0 la mitad de una
poblacioén logistica de 100000 personas ha escuchado cierto rumor, y
que el nimero de quienes lo conocen se incrementa a una tasa de 1000
personas por dfa. ;Cudnto le tomard al rumor ser conocido por el 80°/,
de la poblacién?

Suponga que una comunidad cuenta con 15000 personas que son suscep-
tibles de adquirir el sindrome de Michaud, una enfermedad contagiosa.
En el tiempo ¢ = 0 el ndmero p(¢) de personas que han desarrollado
el padecimiento es de 5000 y éste se incrementa a una tasa de 500
sujetos por dia. ;Cudnto tiempo tomara para que otras 5000 personas
desarrollen el sindrome de Michaud?

La poblacién p(t) de lagartos (¢ estd dado en meses) en un pantano

29Es similar al caso de esparcimiento de una enfermedad contagiosa.
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satisface la ecuacidn diferencial
dp 1 2 1

dr 10000 " 1007

a) Si inicialmente hay 25 lagartos, resuelva la ecuacién diferencial
para determinar qué le sucede a la poblacion de esos reptiles en el
largo plazo.

b) Haga lo mismo que en a) pero asumiendo que la poblacién inicial
es de 150 lagartos.

13. Un tumor puede ser considerado como una poblacién de células multi-
plicandose. Se encuentra, empiricamente que la tasa de natalidad de las
células en un tumor decrece exponencialmente con el tiempo, tal que
B(t) = Boe ™ (donde a y Py son constantes positivas), y por lo tanto
se satisface el problema

{ 9 = By~ p
p(0) = po

a) Demuestre que la solucién de este problema estd dada por la
funcién

)= poexp | 21—

b) Demostrar que p(t) — poexp ( %), cuando t — oo
14. En el problema anterior suponga que en el tiempo ¢ = 0 hay pg = 10°
células y que p(t) se incrementa a una tasa de 3 x 10° células por mes.
Después de 6 meses el tumor se ha duplicado en (tamafio y ntimero de
células). Resuelva numéricamente para obtener o, y encuentre, después,
la poblacién limite del tumor.
15. Dado el problema logistico:

{ 9P = kp(M —p)
p(0) =po

Demuestre que la solucién del problema estd dada por la funcién

pt) = Mpo
po+ (M — pg)ekMt

Aclare cémo su deduccién depende de que 0 < pg < M de que pg > M.

16. Comuinmente las tasas de natalidad y mortalidad en poblaciones de
animales no son constantes, sin embargo varian periédicamente con
el paso de las estaciones. Encuentre p(¢) si la poblacién p satisface la
ecuacion diferencial

d
d—f = (k+bcos2nt)p
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donde 7 estd en afios, k y b son constantes positivas. De este modo, la
funcién de la tasa de crecimiento r(¢) = k+ bcos(27t) varia periddica-
mente alrededor del valor medio k. Disefie una grafica que contraste el
crecimiento de esta poblacién con otra que tenga el mismo valor inicial
Po pero que satisfaga la ecuacién de crecimiento natural L(JTIZ =kp (conla
misma constante k). ;Como son las dos poblaciones al paso de muchos
afios?

17. La siguiente tabla muestra el crecimiento de una colonia de bacterias
sobre un periodo de un nimero ¢ de dias medido por su tamafio y en
centimetros cuadrados.

Edad 7 (dias) | 0 1 2 3 4 5 6
Areay (cm?) | 1,20 | 343 | 9,64 | 198 | 27.2 | 33.8 | 37.4

a) Encuentre una ecuacién para el drea y en términos del tiempo ¢.

b) Usando la ecuacién hallada en (a), compare los valores calculados
del area con los valores reales.

¢) (Cudl es el tamafio mdximo tedrico de la colonia? ;Esperaria usted
que tal maximo exista en la realidad? Explique.

18. La altura promedio de un cierto tipo de planta después de 16, 32 y 48
dias esta dada respectivamente, por 21,6; 43,8 y 54,2 cm. Asumiendo
que el patrén de crecimiento sigue la curva logistica, determine:

a) La altura médxima tedrica esperada.
b) La ecuacién de la curva logistica.
c) Las alturas tedricas después de 8,24 y 60 dias.
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Deflexion de vigas

Cuando se hace el estudio de curvas, uno de los aspectos que se estudia
es su curvatura, la cual mide, vamos a decir de manera sencilla, su doblez en
cada punto de su gréfica. En el caso de una curva dada por la funcién y = f(x),
x € [a,b] el célculo de su curvatura en cualquier punto (x,y) de su grafica se
hace con la férmula

' (x)

= 3

[T+ ()]

Pensando de manera intuitiva (ver figura 3.35), en este punto de la curva
podemos asociar una circunferencia tangente cuya curvatura es también>? k(x)

(3.71)

Y

=
=

X3

Figura 3.35: La circunferencia de curvatura asociada a la grafica(curva) de una
funcién en el punto (x,y).

El radio de esta circunferencia es r(x) = T(lx) y es llamada circunferencia
de curvatura’'.

Ahora, si tenemos una viga en posicién horizontal, y ademas asumimos
que estd hecha de un material homogéneo con seccidn transversal uniforme,
entonces ocurre que esta viga3? por efecto de su propio peso o aplicacién de

alguna carga externa se va a doblar’3. El eje de simetria de la viga doblada

30Es decir, tanto la curva de la funcién y = f(x), como la circunferencia tienen la misma
curvatura.

31De manera intuitiva entendemos la circunferencia de curvatura como una circunferencia que
se desliza bajo o sobre una curva (gréfica de una funcién) teniendo en cada punto de contacto la
misma curvatura de la curva de la funcién.

32Que se asume eldstica.

3 Cuando se tira de algo (o se estira) se dice que estd en fensién. Cuando se aprieta algo (o
se comprime), estd es compresion. Dobla una regla, o cualquier varilla, y la parte doblada en el
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es una curva llamada curva eldstica (ver figura 3.36). Conocer esta curva es
importante para estudiar la elasticidad de la viga.

eje de simetria AB

R —

curva elastica AB

Figura 3.36: Eje de simetria y curva eldstica de una viga sujeta a deformacion.

Asumiendo que la viga tiene longitud L y poniendo la curva eldstica en un
sistema de coordenadas como en la figura 3.37, vemos que:

P(x.y)

Y

Figura 3.37: La curva eldstica posicionada en un sistema de coordenadas.

donde se toma el eje positivo X en el lado derecho y eje positivo Y hacia
abajo. En el punto P(x,y) la coordenada y que viene a ser el desplazamiento
de la curva elastica desde el eje X, es lo que se llama deflexién de la viga.
El momento flexionante M (x) que se genera en la seccion transversal del

exterior de la curva estd en tension; en tanto que la parte interna curvada estd en compresion.
La compresién hace que las cosas se vuelvan mds cortas y mds gruesas; mientras que la tensién
las hace mds largas y mds delgadas. Sin embargo, esto no es tan evidente en los materiales mds
rigidos, porque el acotamiento o el estiramiento es muy pequefio. Cuando una viga horizontal estd
sostenida en uno o ambos extremos estd bajo tension y compresion, al mismo tiempo, debido a su
peso y a la carga que sostiene. Ver [15].
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punto P(x,y), es la suma algebraica de los momentos de todas las fuerzas que
actdan sobre un lado de P (ya sea a la izquierda o a la derecha). Adoptaremos
momentos negativos para fuerzas que actian hacia arriba y momentos positivos
para fuerzas que actdan hacia abajo. Lo importante en la construccién del
modelo matemadtico para determinar la ecuacidn de la curva eldstica, es la
relacion que existe entre el momento flexionante y el radio de la circunferencia
de curvatura en el punto P. Dicha relacion estd dada por la ecuacion

EI% = M(x) (3.72)
[1+()?]?

donde E es el médulo de elasticidad de Young, 7 es el momento de inercia de
la seccién transversal de la viga en P respecto a una linea horizontal que pasa
por el centro de gravedad de esta seccion transversal. Puesto que en la realidad
y' asume valores pequefios, entonces (y')> ~ 0. De esta manera la ecuacién
(3.72) se escribe de manera simplificada como

ElY" = M(x) (3.73)

Veamos en seguida la solucién de problemas de aplicacion.

= Ejemplo 3.50 Una viga uniforme de longitud L estd en voladizo, su peso es
de w libras por unidad de longitud (@ es constante). Asumiendo que hay una
carga concentrada Fj en el extremo libre; encuentre la ecuacién de la curva
eléstica, su deflexion méxima, ;/qué pasaria si Fp = 0?

Resolucion

La figura 3.38 ilustra las condiciones del problema.

Figura 3.38: Viga en voladizo.

Poniendo la curva eldstica en un sistema de coordenadas, se tiene la figura
3.39.
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f— (LX)2 —fe— (L-x)2 —]

x L
9| } n X

P(xY) Fo

w(L-x)
Y

Figura 3.39: Curva eldstica de una viga en voladizo posicionada en un sistema
de coordenadas.

Donde el peso total de la viga es @wL. En el tramo [x, L] el peso de la viga
es o(L —x) y actia a una distancia de % a la derecha del punto P. También
la carga concentrada actda a una distancia L — x a la derecha del punto P; con
esta informacién el momento flexionante calculado a la derecha del punto P es

L—x (L—x)?

M(x):co(L—x)( + Fo(L—x)

Poniendo esto en (3.73) se tiene el problema:

ED' =2(L—x)?+F(L-x),0<x<L

)+F0(L—x) =0

. ., . . 3 2 F
Resolviendo la ecuacion diferencial vemos que: ETy’ = %~ — % — 7°x2 +

“’Tl}x + FyLx+ k;. Aplicando la condicién y'(0) = O resulta k; = 0. Integrando
nuevamente y aplicando la condicién y(0) = 0 se obtiene:

1 [ox* oL+Fy\ 5 [(0Ll*+2RLY ,
y(x)—m[m‘< 6 )” )7

Para determinar la deflexién maxima, vemos que esta ocurre en x = L y su

valor es:
- 1 (oL* N RL?
Yméx =Y T El 3 3

Ahora, si Fp = 0, entonces solo actia el peso de la viga y la curva de deflexién
es:

) 1 [ox* oLd + wL*x?

X)=— [ — — ——

YW=EI\ 24 " 6 4

En este caso la deflexién maxima es: ymsx = y(L) = %’TLj .

= Ejemplo 3.51 Una viga uniforme de longitud L cuyo peso es de @ libras por
unidad de longitud, tiene sus dos extremos horizontalmente fijos y empotrados.
Determine la ecuacion de la curva elastica y determine dénde y cudnto es la
deflexién méxima.
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Resolucion

La figura 3.40 ilustra los datos del problema.

Figura 3.40: Viga empotrada en ambos extremos.

Donde en primer lugar, el peso total de la viga es wL, y éste se distribuye
en ambos extremos en su mitad. Es decir, la resistencia en cada extremo es
R= %L Para determinar el momento flexionante debemos considerar que
en el caso de una viga empotrada, en cada extremo se genera un momento
que en este caso llamamos K. Poniendo la curva eldstica en un sistema de
coordenadas se tiene la figura 2?.

R=wL/2 R=wL/2
X2 ——j XI2———
L2
Wa LY
~ V Ix
P(x.y)
wx
Y

Figura 3.41: Curva elastica de la viga en la figura 3.40 posicionada en un
sistema de coordenadas.

El momento flexionante correspondiente al punto P y calculado a su
izquierda es:
x) K oL
= - —X
2 2

Poniendo la expresién de M (x) en (3.73) se tiene el problema:

M(x) = wx(

¥(0)=y'(0)=0
y(L)=0

Resolviendo la ecuacién diferencial para hallar y' y aplicando la condicién
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y'(0) = 0, se obtiene la funcién

, ox* oLy’
Ely'(x) = % "2 +Kx

Integrando nuevamente y aplicando la condicién y(0) = 0 se obtiene la funcién
y(x) dada por:
4 3 2
ox® olx’ Kx
EI =+ —
=5 T T
donde K se determina aplicando la condicién y(L) = 0, resultando K = “;—32
Luego

(x4 —2L3+ L2x2)

X) =

Y = 2
Como la barra es homogénea, hay simetria en su forma y viendo el gréfico la
deflexion maxima ocurre en el centro de la viga y su valor es:

(L _ oL
Ymix =Y\ 5 | T 384E1

= Ejemplo 3.52 Una viga en voladizo uniforme de longitud L y de peso
depreciable tiene una carga concentrada S en el extremo libre.

a) Encuentre la ecuacion de la curva elastica.

b) Determine la deflexion maxima

Resolucion

a) En este caso, se trata de una viga en la cual no se considera su peso, sino
mas bien la carga externa que soporta en su extremo libre. Poniendo la
curva eldstica en un sistema de coordenadas se tiene la figura 3.42.

—_— Lx ——

X L
9| } { X

P(x,y)

Figura 3.42: Curva eldstica de una viga en voladizo.

La unica fuerza que actia en el tramo [x, L] es la carga S, por lo cual el
momento flexionante en el punto Py a su derecha es M (x) = S(L—x);
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luego en (3.73) se tiene el problema:
Ely'(x)=S(L—x),0<x<L
y(0)=0 (3.74)
y'(0)=0

Resolviendo el problema (3.74) se tiene:

EI/Oxy”(t)dt = /OXS(L—t)dt

EI{y(n)}, :S{—(L_zt)z}z

EIY(x) = g (2Lx —x?)

EI/ y( 2/ (2Lt —1%) dt
B0y -3 {w-5 ]

Luego la solucién del problema es

S
(3Lx —X ), 0<x<L (3.75)

y(x) = 6Bl

b) De la figura, la deflexién médxima ocurre en el extremo libre de la viga,
es decir en x = L. Usando (3.75) se tiene:

sL?
Ymix = y(L) = E
Luego la deflexién médxima de la viga es: ymax = %31

= Ejemplo 3.53 Una viga de longitud L y de peso despreciable estd simplemen-
te apoyada en ambos extremos. Una carga concentrada S actda en su centro.
Encuentre:

a) La ecuacidn de la curva elastica.

b) La deflexién maxima.

¢) El valor numérico de la pendiente en los extremos.

Resolucién

a) Segun los datos del problema se tiene la figura 3.43, donde sélo se
considera el efecto de la carga externa S que actia en el centro de la
viga:
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R=8/2 R=S/2

Figura 3.43: Viga simplemente apoyada en sus extremos.

La carga S por actuar en el centro de la viga, se distribuye en ambos
extremos en la mitad de su magnitud, por lo cual las resistencias en cada

apoyo son iguales a R = % Poniendo la curva eldstica en un sistema de
coordenadas se tiene figura 3.44.

S/2 S/2

_/ X
P(xy)

Figura 3.44: Curva elastica para la viga de la figura 3.43.

A continuacién analizamos el momento flexionante en el punto P(x,y).

En efecto:
Para 0 <x < %: el momento flexionante tomado del lado izquierdo del
punto P es
S
M(x)=—=
() = —5x

Para % < x < L: el momento flexionante tomado del lado izquierdo del
punto P es
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Poniendo M(x) en (3.73) se tiene el problema:

—%x, 0<x<%
El'(x) =
%—%, 15<x<L
(3.76)
¥(0)=0
y(L)=0
V(5 =y (%) =0

Integrando la ecuacién diferencial de (3.76) se tiene

2
—S%+c1,0<x<%

EIY (x) =

2
S%*TL)C‘FCZ, %<x<L

Comoy (%) =y (§)+ = 0, entonces ocurre:
SL? e s> SI? et o= SL? 3812
6 T 6 a4 T “TT 76 Y 2T 16

Con el valor de cada una de estas constantes se tiene que y'(x) estd dada
por la relacién:

x SL? L

) —T+716,0<x§§
Ely(x) =

Sx2 3812 L
oy, §<x<L

Integramos esto dltimo para obtener

—l—S x+c3, 0<x %
Ely(x) =

2
oS | By o Laxcar

Aplicando la condicién y(0) = 0 resulta ¢3 = 0, y aplicando la condi-

cién y(L) = 0 vemos que ¢4 = — 5%8. Finalmente con estas constantes
halladas la solucién del problema (3.76) es:

1 (SI2x  Sx L
E1<716 —ﬁ),ogng
y(x)

1 (83 s +SSL2x sL3
EI\ 12 4
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b) Por simetria, la deflexién méxima ynsx de la viga ocurre en x = % Asi

se tiene®* que
_(L\ _ sp?
Ymix =Y\ 3 ) T 48E1

¢) Para determinar el valor numérico de la pendiente en los extremos de la
viga, calculamos la derivada de y(x). Asf se tiene:

1 (SL2 _ 8522 L
E(W—T)7O<X§§
!
Y (x) =
1 (Sx* _ SLx  3SL2\ L
E(T—T+ ]6)7§SX<L
+ —

L . 2
En el extremo de la izquierda la pendiente es: y'(0)* = %, mientras

que la pendiente en el extremo de la derecha estd dada por y' (L)~ =
SL?
" 16ET*

[ ]
= Ejemplo 3.54 Asuma que en el problema anterior, ademas de la carga
concentrada S libras que actda en el centro, la viga tiene un peso de  libras
por unidad de longitud, donde @ es constante.

a) Encuentre la ecuacion de la curva elastica.
b) Encuentre la deflexién maxima.

Resolucion

a) En este caso, como o es la densidad de la viga, entonces el peso total
de la viga es WL, el cual se distribuye en partes iguales en los puntos
de apoyo. De esta manera cada una de las resistencias en los apoyos
esR= SJ“T“’L Poniendo la curva eldstica en un sistema de coordenadas
como en la figura 3.45 se tiene:

(WL+8)12 (WL+8)/2

L2 l
—x/2 T _/ X
x/2

WX

Figura 3.45: Curva elastica mostrando la carga S actuando en su centro.

34Puede evaluar con cualquiera de las partes de la funcién.
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Para 0 < x < 15: el momento flexionante en el punto P tomado a la

izquierda es:
X S+ oL ox*> [(S+oL
M(x) = (7)— —— -
(x) = wx 3 ( 5 )x 5 ( 7 )x

Para % < x < L: el momento flexionante en el punto P tomado a la
izquierda es:
wx* (Sl SL
- x— =
2 2

M(x)=ox (3)+S (x— é) - <S+2“’L) x

Poniendo el momento flexionante en (3.73) se tiene el problema:

OF — (S 0<x <}
EIY'(x) =
2 _
¥(0)=0 TN T <l (3.77)
y(L)=0 )
Y (3) =y(3) =0

Integrando la ecuacién diferencial de (3.77) se tiene:

a)T)c3 (SJra)L)x +C1,0<x<2
Ely'(x) =
OF + (SR~ Fxter, f<x<L

Puesto que y (5) =y (%)+ =0, entonces
ol® SL? oL’ 3SL’
_ 0 =
24 16 ! 24 16
ol3 | SI? 3812

de donde se obtiene: ¢; = T3 + S ya= 24 + e . Con estas
constantes y' estd dada por la relacion:

+c;=0

3 S+oL L3 | SI? L
S () P+ G+, 0<x< 5
Ely(x)=

C()x3 S—oL )/.2 SLx (DL3 3SL2 L [
6 ( 4 ) 2 24 16 > 2 <7 <
Integrando esto lj,ltlmo NS Obtiene:

x

4 3 2
St+oL\ 3 oL’ SL < L
o — (51 )x+(ﬁ+16)x+c370< <3

Ely(x) =
4 2 3
S+ (5585) 0 - 5= +(“§i + 3L )x+c4’ F<x<L
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De la condicién y(0) = 0 se obtiene ¢3 = 0, mientras que aplicando la

c 3 -z
condicién y(L) = 0 vemos que ¢4 = —%. De esta manera la solucién
del problema es la funcién:

4 2
9~ (S) P+ (Y + K )5 0<x<

|~

y(x) =—

a%“_i_(sfw )x3_STL)c2+<mL3+3SL2> _W’ é< <L
(3.78)
b) En este caso, por la simetria, la deflexién méaxima yp4x de la viga se
obtiene en x = %, cuyo valor segtn (3.78) se encuentra de la siguiente

manera:

yma= ¥(5) =4 [£(5)" - (58 (&)

., L. 4 3
Por lo tanto, el valor de la deflexion méxima es: ypix = ﬁ (Sﬁﬁ + %)

= Ejemplo 3.55 Una viga en voladizo de longitud L y peso despreciable tiene
una carga de S libras concentrada en su centro. Encuentre la ecuacién de la
curva eléstica y determine la deflexién maxima.

Resolucion

En este caso, el grifico apropiado al problema es el siguiente:

S
L2

Figura 3.46: Viga en voladizo con una carga S actuando en su centro.

y para la curva eldstica en un sistema de coordenadas el que sigue:
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L2 x L
9 ; } }

Px.y)

Figura 3.47: Curva elastica para la viga de la figura 3.46.

Para determinar el momento flexionante en el punto P vemos que
Sio<x< % entonces la tnica fuerza que actda a la derecha del punto P es la
carga S, por lo cual el momento flexionante respectivo es:

e =)

Si % < x < L, entonces ninguna fuerza actia a la derecha del punto P, y por lo
tanto el momento flexionante es:

M(x)=0

Con el momento flexionante hallado, en (3.73) se tiene el problema

S(5-x),0<x<%
EDlY'(x) =
0,{<x<L
y(0) =0 (3.79)
¥'(0)=0
Y4 =y ()’
y(5) =y(3)

Resolviendo la ecuacion diferencial de (3.79) y aplicando la condicién y'(0) =
0 resulta:

2
EIY(x) =
2, % <x<L
. . - + L )

en la cual ¢, se determina de la condicién y' (5) ™ =)' (%), obteniéndose asf
= SL , y de esta manera:

SLx S L

7 0<x<3

Ely(x) =
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Integrando esto dltimo y aplicando la condicién y(0) = O resulta:

2 3
S 0sas

[Slle}

Ely(x) =

. ey, - +
donde la constante c4 se determina de la condicién y (5) " =y (%), resultan-
doasicy = — %. Finalmente, la ecuacién de la curva eléstica estd dada por la
funcioén:
1 4 6

y(x) = El

En este caso la deflexion maxima yy,4x ocurre en x = L. Haciendo los cdlculos
en la curva de deflexion se tiene:

5813
Ymix = )’(L) = 48

= Ejemplo 3.56 Con las condiciones del problema anterior, determine la
ecuacion de la curva eléstica, si se asume que la viga tiene ademds un peso
uniforme de @ libras por unidad de longitud.

Resolucion

Resolvemos en forma similar al problema anterior, para esto, la representacion
geométrica de la curva eldstica con las condiciones del problema es como
sigue:

Y ‘ w(L=x)
Figura 3.48:

Para 0 < x < %: la seccién de viga entre x y L tendrd un peso igual a
®(L —x), el cual actia en el centro de gravedad dado por el punto Q. Ademas
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del peso se tiene la carga S que actda a ’5 — x de distancia del punto P. Con
esta informacién, el momento flexionante en el punto P y a su derecha esta
dado por:

Mx) =S (g —x) +o(L—x) (L;x> = g(L—x)2+S (é —x)

Para % < x < L: la dnica fuerza que actia en la seccién de viga [x,L] es su
peso @(L — x). Calculando el momento flexionante respectivo se tiene

M(x) = o(L—x) (sz) = 2Ly

Poniendo M(x) en (3.73) se tiene el problema:

B — QL—x)*—Sx+%,0<x< %
2(L—x)?% t<x<L
y(0)=0 (3.80)
y(0)=0
+ —
¥(2) " =x(3)
Y (5) =Y (3)

Integrando la ecuacion diferencial de (3.80) y aplicando la condicién y'(0) =0
se obtiene:

SIS

2 3
/ (x—LP =55 + 5+ % 0<x <}
Ely(x) =

SIS

(x—LP*+c, L<x<L

en la cual la constante ¢, se determina a partir de la condicién de continuidad
. - + .

de 21a der;vada enx =5, dada por y (5)" =y (5)"; resultando asf ¢, =

“’Tb + %, y de esta manera y'(x) queda expresada por la siguiente relacion:

Ely(x) =

Integrando esto dltimo con la condicién y(0) = 0 se obtiene:

o 4_ 83 SL? | ol? oL L
d = L) =+ =G, 0<x <3

Ely(x) =
%(x—L)‘H—“’TL}x—&— %X+C4, L<x<L
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. - - +
y como y(x) es continua en x = %, resolvemos la ecuacién y (%) =y (%)
3 4 .
para obtener ¢4 = —% — %, con lo cual se tiene finalmente que la curva

elastica estd dada por la funcioén:

)(x)— E]
[0) 4 oL’ SL? S ol* L
f(x_l)+(7+7)x_7_7,,<x<l

» Ejemplo 3.57 Si en el ejemplo 3.51, ademds asumimos que una carga
concentrada S actda en su centro, determine la ecuacion de la curva elastica.

Resolucion

Agregando la carga S al ejemplo 3.51 la resistencia en cada uno de los extremos
esR= “’TL + % Veamos la siguiente figura:

K / L/2

[ .
N/
X

Figura 3.49: Curva eldstica de una viga empotrada en ambos extremos con una
carga S actuando en su centro.

Para un punto P(x,y) en la curva eldstica, desarrollamos el momento
flexionante en dos tramos. En efecto:
Para 0 < x < 5: el peso de la seccién de viga en el intervalo [0,x] es wx y
actda en el centro que es 5. Calculando el momento flexionante a la izquierda
del punto P(x,y) se tiene:

x oL+S _wx? [oL+S

Para % < x < L: en forma similar a lo anterior el momento flexionante en el




230 3. Aplicacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

punto Py a su izquierda estd dado por:

a)x(%) +S(x—12‘) - (wL2+S>x+K

a)ixz_i_ S— oL +K Si
2 2 )7 2

Poniendo M(x) en (3.73) se tiene el problema:

M(x)

2

OF — (L) x4+ K, 0<x< %
EL/(x) =
02 | (SoLyxp K-Sk Lax<L
¥(0)=0 1
7/0) =0 (3.81)
y(L)=0
Y(L)=0 .
LN\ — L
Y(3) =Y(3)

Integrando la ecuacion diferencial de (3.81) y aplicando la condicién y'(0) =0
se obtiene:
wx®

5 7(%)x2+Kx, 0§x<%

Ely(x) =
‘%‘3+(¥)x2+(1(7%)x+62, % <x<L

donde el valor de la constante c; se encuentra de y' (L) = 0, obteniéndose asf

ol® SL?
=——+——KL
2 B + 1
ademas,
wa3_ (%)xz—&-lﬁ, 0<x< %
Ely(x) =

3 3 2
O | (SZeL) 2 p (K—SL)x+ 9L 4 Skl Lox<L

Asimismo, la condicién de continuidad de y'(x) en x = % hace que y’ (15) =

y (%)+; de cuyo desarrollo vemos que

ol? L SL
12 8
Con estos resultados se tiene y'(x) dada por la siguiente relacién:

3 2
w—"f(—w”s)xﬂ(%jt%)x, 0<x<%

K=

6 4
Ely(x) =
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Integrando esto dltimo y aplicando la condicién y(0) = O se obtiene:

4 L+SY 3 SL L
S —(5)x +(“’T+?) 7,0sx=<3
Ely(x) =
2 2 2
9+ (S32L) P+ (9 - ) 5+ Fatey, §<a<L
en la cual, aplicando la condicién y(L) = 0 resulta que ¢4 = — 2% . Finalmente,

la curva elastica estd dada por la funcién:

ox* oL+S\ .3 L2 L) .2 L
| 9~ (°n )x+(24 +%) 0sx<3
yx) =—
El o | (S0l 3y (2 _3SL) 2 Sy S Loy
24 2 )X 24 16 )~ T R S g

= Ejemplo 3.58 Un extremo de una Viga de longitud L pies cuyo peso es
uniforme y @ libras por unidad de longitud estd simplemente apoyada, mientras
que el otro extremo estd horizontalmente fijo.
a) Encuentre la ecuacion de la curva eléstica.
b) Muestre que la deflexiéon maxima ocurre a una distancia % ~
0,578L pies, aproximadamente del extremo fijo y tiene una magnitud

. L4
aproximada de 0,00542 4.
Resoluciéon

a) Si asumimos que la viga estd empotrada en su lado izquierdo y simple-
mente apoyada en su lado derecho, un grafico apropiado es el siguiente:

apoyo

Figura 3.50: Viga empotrada en su lado izquierdo y simplemente apoyada en
el derecho.

De acuerdo a los datos del problema se deduce que el peso de la viga es
L. Si la viga hubiera estado simplemente apoyada en ambos extremos,
entonces cada una de las reacciones en los extremos tendrian el valor de
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%L; pero el caso es que el hecho de estar empotrada en su extremo iz-
quierdo, hace que se modifique la reaccién en el lado derecho, llamamos
R a tal reaccién. Veamos la curva eldstica en un sistema de coordenadas
en la figura 3.51.

Figura 3.51: Curva eléstica para la viga de la figura 3.50.

Si nos fijamos en la seccién de viga en el intervalo [x,L], su peso es
(L —x) y actiia en el centro de gravedad que en este caso es el punto Q.
Calculando el momento flexionante en el punto P y a su derecha, vemos
que

Lx (L—x)?+R(x—L)

)-R@_@E

SRS

M(x) = o(L—x) (

Poniendo M(x) en (3.73) se tiene el problema:

EN'(x)=2(x—L)>+R(x—L),0<x<L
(3.82)

Integrando la ecuacién diferencial de (3.82) y aplicando la condicion
inicial y'(0) = 0 se obtiene:

® R oL’ RI?
EIy'(x) = g(X*L)3+§()C7L)2+T* T

Integrando esto ltimo y aplicando la condicién inicial y(0) = 0 se
obtiene y(x) dada por la relacién:

ol® RL? RL} oL*
X
6 24
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en la cual para determinar el valor de R usamos la condicién y(L) =0,

resultando que
_ 3oL

-8
Con este valor de R se tiene finalmente que la ecuacién de la curva
elastica de la viga estd dada por la funcién:

y(x) (2x* — 5L +3L%4%) (3.83)

~ 48EI

b) Para determinar el valor maximo de la deflexion usamos el criterio de la
primera derivada. En efecto, de (3.83) se tiene:

/ w 3 2 2
= —— (8" — 15Lx" + 6L
Y0) = gz (8¢ +6L7)
Luego, resolviendo la ecuacién y'(x) = 0 se obtiene
15L++/33L
X=——"""-
16
Por lo tanto, la maxima deflexién de la viga debe ocurrir en
(15—/33)L
16

x=0

~ 0,57846L

Xm =

Evaluando y(x) en x,, se obtiene que la deflexién mdxima estd dada por:

ol?
Ymax = Y(xm) = 0’00542ﬁ

= Ejemplo 3.59 Una viga de longitud L pies y peso despreciable estd simple-
mente apoyada en ambos extremos y en el centro. La viga soporta una carga
de w libras por unidad de longitud (pies). Determine la ecuacién de la curva
elastica.

Resolucion

Segtin los datos se tiene la figura 3.52,

- L2 L L2 |

A

A B Cc

Figura 3.52: Viga con tres apoyos; en este caso, en sus extremos y en el centro.
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donde A, B 'y C son los apoyos. En un sistema de coordenadas como el de
la figura 3.53 podemos ver:

R R

o
x
X
N
x
-
-
N
x

WX

Figura 3.53: Curva elastica para el caso de la viga en la figura 3.52.

Como el tramo AB es simétrico con el tramo BC, entonces sélo analizamos
el primero. Analizando el problema decimos que si no hubiera el punto de
apoyo B, la resistencia en el punto A seria “’TL, igual en el punto C. La presencia
del apoyo B hace que la resistencia en A y C disminuya, como no sabemos en
cuanto, se asume que en dichos puntos extremos la resistencia es R.

En el tramo AB, se tiene que x € [O, %] y el momento flexionante en el punto
P calculado a la izquierda es:

M) = o (x) Re= @ g
X) = WX 5 X = 3 X

Luego en (3.73) se tiene el problema:

Ely" x)szxz—Rx,O<x<%
¥(0)=0
¥ (5) =0
¥(3)=0

Integrando la ecuacién diferencial se tiene:

, ox®  Rx?
El(x) == — =5 +a

2 3 .
Como y' (%) =0, entonces ¢; = &&= — ©L% 'y de esta manera se tiene y/(x)
dada por la relacién:

3 2 2 3
wx Rx RL oL
B () ===+ — g 0<x<

SN
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Integrando esto dltimo y aplicando la condicién inicial y(0) = O se obtiene:

Ely(x) = — ——+ 3 i3

ox*  Rx? RL?>  ol?
24 6
en la cual el valor de R se determina aplicando la condicién y (%) =0, resul-

tando asi R = 3%. Con este valor de R la curva eldstica® de la viga estd dada
por la funcién:

y(x) = (16x* = 12L* + L’x) , 0 < x <

|~

384E1

= Ejemplo 3.60 Una viga de longitud L pies que tiene un peso de w libras/pie,
estd simplemente apoyada y soporta una carga Fj a una distancia % de uno de

sus extremos, y otra Fj a % del otro extremo. Formule la ecuacion diferencial
con sus condiciones iniciales o de frontera.

Resolucion

En la figura 3.54 se muestra como la carga Fy se distribuye en los extre-
mos(apoyos) izquierdo y derecho con % y i respectivamente, de su magnitud,
mientras que la carga Fj lo hace con % y % respectivamente, de su magnitud.

R4 Ra

t
L/4 3L/4

Figura 3.54:

Sabiendo que la viga tiene un peso de @ libras/pie, entonces el peso total
de la misma es de L libras, el cual se distribuye en su mitad en cada uno de

sus a 0 os. En estos a oyos las resistencias que se generan son R = 2L +
2

3k = + Ly Ry, = ‘%L + 04 3 =*. Dibujando la curva eldstica en un sistema de
coordenadas se tiene ﬁgura 3.55. Asi tenemos que para x € [O, ﬂ el momento

35Por la simetria, el otro lado de la curva eldstica se obtiene por traslacién de la curva obtenida
L
en [07 ﬂ .
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Fo F1

| . | x

I
L)4 y

P(x.y)

Figura 3.55:

flexionante es:

M@ = (@) (5) ~Rir= “’szf (“’L+3F°+Fl>x

Parax € [ 3L], el momento flexionante es:
b L o> F ol F
M(x) = (f) Folx-2)-Ra=2" 4 0n_p)—
(x) (wx)2+o( 4) ==+ (L) (2+4>

Finalmente, para x € [%,L] el momento flexionante estd dado por:

M) = (o) <%>+F] <x—34L> +F0( —i) “Rix

2
wx 1 L
= - + Z(3Fl +Fy—2wL)x — Z(SFI +F)

Luego en (3.73) se tiene la ecuacién diferencial:

% _waZ_<2a)L+iFo+Fl)x]70<x<%
[ 2
Y={ & _“’Tx+%(x—L)—<72wL‘1+F°)x}7%<x<%
= _T +1(3F + Fy —20L)x — % (3F, +Fo)} ,F<x<L
¥(0) =y(L )=0+ .
Ly~ _ (L F(LY" — (L
con las condiciones y(4) y(4) Ay (4) Y (4) "
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3.7.1 Ejercicios 3.7

1.

Una viga de 2L metros de longitud estd apoyada en ambos extremos y
tiene una carga uniforme de wkg/m. Tomando el origen de coordenadas
en el punto minimo de la curva eldstica de la viga, halle su ecuacion y
maxima deflexion.
Una viga de 3L metros de longitud estd apoyada en amos extremos. Si
la viga tiene un peso de wkg/m y soporta una carga concentrada de S
kg a una distancia de L metros de cada extremos, determinar la curva
eléstica y deflexién maxima.
Una viga en posicion horizontal de 9 metros de longitud estd empotrada
en ambos extremos. Hallar la ecuacién de la curva eldstica y su maxima
deflexion, sabiendo que tiene una carga uniformemente distribuida de 1
kilogramo por metro.
Una viga en posicién horizontal simplemente apoyada tiene una longitud
de 10 metros y un peso despreciable, pero soporta una carga concentrada
de 40 kilogramos que estd a una distancia de 2 metros del extremo de la
izquierda. Hallar la ecuacién de la curva eldstica.
Una viga en posicién horizontal de 8 metros de longitud estd empo-
trada en un extremo y libre en el otro. Si la carga que soporta estd
uniformemente distribuida segiin ® = 4 kg/m:

a) Hallar la ecuacion de la curva elastica.

b) Su deflexién maxima.
Una viga en posicion horizontal de 12 metros de longitud estd empotrada
en ambos extremos. Si tiene una carga uniformemente distribuida de 3
kg/m hallar la ecuacién de la curva eléstica y su deflexién méxima.

. Resolver el problema anterior, si ademds una carga concentrada de 20

kg actda en su centro.
Una viga sujeta en un extremo y libre en el otro tiene 6 metros de
longitud y varias cargas: una carga uniformemente distribuida de 2 kg/m
y dos cargas de 10 kg cada una en los puntos que distan 2 y 4 metros
del extremo fijo.

a) Hallar la ecuacion de la curva elastica.

b) Determinar el valor de la maxima deflexion de la viga.






A. Aplicacion de maple 16

En los ultimos afios, el desarollo de aplicativos mateméticos ha sido muy
vertiginoso, y cada vez, aparecen mas sofisticados, con nuevas herramientas
que permiten simplificar en gran medida diversas tareas, entre ellas, la de
los célculos numéricos. En matematica, contamos con diversos aplicativos
matemadticos, como el Matlab, Derive, Maple, Fortran, etc. los cuales, no solo
han permitido la simplicacién de los cdlculos numéricos, sino también, la pro-
gramacién més eficiente, el cdlculo simbdlico, la representacién geométrica
de funciones, ecuaciones diferenciales, geometria diferencial; y en la actuali-
dad, ya se dispone de paquetes que permiten resolver y simular problemas de
matematica difusa.

El Maple 16, que aplicamos en algunas partes de este libro, nos permite
no solo hacer calculo numérico, sino también, hacer calculo simbdlico. En lo
que sigue daremos algunas pautas sencillas, de como usar este aplicativo, de
tal manera, que el estudiante pueda disponer de una herramienta muy qtil para
resolver ecuaciones diferenciales, asimismo, pueda analizar su estabilidad y
flujo geométrico. Cabe indicar, que es muy importante la escritura correcta
de los comandos. Si desean practicar y dominar a cabalidad este aplicativo,
sugerimos siempre usar la ventana de ayuda que aparece en la parte superior
de la ventana principal de la figura A.1.

En la figura A.1, presentamos la ventana principal de Maple, con algunas
de sus funciones mads resaltantes, por ejemplo, en la parte lateral izquierda
podemos observar las integrales, derivada, sumatoria, producto, limites, etc.
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S Titalo () - [Server 2] - Maple 16
Archivo (B) Editar Ver Insertar Formato  Tabla Dibujo Gréfico (B) _Hoja de Calculo (5)Herramientas (T)  Ventana (W) Ayudk
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Figura A.1: Ventana principal de Maple 16, con las principales funciones.

Representacion geométrica de la grdfica de funcio-
nes reales de variable real

Para graficar funciones reales de variable real en un dominio [a,b], usamos
el comando plot. El proceso es el siguiente:

plot(fix), x=a..b)

Después de haber escrito esto, se pone la tecla enter, y como resultado se
obtiene la representacién geométrica de la gréfica de la funcién en el dominio
indicado. Aqui, f(x) representa la regla de correspondencia de la funcién.

= Ejemplo A.1 Para determinar la representacién geométrica de la gréfica de
la funcién f(x) = ﬁ en x € [—10,10], hacemos lo siguiente: Ponemos

1
plOt(H_xz, X = 10,10)

Luego la tecla enter. En el entorno de Maple, aparecera segtin la figura A.2
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Figura A.2:

Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden

Acd veremos varias situaciones. En primer lugar, la derivada de la variable
(o funcién desconocida) y respecto de x, se escribe mediante el comando
dif f(y(x),x), es decir, esto en la notacién matemética usual representard a

y'(x) o %2. La resolucién de ecuaciones diferenciales se hard dentro de la

librerfa DEtools. Asi, para determinar la solucién general de la ecuacién
diferencial

Y = f(x,y) (A1)

se procede como sigue:

with(DEtools) :

edo:=diff{y(x),x)=f(x,y)
dsolve(edo)

o también, de manera mas directa

with(DEtools) :
dsolve(dif f(y(x),x) = f(x,y))

Tenga en cuenta que después de cada linea siempre se pone la tecla enter.
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= Ejemplo A.2 Para resolver la ecuacién diferencial (x —3y)dx—dy =0, antes
hay que expresarla en la forma de (A.1), asi tenemos

Y =x-3y
Ahora, usando Maple para su resolucién se tiene:

with(DEtools) :

edo:=diff{(y(x),x)=x-3y(x)
dsolve(edo)

o también

with(DEtools) :
dsolve(dif f(y(x),x) = x —3y(x))

Tenga en cuenta que en lugar de y, se escribe y(x). Visto ambos casos en
Maple, seria como en la figura A.3 y A.4.
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Figura A.3:
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Lo que Maple nos da en este caso, es la solucién general (o familia de
curvas integrales) de la ecuacidn diferencial dada por

1 1 _
y(x) = —=+-x4e *Cl
9 3
Aqui, la expresién C1 representa a la constante C, por eso, el estudiante al
momento de usar esta solucién, es necesario que la reescriba en la forma usual,
es decir, escribirla como:
—3x

1 1
y(x) = —§—|—§x—|—Ce

Otra situacidn que se nos presenta, es cuando se tiene el problema de valor

inicial .

y(x0) =yo
Vemos que ya no se trata de encontrar la solucién general, sino mas bien,
la solucién particular, que es aquella curva integral que pasa por el punto
(x0,¥0). Antes de aplicar Maple, se sugiere al estudiante que verifique si el
punto (xp,yo) estd en el dominio de f. Para resolver (A.2), se procede de la
siguiente manera:

with(DEtools) :
dsolve({dif f(y(x),x) = f(x,y), y(x0) =¥o}, ¥(x))
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Veamos el siguiente ejemplo:

/2
= Ejemplo A.3 Para resolver el problema de valor inicial { i (]_ x_ g 3y

~—

con Maple, hacemos los siguiente:
with(DEtools)
dsolve({dif f(y(x),x) =% +3y(x), (1) = 0}, y(x))

que en el entorno de Maple, lo veriamos como en la figura
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oo s
Archivo (F) Editar Ver Insertar Formato  Tabla Dibuj P) Hoja de Calculo (5) Hermamientas (T) Ventana (W) Ayuda
DB3BSS Xl 5S¢ TPX po v Bax ¢ [ @
= | 25 e e i«
( INIEEES =
P Live Data Plots. with(DEtools) :
P> Variables E 2
O dsolve( {diﬁ’(y(x),x) =x +3y(x),¥(1) = O},y(x))
[ 1x
b & 2 2 1 2 17 ¢
re [rac Y | e AL 17
J“ = 2 V) =y gty JE ®
Il L
Jms atb ab
ab /—: &
Va
¢ In(a)
log,g(a) log,(a)
sinfa) cos() tan(a)
[‘,:] f(a) f(a,b)
e o
o) l .
® Listo g :\Pr les\Maple
Blo]o elc[=]m]r
Figura A.5:

Podemos ver que la solucién que se obtiene con Maple es

A.3 Resolucion de la ecuacion de Bernoulli

Se trata de encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial de la
forma:
2y — g(x)y" A3
o TPy =4q(x)y (A3)
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La forma como se procede en Maple, es la siguiente:

with(DEtools)
bernoullisol (dif f(y(x),x) + p(x) *y(x) = g(x) x (y(x))")

= Ejemplo A.4 Para resolver la ecuacion diferencial y' + %y = (1+2x)y%, se
hace lo siguiente:

with(DEtools)

bernoullisol (diff(y(x),x) + % xy(x) = (14 2x) * (y(x))3)

en el entorno de Maple, lo veriamos asi (ver figura A.6)
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Acé podemos ver que nos arroja dos tipos de solucién, que en la forma
usual lo escribimos como

I S
\/ 124 6x+ ce%"

donde el signo se escoge segtn la condicién inicial que consideremos. .

yx) ==
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Resolucion de la ecuacion de Riccati

Se trata de encontrar la solucion general de la ecuacion diferencial de la

forma:

2 = () +g(@)y +r(x), pl) 20 (A%

La forma como se procede en Maple, es la siguiente:
with(DEtools)
riccatisol (dif f(y(x),x) = p(x) * (v(x))? +q(x) *y(x) +r(x))
» Ejemplo A.5 Para resolver la ecuacién diferencial xy’ = y> —y + x%, vemos
que expresada en la forma (A.4) es:
1 1 1
Y=y -yt
X XX

luego en Maple lo escribimos de la siguiente manera:

with(DEtools)
. . . 1 , 1 1
riccatisol | dif f(y(x),x) = o* (y(x))" — ;y(x) t3
en el entorno de Maple, lo verfamos asi (ver figura A.7)
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[
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Figura A.7:



A.5 Plano fase de una ecuacién diferencial de primer orden 247

Plano fase de una ecuacién diferencial de primer
orden

La funcién f(x,y) en (A.1), determina un campo continuo en alguna regién
del plano, de tal manera que al representar una pequefia seccion de la recta
tangente a cada curva integral de la ecuacidn diferencial, en los puntos de la
region, se genera un campo de direcciones, llamado plano fase o flujo de la
ecuacion diferencial. Existen muchas ecuaciones diferenciales de las cuales es
muy complicado, hasta imposible obtener sus soluciones en la forma explicita,
sin embargo, con el uso de Maple, podemos determinar su plano fase lo que
nos permite conocer el comportamiento geométrico de las curvas integrales, y
con esto, poder analizar algunos casos de estabilidad. Para determinar el plano
fase de la ecuacién diferencial (A.1) en un rectdngulo [a,b] X [c,b] donde f
sea continua, se hace lo siguiente:

with(DEtools)
dfieldplot(dif f(y(x),x) = f(x,y), y(x), x=a..b, y=c..d)

= Ejemplo A.6 Para determinar el plano fase de la ecuacién diferencial

;0 3x
YTy
en el rectdngulo R = [—3,3] x [—3,3], escribimos en el entorno de Maple de
la siguiente manera:
with(DEtools)
3x
dfieldplot (diff y(x),Xx) = ————, y(x), x=-2.2, y= —2.,2)

Luego la figura A.8 nos muestra como es el plano fase de dicha ecuacién
diferencial
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Ademads de obtener el plano fase de la ecuacién diferencial, Maple también
nos permite visualizar las curvas integrales sobre dicho plano fase que nosotros
indiquemos. Por ejemplo, para determinar el plano fase de (A.1) y tres curvas

(las curvas que queramos) que pasen por los puntos (0,y1), (0,y2) y (0,y3),
con x € [0,x0], se procede de la siguiente manera:

with(DEtools)

DEplot(dif f(y(x),x) = f(x,y),y(x),x = 0..x0, [y(0) = y1,5(0) = y2,
¥(0) = y3],arrows = medium,linecolor = black)

Aqui, el comando linecolor = black haréd que las curvas integrales que estamos
indicando aparezcan de color negro (Usted podria cambiar el color)

= Ejemplo A.7 La representacion del plano fase de la ecuacién diferencial
Y =x—3y

para x € [0,1], y de las curvas integrales que pasan por los puntos (0,—2),
(0,2) y (0,3) es como sigue:

with(DEtools)
DEplot(diff(y(x),x) = x—3y,y(x),x=0.,1,[y(0) = —2,y(0) =2,
¥(0) = 3],arrows = medium, linecolor = black)

La figura A.9 nos muestra como es en el ambiente de Maple.
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Como vemos en este ejemplo, no es necesario conocer la solucién de la
ecuacion diferencial, para saber como se comportan las curvas integrales
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